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内 容 简介 

本 书 在 美国 是 最 受 欢 迎 的 微 积分 教 辅 读物 之 -. 

本 书 内 容 涵盖 了 一 元 和 多 元 函数 的 微 积分 及 其 应 用 , 并 包括 了 交 穷 级 
数 . 广 义 积 分 工 范 数 .日 函数 、 博 里 叶 积分 、 摘 圆 积分 和 售 变 函数 等 . 

全 书 每 章 均 先 给 出 了 相关 的 定义 ,原理 和 定理 ,然后 分 类 给 出 了 例题 和 
补充 习题 .例题 主要 是 针对 学 生 的 疑点 和 难点 设 半 的 ,是 对 理论 的 解释 和 扩 
充 , 补 充 习题 有 勘 于 学 生 对 每 章 的 内 容 进行 系统 地 复习 ， 

本 书 可 供 高 等 院 校 .理工 科学 生 套 考 . 
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对 于 通常 称 为 "高 等 徽 积 分 "的 教材 ,不 同 的 人 往往 会 有 不 同 的 要 求 , 某 些 人 会 认为 ,该 教 
材 应 从 高 等 的 观点 , 即 用 严 蓝 的 语言 .严格 的 定理 证 明 来 阐述 初等 微 积分 .而 另外 一 些 人 则 会 
认为 ,该 教材 应 讲述 若 于 个 专门 的 商 等 课题 ,这 些 课 题 既 是 重要 的 ,又 是 初等 微 积 分 所 没有 涉 
及 到 的 . 

本 书 力图 在 这 些 裁 然 不 同 的 观点 之 间 选 取 一 个 合理 的 折 囊 方案 , 以便 具有 广泛 的 适用 人 性. 
本 书 前 面 几 章 对 初等 微 积分 中 所 过 的 基本 概念 作 了 回顾 和 拓展 ,这 对 那些 先前 学 村 微 积分 但 
现在 有 些 遗 忘 并 需要 有 点 新 鲜 感 的 人 来 说 是 非常 有 价值 的 . 它 也 为 学 过 各 类 初等 微 积分 课程 
的 学 生 提 供 了 一 个 共同 的 框架 ,本 书后 面 几 童 介绍 了 几 个 专门 的 高 等 课题 ,这 将 为 那些 努力 成 
为 各 自 领域 内 的 专家 一 一 科学 家 工程师 和 数学 家 的 人 打下 坚实 的 基础 ， 

本 书 既 可 以 作为 当前 标准 教材 的 参考 书 ,也 可 以 作为 高 等 微 积 分 课程 的 正式 教材 . 事实 也 
证 明 , 本 教材 对 在 物理 ,工程 及 其 他 众多 使 用 高 等 数学 方法 的 领域 内 选读 课程 的 学 生来 说 ,也 
基 十 分 有 用 的 . 

本 书 每 一 章 都 首先 清楚 地 给 出 相关 的 定义 .原理 和 定理 以 及 例证 和 其 他 的 说 明 , 再 分 类 给 
出 习题 解答 和 补充 习题 ,习题 解答 主要 是 为 了 解决 学 生 的 疑问 和 困惑 ,因而 腊 有 对 理论 的 解释 
和 扩充 ,又 有 对 至 关 重 要 的 基本 原理 的 复述 .这 类 习题 还 包含 了 许多 定理 的 证 明和 基本 结论 的 
推导 , 大 量 的 补充 习题 及 答案 有 助 于 学 生 对 每 -- 章 的 内 容 进行 系统 的 复习 ， 

本 书 内 容 包 括 一 元 和 多 元 函数 的 微分 学 和 积分 学 及 其 应 用 .本 书 还 尽早 引 人 并 使 用 了 同 
重 方法 ,该 方法 既 方 便 了 简单 记号 的 采用 ,也 容易 作出 物理 和 上 几何 的 解释 .专门 译 题 包 括 线 , 面 
积分 及 其 积分 定理 .无 穷 级 数 、 广 义 积 分 函数 和 了 函数 、 傅 里 时 级 数 等 . 附加 的 特色 内 容 有 
信里 叶 积 分 , 权 圆 积分 和 复 变 函数 ,这 些 内 容 在 高 等 工程 党 ,物理 学 和 数学 的 研究 中 都 是 极为 
有 用 的 ， 

本 书包 含 了 比 其 他 天 多 数 教材 多 得 多 的 内 容 .这 样 使 得 本 书 使 用 起 来 更 为 灵活 ,也 为 读者 
提供 了 一 本 更 为 有 用 的 参考 书 ,同时 还 将 激发 读者 更 多 的 兴趣 ， 

我 要 异 此 机 会 感谢 Schaum 出 版 公司 的 工作 人 员 ,感谢 他 们 的 热忱 合作 及 无 尽 的 努力 ,使 
本 书 得 以 完美 出 版 . 


M. RR. 施 皮 格 东 


第 一 章 类 (1) 
合 .实数 .实数 的 小 数 表示 . 实数 的 几何 表示 . 实数 的 运算 .不 等 式 . 实数 的 绝对 值 . 
指数 和 眼 . 对 数 .实数 系 的 公理 化 基础 .点 集 , 区 间 , 可 数 性 . 邻 域 .极限 点 , 界 . 魏 尔 斯 
特 控 斯 - 波 尔 察 诺 定 理 . 代数 数 和 超越 数 . 复数 系 . 复 数 的 极 式 . 数学 归纳 法 . 

第 二 章 ”函数 ,极限 与 连续 (19) 
函数 . 函数 的 图 像 . 有 界 清 数 .单调 函数 . 反 函数 , 主 值 . 最 大 值 和 最 小 值 . 函数 类 型 . 
特殊 的 超越 陋 数 . 函数 的 极限 , 右 极限 和 左 极限 .极限 的 定理 ,无穷 大 .特殊 极限 , 连 
续 . 右 连续 和 左 连 续 .区 间 上 的 连续 性 ,连续 性 定理 .分 段 连续 ,一 臻 连续. 

第 三 章 序列 a (38) 
序列 的 定义 .序列 的 极限 .序列 极限 的 定理 . 无穷大 .有 界 序 判 ,单调 序列 .序列 的 上 
确 界 和 下 确 界 .上 极限 ,下 极限 .区 间 套 , 柯 相 收敛 准则 .无 穷 级 数 ， 

第 四 章 ”导数 {52) 
导数 的 定义 . 右 导 数 和 左 导数 . 区 间 上 的 可 导 性 .分 段 可 导 性 . 导数 的 几何 意义 . 微 
分 . 求 导 法 则 ,特殊 函数 的 导数 .高 阶 导数 .中 值 定理 .特殊 展开 式 . 洛 必 达 法 则 .应 
用 . 

第 五 章 积分 a (72) 
定 积分 的 定义 . 零 测 度 . 定 积分 的 性 质 ， 积分 中 值 定理 ， 不 定 积分 ,积分 运算 的 基本 定 
理 . 变 限定 积分 . 积分 变量 的 变换 . 特殊 函数 的 积分 . 积分 法 .广义 积分 .计算 定 积分 
的 数值 方法 .应 用 . 

第 六 章 偏 导 数 a (91) 
工 元 及 多 元 函数 . 因 变 量 和 自 变 量 , 画 数 的 定义 域 . 空间 直角 坐标 系 . 邻 域 . 区 域 . 极 
限 . 累 次 极限 . 连续 性 .一 致 连续 性 . 偏 导数 .高 阶 偏 导数 .微分 ,有 关 微 分 的 定理 . 复 
合 函数 的 求 导 法 则 . 齐 次 函数 的 欧 近 定理. 隐 范 数 . 雅 可 比 式 .使 用 雅 可 比 式 的 偏 导 
数 ,. 有 关 雅 可 比 式 的 定理 . 变换 . 曲线 坐标 .中 值 定 理 ， 

第 七 章 向 填 … (120) 
向 量 与 纯 量 .向 量 代数 , 向 量 代数 定律 .单位 向 量 . 基 本 单位 向 量 , 向 量 的 分 量 . 点 积 
或 纯 量 积 . 叉 积 或 向 量 积 . 三 重 积 ,向量 分 析 的 公理 化 方法 ,向 量 函数 .向 量 画 数 的 极 
限 ,连续 与 导数 ,向 量 导数 的 几何 解释 .梯度 , 散 度 和 旋 度 . 有关 立 的 公式 . 准 可 比 式 
的 向 量 解释 , 正 交 曲线 坐标 . 正 交 曲线 坐标 中 的 梯度 , 散 度 , 旋 度 和 拉 普 拉 斯 算 符 . 特 
殊 曲 线 誉 标 ， 

第 八 章 “” 偏 导数 的 应 用 .pp (145) 
几何 应 用 .方向 导数 .积分 号 下 的 微分 法 . 积分 号 下 的 积分 法 极 大 和 极 小 . 求 极 大 值 
和 极 小 值 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 .在 误差 中 的 应 用 ， 


第 九 章 ” 重 积分 (162) 
二 重 积分 . 累 次 积分 . 三 重 积分 . 重 积分 的 变换 ， 
第 十 章 “” 曲线 积分 ,曲面 积分 和 积分 定理 pp (176) 


曲线 积分 . 线 积 分 的 向 量 表示 . 曲线 积分 的 计算 .曲线 积分 性 质 .简单 闭 曲 线 , 单 连通 
利多 连通 区 域 .平面 格林 定理 , 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 .曲面 积分 . 散 度 定理 .斯 
托 死 斯 定理 . 

第 十 一 章 无 穷 级 数 so 【202 ) 


微 积 分 


无 穷 级 数 的 收 全 与 发 散 .万 穷 级 数 的 基本 性 质 .特殊 级 数 .几何 级 数 , p 级 数 .常数 项 
级 数 钱 敬 性 判别 , 比较 判别 法 . 商 判别 法 .积分 判别 法 .交错 级 数 判 别 法 ,绝对 收 往 与 
条 件 收 伍 . 比值 判别 法 . n 次 根 式 判 别 法 , 拉 阿 伯 判 别 法 .高 斯 判别 法 .绝对 收敛 级 数 
定理 .无 穷 序 列 利 函数 项 级 数 ,一 致 收 伍 . 级 数 一 致 收敛 的 特殊 判别 法 . 瑶 尔 斯 特 拉 
斯 M 间 别 法 , 狂 利 克 雷 判别 法 .级 数 一 致 收敛 的 定理 . 千 级 数 . 关于 宕 级 数 的 定理 ， 
涯 级 数 运算 . 函数 展开 成 寡 级 数 .一 些 重 要 的 寡 级 数 . 特殊 课题 . 用 级 数 定义 两 数 . 由 
塞 尔 函 数 和 超 几何 函数 . 复数 项 无 穷 级 数 . 售 两 个 或 更 多 变量 的 函数 项 无 穷 级 数 .二 
重 级 数 . 无 穷 乘积 . 可 求 和 性 . 浙 近 级 数 . 
第 十 二 章 ” 广 澳 舱 仙人 (231) 
广义 积分 的 定义 .第 一 类 广义 积分 .第 一 类 特殊 广义 积分 .几何 或 指数 积分 .第 一 类 
户 积分 . 第 一 类 广义 积分 收敛 判别 法 . 比较 判别 法 , 商 判 别 法 .级 数 判 别 法 .绝对 收 伍 
和 条 伯 收 化 .第 二 类 广义 积分 , 柯 西 主 值 .第 二 类 特殊 广义 积分 .第 二 类 广义 积分 收 
敛 性 判别 .第 三 类 广义 积分 , 带 参 数 的 广义 积分 ,一 至 收 化 ,积分 一 至 收敛 的 特 吻 判 
别 法 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 , 犹 利 克 圳 判别 法 . 积分 一 致 收 合 定理 . 定 积分 计算 . 
拉 普 拉 斯 变换 . 广义 重 积 分 . 
第 十 三 章 T 函数 和 B 函数 a (252) 
函数. 函数 的 岁 形 和 数值 表 .T( x ) 的 渐 近 公式 .关于 工 耳 数 的 几 个 结果 ,B 函数 . 
狄 利克 雷 积分 ， 
单 十 四 章 ” 情 里 于 级 数 (265) 
周期 函数 . 傅 里 叶 级 数 . 犹 利克 雷 条 件 . 奇 函 数 和 偶 函 数 . 半幅 傅 里 叶 正 弦 或 余弦 级 
数 .由 塞 扎 尔 等 式 . 傅 颗 叶 级 数 的 微分 和 积分 . 傅 里 叶 级 数 的 复数 表达 式 . 边 界 值 问 


题 . 正 交 函数 . 

第 十 一 章 ” 情 里 时 积分 (286) 
傅 里 叶 积 分 . 傅 里 时 积分 定理 的 等 价 形式 . 重 里 叶 变 换 , 傅 里 叶 积 分 中 的 帕 蹇 瓦尔 等 

第 十 六 章 椭圆 积分 a (296) 


第 一 类 不 完全 椭圆 积分 .第 二 类 不 完全 椭圆 积分 .第 三 类 不 完全 椭圆 积分 ,关于 村 
积分 的 雅 可 比 形 式 .可 化 为 椭圆 型 的 积分 . 雅 可 比 燃 圆 函数 . Landen 变换 . 

第 十 七 章 ” 复 变 函 娄 … {310) 
申 数 .极限 和 连续 性 .导数 , 柯 西 - 黎 曼 方程 .积分 . 柯 西 定理 . 柯 西 积分 公式 .泰勒 级 
数 . 奇 点 .极点 . 洛 朗 级 数 .和 留 数 . 留 数 定 理 . 定 积分 的 计算 . 


第 一 章 数 


集合 

集合 的 概念 是 数学 的 基础 ,集合 是 具有 特定 性 质 的 事物 的 全 体 .比如 全 体 的 大 学 教授 组 成 
一 个 集合 ,所 有 的 英文 字母 A,B,C,DD,…,Z 组 成 一 个 集合 等 等 .集合 中 的 每 个 个 体 称 为 集 
合 的 成 员 或 元 素 ,集合 的 任 一 部 分 称 为 这 个 集合 的 子 集 , 如 4 ,B,C 是 A,B ,CD 和 这 个 
集合 的 子 集 . 不 包含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 或 零 集 ， 


实数 


对 学 生来 说 ,下 面 提 到 的 数 的 类 型 都 是 熟 攻 的 . 

1. 自然 数 1,2,3,4,… 也 称 为 正 整 数 ,常用 来 数 一 个 集 的 元 素 . 不 同时 代 记 号 各 不 相同 ,如 
罗马 人 用] 了, 工 ,下 ,并 ，…… 任 何 两 个 自然 数 gg 和 4&8 的 和 a +5 及 积 a*6 或 a6 也 是 自然 
数 . 为 此 我 们 常 说 自然 数 集 合 在 加 法 和 乘法 运算 下 是 封闭 的 ,或 说 自然 数 集 合 关 于 这 
些 运 算 具 有 封闭 性 . 

2. 负 整 数 和 零 分 别 用 一 1, -2,-3,… 和 0 表示 .它们 产生 了 >+a=a 这 类 方程 的 可 能 
的 解 ,其 中 a 和 #5 是 任何 的 自然 数 . 由 此 引出 了 减法 运算 , 即 加 法 的 逆 运 算 , 我 们 把 它 
记 为 z=a-b. 

正 整数 , 负 整 数 和 零 组 成 的 集合 称 为 整数 集 . 


3 有理数 或 分 数 如 殷 ，- 了，,…, 是 由 hr 一 a 这 类 方程 的 可 能 的 解 产生 的 ,其 中 ,6 是 束 


数 ,5 关 0. 由 此 引出 了 除法 运算 即 乘法 的 逆 运 算 ,我 们 将 它 记 为 x = 六 或 a 二 5, 其 中 避 


为 分 子 ,5 为 分 母 . 
整数 集 是 有 理 数 集 的 子 集 ,因为 整数 相应 于 分 母 6= 1 的 有 理 数 . 


4. 无 理 数 如 /2 和 x 是 不 属于 有 理 数 的 那 类 数 , 即 不 能 表示 成 了 ( 称 为 a 和 65 的 商 }), 其 中 
a ,由 是 整数 , 关 0， 
有 理 数 和 无 理 数组 成 的 集合 称 为 实数 集 . 
实数 的 小 数 表示 


任何 实数 都 可 用 十进制 小 数 形式 表示 ,比如 1 = 1.7, 了 9 =0.09, 二 0.16666…. 在 有 理 
数 情形 ,小 数 展开 式 或 是 有 限 位 的 ,或 是 展 并 式 中 一 个 或 一 组 数字 最 终 将 不 断 重复 . 永 无 止境 ， 
例如 地 =0. 1428571428571428…. 在 无 理 数 中 如 /2 = 1.41423… 或 +=3.14159… 不 会 出 现 这 
种 重复 .我 们 总 是 把 十 进 制 小 数 展 开 式 看 成 是 无 限 位 的 ,如 1.375 与 1.375000… 或 1.374999 


… 是 相同 的 ,为 了 表明 循环 小 数 ,我 们 有 时 在 循环 重复 的 数字 上 方 加 上 点 ， 如 也 =0. 142857, 


19_ ，，， 
车 =3.16. 
十 进 制 使 用 10 个 数字 0,1,2,… ,9, 但 也 可 能 用 更 少 或 更 多 的 数字 设计 数 系 ,如 二 进 制 仅 


用 2 个 数字 0 和 1( 见 习题 32 和 习题 33). 


实数 的 几何 表示 


实数 看 作 是 一 直线 上 点 的 几何 表示 是 众所周知 的 ,我 们 称 这 条 直线 为 实 轴 , 如 图 1-1 所 
示 . 对 每 一 个 实数 在 直线 上 有 且 仅 有 一 个 点 与 它 对 应 ,反之 亦 然 , 即 实数 集 与 直线 上 的 点 集 之 
间 存 在 一 一 对 应 .由 于 这 个 原因 我 们 常 能 互 换 地 使 用 点 和 数 . 


零 右 边 的 实数 集 称 为 正 数 集 , 零 左边 的 实数 集 称 为 负数 集 ,而 零 本 身 既 不 是 正 数 也 不 是 负 

数 . 

直线 上 任何 两 个 有 理 数 (或 无 理 数 ) 之 间 有 无 穷 多 个 有 理 数 (和 无 理 数 ) ,故我 们 称 有 理 数 
集 ( 或 无 理 数 集 ) 是 处 处 稠密 集 . 


实数 的 运算 
如 果 a ,b,c 属于 实数 集 民 ,那么 ， 
1. a+5 和 和 ab 属于 R， 封闭 律 
2. at+b=b+a, 加 法 交换 律 
3. at+ (b+c)=(a+)+c， 加 法 结合 律 
4， ab = ba, 乘法 交换 律 
5, al(Bbe)= (ab)e, 乘法 结合 律 
6. altb te)=ab+ac, 分 配 律 
7. 4+0=0+a=a,l:a=a:l= 4a, 


0 称 为 关于 加 法 的 单位 元 ,1 称 为 关于 飞 法 的 单位 元 ， 
8. 对 任 一 实数 & ,存在 R 中 一 个 实数 xz, 满足 xz +a=0. 
x 称 为 a 关于 加 法 的 逆 , 记 为 一 a. 
9. 对 性 一 a 隆 0, 存 在 民 中 的 一 个 数 z ,满足 ar 二 1. 
z 称 为 a 的 倒数 或 4 关于 乘法 的 逆 , 记 为 a “或 1/a， 
根据 这 些 代 数 的 一 般 规则 我 们 就 可 以 进行 运算 了 .一 般 地 ,任何 一 个 集合 (比如 尺 ), 如 果 
其 元 素 满足 上 述 运算 性 质 , 则 称 为 一 个 域 . 


不 等 式 


如 果 a -5 是 一 个 非 负 数 ,那么 我 们 称 a 大 于 或 等 于 5 或 称 5 小 于 或 等 于 a , 记 为 2 之 
或 5 所 a .如 果 a=5 不 可 能 成 立 , 则 我 们 记 为 a >>5 或 5<a. 几 何 上 ,如 果 在 实 轴 上 对 应 于 a 
的 点 位 于 对 应 于 5 的 点 的 右边 , 则 a 之 5. 

例 :3<5 或 5>3;-2< -1 或 -1> 一 23xs3 指 的 是 z 为 3 或 小 于 3 的 实数 . 

车 a ,5,c 是 任意 给 定 的 实数 , 则 

1. 或 是 a > 上 54, 或 是 a = 上 8, 或 是 a 所 46， 三 分 律 

2. 苦 a>6,65>c, 则 a>c， 传递 律 

3. 若 a>365, 风 at+c>bt+e, 

4. 若 a>b,c>0, 则 ac>e， 

5. 若 a>b,c<0, 则 ac<<be, 


第 一 章 数 


实数 的 绝对 值 


实数 a 的 绝对 值 ,用 |a | 表示 ,定义 为 a 着 a >0; -a 着 a<0;0 若 a=0. 
例 :| -5 =5,1+2|=2,| -六 | = ,1-31=V3,101=0 


1, lapl=|al*|8l 或 |abem |=|allol:lel|m|, 

2, ratbl 人 lal+ | 或 | 们 十 在 二 十 和 二 更 | 委 at+i rlel+re+ lml, 
3. ,ea 一 中 之 :al 一 18|. 

实 轴 填 任 何 两 点 (实数 }a 和 4 之 间 的 趾 离 是 ia -6 = 16 一 al， 


指数 和 根 
一 实数 a 自 雪 相 缮 次 后 的 积 a'a…a 用 a? 表示 ,其 中 p 称 为 指数 ,a 称 为 底 . 下 列 法 叫 
成立 : 
1. ae =ar'®, 3. (a*’)’=a?, 
a 户 引 到 “于 
2. pr ， 4. (和 | pp 


只 要 分 母 不 为 零 ,上 述 p,q,r 可 推广 到 任意 实数 . 特别 虑 利用 2, 分别 取 户 =s9 和 p= 得 
a =1l,a "= 1a’. 

如 果 一 六, 其 中 心 是 正 整数 , 则 我 们 称 a 为 N 的 次 根 , 沁 为 ?N,N 的 p 次 实 根 可 能 
不 止 一 个 .例如 由 于 2=4,{ 一 2)* =4, 所 以 4 有 两 个 实 平方 根 ,2 和 一 2, 习 惯 上 用 /4 = 2 表示 
正 的 平方 根 ,用 -v4= -2 表示 负 的 平方 根 . 

若 户 和 q 是 正 整数 ,我们 定义 oo = Ya . 


对 数 


如 果 a= 六 , 则 称 p 为 以 a 为 底 的 六 的 对 数 , 记 为 p= logsN. 如果 a 和 六 是 正 的 且 
& 天 1 ,那么 疡 公有 一 个 实 值 .对 数 具 有 下 列 运算 规则 : 


1. log AMN=IogAM+log N， 2. Jog, 入 =log M-iog N， 


3. log,M = rlog,M. 
实际 中 常用 2 个 数 作 为 底 .常用 对 数 用 底 a = 10, 纳 皮尔 系统 (自然 对 数 ) 用 自然 底 “=e 
=2.71828…， 


实数 系 的 公理 化 基础 


合乎 逻辑 地 构建 数 系 ,能 够 开始 于 一 组 公理 或 来 自 于 经 验 的 "自明 "的 事实 .例如 第 4 页 上 
的 1~9 条 . 

如 果 我 们 假定 已 知 自然 数 及 加 法 和 乘法 运算 (尽管 它 其 至 可 能 远 早 于 集 概念 的 出 现 ) ,我 
们 发 现 将 R 换 成 自然 数 时 第 4 页 上 第 ?一 9 条 不 成 立 , 但 1 一 6 条 仍 成 立 . 

选取 7 和 8 条 作为 附 如 要 求 ,我 们 引 和 人 数 -1,-2,-3,… 和 0, 然 后 利用 第 9 条 ,我 们 引 
人 了 有 理 数 . 

利用 公理 1 一 6 茶 可 定义 关于 这 些 新 得 到 数 的 运算 ,其 中 R 现在 是 整数 集 .这 样 就 得 到 了 
像 ( 一 2)( 一 3)=6, 一 (一 4) =4,(0)(5) = 等 在 小 学 数学 中 认为 是 理所当然 这 样 陈 述 的 证 
明 . 

我 们 对 整数 也 能 引 人 序 或 不 等 式 的 概念 ,从 而 推广 到 有 理 数 的 不 等 式 问 题 .例如 车 a ,5 ， 
c,d 是 正 整 数 ,我 们 定义 af5 >cfa 当量 仅 涩 a4 >e. 对 负 整 数 可 作 类 似 的 推广 . 

一 旦 我 们 有 了 有 理 数 集 和 关于 它们 的 不 等 式 规 旭 ,我 们 就 能 够 在 几何 上 作为 实 轴 上 的 点 


微 积 分 


把 它们 徘 序 , 正 如 前 面 已 指出 的 那样 .然后 我 们 可 以 证 明 在 这 条 直线 上 存在 着 不 能 表示 为 有 理 
数 的 点 (如 V2, x 等 等 ). 这 些 无 理 数 可 用 各 种 不 同方 式 定义 ,其 中 之 一 利用 了 戴 德 金 
(Dedekind) 分 割 的 思想 (见习 题 34), 从 这 一 点 可 说 明 关 于 无 理 数 怎样 应 用 代数 的 一 般 规则 ， 
关于 实数 就 不 作 进一步 的 说 明了 . 


点 集 , 区 问 


位 于 实 轴 上 的 点 (实数 ) 集 称 为 一 维 点 集 . 
满足 a 太 x 所 #6 的 xz 点 集 称 为 闭 区 间 , 用 [a , 纪 表 示 ia<z<z 集合 称 为 开 区 间 , 用 (e ,5) 
表示 ;集合 a 所 6 和 a 所 + 达 5, 分 别 用 (a ,8 ] 和 [a ,5) 表 示 , 称 为 半 开 半 闭 区 间 . 
能 表示 一 个 集合 中 的 任何 数 或 任何 点 的 记号 x 称 为 变量 . 给 定 的 数 a 或 5 称 为 常量 . 
例 :满足 zl|<4 即 -4<z<x4 的 全 体 z 组 成 的 集合 表示 为 { - 4,4) ,是 一 个 开 区 间 . 
合 xz>a 也 能 表示 成 ec<z< 0, 这 样 的 一 个 集合 称 为 无 穷 或 无 界 区 间 , 类 似 地 一 
xT< +oo 表 未 所 有 的 实数 工 . 


可 数 性 


一 个 集合 称 为 是 可 数 的 ,如 果 这 个 集合 的 元 素 与 自然 数 构成 工 1 对 应 的 关系 ， 
例 : 偶 自然 数 2,4,6,8,… 是 可 数 集 ,因为 有 如 下 的 1-1 对 应 : 
已 知 集 2 4 6 8 … 
+ | 
自然 数 1 2 3 4 入 
一 个 集合 是 无 限 的 ,如 果 它 与 它 的 一 个 子 集 构成 1-1 对 应 的 关系 .一 个 可 数 的 无 限 集 称 为 
可 数 无 限 的 ， 
有 理 数 集 是 可 数 无 限 的 ,而 无 理 数 集 或 全 体 实数 不 是 可 数 无 限 的 (见习 题 17 一 20)， 
集合 中 元 素 的 个 数 称 为 它 的 基数 , 可 数 无 限 集 的 基数 指定 为 go ( 希 伯 来 字母 阿 列 夫 零 )， 
实数 集 ( 或 与 实数 集 1-1 对 应 的 任何 集 ) 的 基数 定 为 C,C 称 为 连续 统 的 基数 ， 


邻 域 


所 有 满足 lz 一 a|<6 的 点 z 组 成 的 集合 称 为 a 的 一 个 8 邻 域 ,其 中 8>0. 所 有 满足 0< 
lz 一 a 之 8 的 点 组 成 的 集合 称 为 a 的 一 个 去 心 8 邻 城 , 这 里 4+ =a 点 除去 了 . 


械 限 点 


若 一 数 上 的 每 一 个 去 心 8 邻 域 中 都 包含 某 一 集合 中 的 元 素 , 则 称 : 为 这 个 集合 的 极限 点 
或 聚 点 . 换 句 话说 即 对 任何 8 >0, 无 论 8 多 么 小 ,总 能 找到 这 个 集中 不 同 于 i 的 点 xz, 满足 
lz 一 站 入 3 考虑 到 越 来 越 小 的 8 值 ,我 们 看 到 必 有 无 穷 多 个 这 样 的 了 值 . 

一 有 限 集 不 可 能 有 极限 点 ,无 限 集 可 能 有 也 可 能 没有 极限 点 , 自然数 集 没有 极限 点 ,而 有 
理 数 集 有 无 限 多 个 极限 点 ， 

包含 所 有 极限 点 的 集合 称 为 闭 集 . 有理数 集 不 基 闭 集 ,因为 像 极 限 点 /2 就 不 是 这 个 集合 
的 元 索 ( 见 习题 5) ,但 集合 0 去 1 是 闭 集 . 


界 


如 果 对 一 个 集合 中 的 所 有 数 = ,存在 一 个 数 M ,满足 zx 和 M, 则 称 这 个 集 是 上 有 界 的 , 邮 
为 它 的 一 个 上 界 . 类 似 地 , 若 x 尘 M, 则 这 个 集 是 下 有 界 的 , wm 称 为 它 的 一 个 下 界 , 如 果 对 所 有 
的 有 mm 所 + 所 MM , 则 称 这 个 集 是 有 界 的 . 

如 果 数 MM 满足 ;这 个 集中 没有 一 个 元 素 比 它 大 ,但 对 每 个 >>0, 至少 有 一 个 元素 超过 
计 -e, 则 称 民 为 这 个 集 的 上 确 界 (1.u.b) .类 似 地 如 果 这 个 集中 没有 一 个 元 素 比 季 小 ,但 对 
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每 个 上 30, 至 少 存 在 一 个 匹 素 小 于 财 +e, 则 称 好 是 这 个 集 的 下 确 界 (g.1.b). 
魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诺 (Weierstrass-Bolzano) 定 理 


犁 尔 斯 特 拉 斯 - 流 尔 察 诸 定 理 :每 个 有 界 的 无 限 集 至 少 有 一 个 极限 点 .这 个 定理 的 证 明 在 
第 一 章 习 题 23 中 给 出 . 


代数 数 和 超越 数 
考虑 方程 


-2 


Qtr Far la Ta r+a, = 人 0, (1) 


其 中 ao 关 0,a ee 起 整数 ,x 为 正 整 数 , 则 称 绰 ) 式 为 整 系数 多 项 式 方程 . ” 称 为 方程 
的 次 数 , 若 一 个 数 x 是 某 个 整 系数 多 项 式 方程 的 解 , 则 称 这 个 数 为 代数 数 , 不 能 成 为 一 个 整 系 
数 多 项 式 方程 的 解 的 数 称 为 超越 数 . 

例 :全 和 /5 分 别 是 方程 3x -2=0 和 一 2=0 的 和 解 ,因而 它们 都 是 代数 数 . 

可 以 证 明 , 数 x 和 e 是 超越 数 .但 我 们 还 不 能 确定 像 ex 或 e+ x 这样 的 数 是 代数 数 还 是 超 
越 数 ， 

代数 数 的 集合 是 一 个 可 数 的 无 限 集 ( 见 习题 23) ,但 超越 数 的 集合 是 一 个 不 可 数 的 无 根 
集 . 


复数 系 


由 于 没有 一 个 实数 x 满足 多 项 式 方程 x? + 1=0 或 由 类 似 的 方程 ,所 以 引 八 了 复数 集 . 

我 们 可 以 把 复数 看 必 具 有 a + 5 这 种 形式 ,其 中 a .5 是 实数 ,分 别称 为 这 个 数 的 实 部 和 
虚 部 ,i =v 一 1 称 为 虚数 单位 ,两 个 复数 a + Bi 和 和 c+ 雇 是 相等 的 当 划 仪 当 a =c,&8=d. 只 要 
在 复数 a+6i 中 令 5 = 0 即 得 实数 ,故我 们 可 以 把 实数 集 看 成 是 复数 集 的 子 集 .复数 0+ 0i 相 
当 于 实数 

a + 8 的 绝对 值 或 模 定义 为 |a + 所 |=V aa? +B.a + 的 共 轧 复数 定义 为 a 一 上 ,复数 > 
的 共 簿 复数 常用 或 xz” 表示， 

复数 集 满足 第 4 页 上 1 一 9 条 规则 ,因此 构成 一 个 域 . 在 用 复数 进行 运算 时 ,我 们 可 以 像 在 
实数 代数 中 的 运算 一 样 进行 运算 ,只 要 在 六 出 现时 用 一 ! 代替 .复数 的 不 等 式 没 有 定义 ， 

从 复数 公理 基础 的 观点 来 看 ,把 一 个 复数 处 理 成 具有 某 种 运算 规则 的 实数 a 和 5 的 序 对 
(a ,65) 是 合乎 需要 的 ,当然 这 些 般 则 应 该 是 等 同 于 上 闸 提 到 的 那些 规则 .例如 我 们 规定 Ca ,5) 
t+(cad})=(ateptad),(a de,d)={ac—- bd,ad to), m(a,b)= (mma, me), 等 等 .我 
们 发 现 (a ,5)=a(1,0)+5(0,1), 把 这 与 a + 所 
联系 起 来 ,i 相当 于 记号 (0,1). 


复数 的 极 式 


若 在 两 条 相互 重 直 的 轴 XOX 和 OY (zx 
轴 和 y 轴 ) 上 选 定 了 刻度 ,如 图 1-2 ,我 们 可 道 过 序 
对 (zx,y), 在 这 些 线 块 定 的 平面 上 标 出 任何 点 的 
位 置 , 称 (z,y) 为 这 个 点 的 直角 坐标 . 例如 在 图 
2-l 中 忆 .Q,R.S. 工 标明 了 这 些 点 的 位 置 . 

由 于 复数 x + iy 可 看 成 一 个 序 对 (x,y), 所 
以 我 们 可 以 用 -zy 平面 鞋 的 点 表示 这 种 数 .这 种 
平面 我 们 称 为 复 平面 . 参照 图 1-3 ,我 们 看 到 x = 


圭一 


peos$, y= psing, 其 中 p=Y x +y =|rtiy|.# 
称 为 辐 角 ,是 指 直 线 OP 与 轴 OX 正 向 构成 的 夹 
角 , 于 是 有 
z= T+iy= plcosg + ising), (2) 

称 这 种 形式 为 复数 的 极 式 , 其 中 op 和 # 称 为 极 坐 
标 .有 时 为 方便 起 见 将 cos#$ + isin# 记 为 cis$. 

如 果 z=/ + iy1 = Paf cos 多 + isin 多 | ), 22 = 
Trt iy = pi(cos$, 十 ising ) ,那么 有 


辫 1 定 3 一 p102 ioos( $1 + $,) 十 zsin( 而 十 上 外 ， 


1-3 (3) 
也 一 冯 lcos( 丰 一 克 ) tisinf 丰 一 区 )|， (4) 

22 2 
如 = | pfcos 多 十 ising)}” = p" (cosng + isinng), (5) 


其 中 n 是 任 一 实数 ,方程 (5) 有 时 称 为 棣 英 弗 (De-Moivre) 定 理 .我 们 可 利用 这 一 式 子 确定 复数 
的 根 .例如 若 n 是 一 个 正 整 数 , 列 


2 {pCcosg + ising} le 


(6) 

= pm [as( 2 + isin( 天 | = 0,1,2,3,.… ,nn —1. 
由 此 可 网 ,一 般 地 z* 有 n 个 不 同 的 值 .后 面 (第 十 一 章 ) 将 指出 e*”= cosg + ising, 其 中 e = 
2.71818… , 称 这 为 欧 拉 公式 ， 


数学 归纳 法 


数学 归纳 法 原理 是 正 整数 的 一 个 重要 性 质 .在 证 明 一 个 涉及 所 有 正 整 数 的 命题 时 ,例如 当 
n=1,2,3 时 已 知 命题 是 正确 的 ,而 对 所 有 的 整数 猜测 命题 也 是 成 立时 ,数学 归纳 法 尤其 有 用 . 
证 明 方法 包含 以 下 几 步 ; 

1, 证 明 x =1( 或 = 为 其 他 某 个 正 整 数 ) 时 命题 成 立 . 

2. 假定 n = 时 命题 成 立 , 其 中 上 是 任何 正 整 数 . 

3. 从 2 中 的 假定 出 发 证 明 n = 不 +1 时 命题 一 定 是 成 立 的 

这 是 建立 归纳 的 证 明 部 分 ,或 许 是 困难 的 或 许 是 不 可 能 的 ， 
4. 由 于 n=1 时 命题 是 正确 的 (从 第 1 步 ). 所 以 从 第 3 步 对 n=1+1=2 命题 一 定 是 正确 
的 ,从 这 可 得 到 ”=2+1=3 时 命题 是 正确 的 ,等 等 , 故 对 所 有 的 正 整 数 命题 是 正确 的 . 


习题 与 解答 


数 的 运算 

1. 假定 x=4,y=15,xz= -3,p= 针 ,4= - 亏 ,= 于 ,计算 (a) 之 十 【3 十 ) [Pb) (zz 二 9) 十 元， 
(c) plgr),{d) (pa)r,(e) rl(p+ gq). 
解 三 (al z+(yt+2)=4+[15+{—3)]=4+12=16. 


{b) (z+ y)+e=(4+15)+{-3)=19—3=16. 
{a) 与 {tb} 相等 这 一 个 事实 阐明 了 加 法 的 结合 律 . 


(9 p(w)= 委 |( 于)( 半 咱 =( 寺 儿 - 芭 )=( 当 站 
tri if 到) 上 

(g 与 (9) 相 等 这 一 事实 请 明了 乘法 
(©) ztptg)=4( 闻 -二 )= 


另 一 解法 :z(tp+g) 一 xp+ xaq={4) 


_8 2 _6_ 
= 启 - 李 = 可 =2 利 用 乘法 分 配 律 )， 


2. 解释 为 什么 不 能 把 (a) 是 ,(b) 地 看 作 是 数 ? 


解 三 (a) 如 果 我 们 把 满足 br =a 的 那个 数 ( 假 定 它 是 存在 的 ) 定 义 为 多 ,那么 010 就 是 满足 0 xz=0 


的 那个 数 = ,但 是 这 对 所 有 数 都 是 成 立 的 .由 于 没有 惟一 的 … 个 数 来 表示 Wi0, 所 以 我 们 认为 它 不 能 定义 为 
数 . 

(b) 正如 {a) 中 一 样 ,如 果 我 们 把 110 设 为 数 z( 假 定 它 存在 ) , 则 需 满足 0'z = 1, 可见 没 有 这 样 的 数 存 
在 . 

由 于 这 些 原因 ,我 们 必须 把 除 以 零 看 成 是 无 意义 的 . 


3 化 简 尼 二 5z+6 


一 2 一 
Sz+6 (r—3)t 2)_z = 
和 解 号 ”假定 可 约 因 子 (z 一 3) 不 为 零 , 即 < 二 3, 刚 有 汪 二 3 = 三 7 * 当 工 =3 时 ， 
已 知 分 式 是 没有 定义 的 ， 
有 理 数 和 无 理 数 


4. 证 明 奇 整数 的 平方 是 奇数 . 
证 明 地 ”任何 奇 整数 可 表 为 2m + 1 形式 , 因 (2m + 1) =4m? +4m + 1 上 比 偶 整 数 dm + 4m = 2(2 7 
+2m) 过 1 , 故 缚 果 成 立 . 
5. 证 明 任 一 有 理 数 的 平方 均 不 会 是 2. 
证 明 吃 设 间 7 是 一 有 理 数 , 它 的 平方 为 2, 其 中 pjg 是 最 简 式 , 即 户 和 4 除 土 1 外 无 其 他 的 会 共 整 数 
因子 (有 时 我 们 称 这 样 的 整数 是 互 素 的 ), 则 (je7 =2, 刀 =292, 关 是 偶数 ,由 习题 4 得 是 偶数 ,因为 
车 p 为 奇数 则 pr? 也 是 奇数 ,从 而 户 =2m 
将 p=2m 代入 p? =2g 中 得 到 六 =2o ,于 是 q* 是 偶数 ,从 而 9 也 是 偶数 ， 
这 样 p 和 9 有 公共 的 四 了 2, 与 原 假 设 矛盾 ,从 而 可 得 任 一 有 理 数 的 平方 都 不 是 2. 
6. 说 出 如 何 找 一 有 理 数 ,使 它 的 平方 任意 地 逼近 于 2. 
解 辐 ”我 们 限制 在 正 有 理 数 中 进行 讨论 ,由 于 (1)? =1,《2)=4, 所 以 我 们 可 选择 1 和 2 之 间 的 有 理 
数 , 即 1.1,1.2,1.3,…,1.9. 
出 于 (1.42 =1.95,(1.5)2=2.25, 所 以 我 们 可 考虑 1.4 和 1.5 之 间 的 有 理 数 , 即 1.41,1,42，…， 
1.49. 
继续 使 用 这 种 方法 ,我 们 可 得 到 越 来 越 逼 近 的 有 理 数 近 做 值 , 即 (1, 414213562》” 比 2 小 , 而 
(1.414213563)” 比 2 大 . 
7. 已 知 方程 ai +arr 1 + + 一 0, 其 中 0 ,41,…,a, 是 整数 ,ao 和 a, 不 为 0, 证 明 如 
果 此 方程 有 有 理 根 pjq, 则 p 一 定 整 除 a, ,9 一定 整除 a0， 
证 明 号 ”由 于 pig 是 方程 的 一 个 根 ,故我 们 可 将 其 代入 方程 中 ,并 用 g* 乘 等 式 两 边 , 得 
aop tap lqt ap gt tanpy ta =0, (1) 


再 用 p 除 两 边 , 得 


anp"! + ap” iq 十 -二 sig 1 一 一 . {2) 


微 积分 


因 (2) 式 的 左边 是 一 个 整数 , 帮 {2) 式 的 右边 也 必须 是 -个 整数 ,那么 由 p 和 g 是 互 素 的 , 户 不 能 整除 『 ， 
得 p 必须 整除 &a,. 
类 似 地 ,移动 (1) 式 的 第 一 项 ,并 用 g 除 等 式 两 边 , 同 理 可 说 明 g 一 定 整除 au ， 
8. 证 明 /2 +Y3 不 是 有 理 数 
证 明艳” 若 z=wyY2+Y3, 则 z2=5+2Y6,z2 -5=2Y6, 平 方 得 x! 一 10x*+1=0, 由 习题 7 知 这 个 方程 
的 有 理 根 只 可 能 是 土 1, 而 土 1 不 能 满足 方程 ,这 就 推出 满足 方程 的 机 /7 +Y3 不 是 有 理 数 . 
9. 证 明 任 意 两 个 有 理 数 之 间 定 有 另 一 个 有 理 数 . 


证 明 5 车 a,b 是 有 理 数 , 则 < 是 介 于 a 和 之 间 的 有 理 数 . 


为 了 证 明 这 一 点 ,假定 a<5, 两 边 同 加 上 a, 得 24a<at+b,a<s 了 2 


类 似 地 油 边 加 5, 得 a+b<26,236<b， 


于 是 有 a< 和 tcp. 


2 
为 了 证 明 43< 是 有 理 数 , 设 a= 到 ,b= 并 ,其 中 py: rs 是 整数 ,是 9 天 0.3 天 0, 则 二 5 一 


冯 ( 刀 + 二 外 -到 ( 友 + 各 ) = 的 此 是 有 理 雪 


5 2\g gs 2 
不 等 式 
加 .zz 取 慎 么 值 时 不 等 式 x + 3{2 一 zz ) 守 4- 工 成 立 ? 
解 娄 ”要 使 不 等 式 xz+3(2 -x ) 汪 4- 工 成 立 , 只 要 满足 x+6--3x 守 4 一 7,6-27r 守 4 一文 ， 
一 4227 一 ,2 这 zx, 即 x 志 2. : 
11. xz 取 什 么 值 时 ,不 等 式 z: 一 3x 一 2<10~2zx 成 立 ? 
解 呈 ”要 使 这 个 不 等 式 成 立 , 只 要 满足 x 37 -2-10-2zx<0,x? 一 x 一 12<0, 或 C(x-4)(r+3) < 
0. 
这 最 后 的 不 等 式 促 在 下 列 情形 成 立 : 
情形 1:z-4>0 且 +3>0, 即 zx>4 且 xc< -3. 这 是 不 可 能 的 ,因为 > 不 能 既 缠 4 大 ,又 比 - 3 小. 
情形 2:z-4<0 且 z+3<0, 即 zx<4 且 xz>-3, 当 -3<z<x4 时 这 是 可 以 的 . 
因此 对 满足 -3< zcx4 的 点 了 ,此 不 等 式 成 立 . 


12, 车 4 之 0,8 之 0, 证 明 方 (a +b)v ab. 
证 朋 ”常用 的 一 种 证 法 是 通过 假定 要 证 的 结果 是 成 立 的 ,由 此 进行 正确 前 运算 得 出 一 个 已 知 的 结 
论 , 然 后 再 逆 推 这 些 步 又 {假定 这 是 可 行 的 ) ,结论 就 得 到 了 . 


在 这 题 中 ,由 结论 出 发 ,随后 得 到 a + 65 宕 2 vw ab ,a+ 5) 这 4ab ,a -2ab+ 刀 守 0. 即 (a - 5}) 守 0. 
这 是 正确 的 . 道 推 这 些 本 又 . 妈 得 要 证 的 结果 . 


另 一 证 法 :由 于 (YE -V5)* 之 0, 所 以 有 a-2Y 古 +60, 妈 上 (a+ 5) 之 V0. 
这 个 结论 可 推广 为 多 全 “各 Ta ,其 中 serve 是 非 负 数 , 左 、 右 两边 分 别称 


为 数 ea ,aa ,… ,a 的 算术 平均 和 几何 平均 ， 
13. 若 al ,as …a。 和 页 ,5;,… ,6 是 任意 实数 ,证 明 施 瓦 艾 (Schwarz) 不 等 式 


{abi+abit -tab {a talt ta)(bt+b +t +6)., 
证 表 色 ”对 任 一 实数 1, 有 
{faato) + tante) + + (adt+ sb) 0, 


展开 ,合并 得 到 
A 2 + 0 (1) 
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其 中 
站 一 好 (2) 
现 将 {1) 式 写成 
CY’ :0 
A + + 3284+ 下 六 0 或 (1 站 I 和 4 六 由 (3) 


但 这 最 后 一 个 不 等 式 对 所 有 实数 A 成 立 当 且 仅 当 区 一 G0 或 所 A ,利用 (2) 式 ,就 得 出 了 
所 要 证 的 不 等 式 . 


， 、 1，， . 1 Te _ 1. 
证 明 竺 设 S 于 + 可 ， + + 7T+ 5", 两 式 相 减 , 子 5， 7 


] -1 上 
让 ,从 而 有 S, = 上- -<1 


指数 , 根 和 对 数 
15. 计算 下 列 各 成: 


3 3 4+8-14 1 ] 1 
人 
， -Bb 国 2 os 2 
(5°10 ™)(4°10) _ /3 0 i /T5107 -vvI5105 -5.105 即 


8'10° 
0.00005. 


(c) pg (B )- , 则 (| 党 = 人 (5 ) = 人 (到 ) ,本 >= -3 
(d) (log,b) (logsa )=&, 令 ges 二 ,Joga = y, 息 定 a.5>0,H a .5 关 0, 则 有 


a 二 了 有 二 站 和 za = xy. 
因 (a 六 =a?= 太 =a ,所 以 有 a*=a', 即 xy=1, 这 就 明 所 要 求 的 值 . 
16. 若 M>0,N>0,a >0, 但 a 关 1, 证 明 log, =logM- log,N, 


证 由” 设 logM=x,logsN=y, 则 有 = MM,ar=N, 因 此 


=, log, Y = x- y= logM-— lgN. 
i ! 


可 数 性 
17. 证 明 在 0 和 1 之 间 且 包含 0 和 1 的 所 有 有 理 数组 成 的 集合 是 可 数 的 . 


证 明 号 。 先 写 出 分 母 是 2 的 所 有 分 式 ,然后 写 出 分 母 是 3 的 分 式 ,…, 像 了 ,车 . 记 ,… 这 种 相等 的 分 


式 仅 写 -次 .那么 与 自然 数 之 间 有 如 下 的 1-1 对 应 


1 1 2 1 3 1 2 
有 理 数 0 1 本 3 3 4 4 5 3 
1 + + 


tt:1 ?+ +1 1 
自然 数 1 2 3 4 5 6 7 名 号 
因此 在 0 和 1 之 间 ( 包 含 0 和 1) 的 所 有 有 理 数 组 成 的 集合 是 可 数 的 , 且 有 其 数 Ro ( 岗 p.4). 
18. 若 4 和 BB 是 两 个 可 数 集 ,证 明 4 和 BB 中 所 有 元 紊 组 成 的 集合 也 是 可 数 的 . 
证 明 下 。 由 于 A 是 可 数 的 ,所 以 在 A 中 的 元 案 与 自然 数 之 间 存 在 1 一 1 对 应 ,因此 找 们 可 用 a .a 
ai ,… 表 下 这 些 元 素 . 
类 似 地 ,我 们 可 用 #1 ,63,5 ，… 表 未 B 中 的 元 素 . 
情形 1 殷 苍 A 中 的 元 素 均 不 同 于 5B 中 的 元 素 ,我们 可 建立 如 下 的 1 一 1 对 应 : 


，10 。 


微 积分 


19, 


20, 


访 或 B a b) a by a 6 
1 1 + + +1 : 

自然数 ] 2 3 4 5 和 

因此 由 4 和 B 中 所 有 元 素 组 成 的 集合 也 是 可 数 的 ， 
情形 2 车 A 中 的 一 些 元 罕 与 B 中 的 一 些 元 素 相同 ,如 习题 17 那样 这 些 元 素 仅 数 一 次 , 则 属于 A 或 B 
中 的 元 素 组 成 的 集合 是 可 数 的 . 

由 属于 A 或 B( 或 两 者 } 中 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 常 称 为 A 和 B 的 并 ,用 AUB 或 A+8 表示 . 

由 包含 在 A 和 B 中 的 元 素 组 成 的 集 人 台 称 为 4 和 B 的 交 , 记 为 A 门 B 或 AB. 若 A 与 B 是 可 数 的 , 则 
及 门 B 也 是 可 数 的 . 

由 在 A 中 但 不 在 B 中 的 元 素 组 成 的 集合 记 为 A 一 B. 若 是 表示 不 在 B 中 的 元 素 组 成 的 集合 , 则 我 们 
也 可 记 A-B= 2B. 若 A 和 B 蚌 可 数 的 , 则 A 一 B 也 是 可 数 的 ， 
证 明 所 有 的 正 有 理 数 集 是 种 数 的 . 
证 上 明 晤 考虑 所 有 z>1 的 有 理 数 ,对 每 一 个 这 样 的 有 理 数 ,我 们 可 与 (0,1) 上 一 个 且 仅 有 一 个 过 对 


应 起 来 , 即 在 大 于 1 的 所 有 有 理 数 与 ‘0,1) 上 的 所 有 有 理 数 之 间 存 在 着 一 个 1 -1 对 应 ,由 习题 17 ,后 一 
个 集合 是 可 数 的 ,从 而 所 有 大 于 1 的 有 理 数 集 也 是 可 数 的 . 
于 是 由 习题 18 可 推出 由 所 有 正 有 理 数 组 成 的 集合 是 可 数 的 (因为 这 是 由 两 个 可 孝 集 组 成 的 ,~- 个 
是 在 8 和 1 之 间 的 有 理 数 集 ,一 个 是 大 于 等 于 1 的 有 理 数 集 )， 
由 此 可 网 有 理 数 集 是 可 数 的 { 见 习题 9). 
证 明 [0,1] 上 所 有 实数 组 成 的 集合 是 不 可 数 的 . 
证 明 匈 ”10,.1] 上 的 每 一 个 实数 有 一 个 小 数 展开 式 0.aia2a3… ,其 中 a1,4s,… 是 0,1,2,…,9 中 任 
一 数 ,假定 有 限 位 小 数 如 0.7324 写成 0.732400… 和 0.7323999… 是 相同 的 . 
如 果 [9,1] 上 的 所 有 实数 是 辣 数 的 ,那么 这 个 集合 与 自然 数 之 间 可 以 建立 如 下 的 1- 1 对 应 . 
lm0.an undn dt ， 
es0. qa An 623 2" 


3 0. 如 引 在 开间 等 现 到 


现在 我 们 构造 一 煞 0， Bib bb ,其 中 Di Fa Aan, by ' ba » , 且 在 某 个 位 置 后 的 
所 用 不 都 是 9 
这 个 数 , 在 [90, 由 中 , 匡 不 同 于 上 面 列 出 的 所 有 数 , 因 此 不 在 此 列 中 ,这 与 包含 [0,1] 中 的 所 有 数 的 候 


设 相 矛盾 . 
由 这 韶 盾 推出 E0,1] 上 所 有 实数 与 自然 数 不 能 建立 1 -1 对 应 ,好 [0,1j 上 的 实数 集 是 不 可 数 的 ， 


极限 点 , 界 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诺 定理 
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(a) 证 明 数 1 方 , 子 , 考 ,… 组 成 的 无 限 集 是 有 界 的 . 
Cb) 确 定 这 个 集 的 上 确 界 (Lu.b) 和 下 确 界 (g.1.b). 
(c) 证 明 0 是 这 个 集 的 极限 点 . (d) 这 个 集 是 闭 集 玛 ? (e) 这 集 是 如 何 立 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 
波 尔 察 诺 定理 ? 
解答。 (a) 由 于 这 个 集合 中 的 所 有 元 素 都 小 于 2, 大 于 一 1, 故 这 个 集合 是 有 界 的 ,2 是 它 的 一 个 上 界 ， 
- 工 是 它 的 一 个 下 界 

我 们 可 找到 更 小 的 上 界 (如 子 ) 和 更 大 的 下 界 ( 如 一 元 ). 

tb) 由 于 这 个 集合 中 没有 元 率 比 1 大 , 且 对 每 一 正 数 e ,至 少 存在 一 个 元 素 ( 也 就 是 1) 超 过 1 一 。, 故 I 


是 这 个 集 的 上 确 界 . 
由 于 这 个 集中 设 有 元 素 比 0 小, 且 对 任 一 正 数 = ,至少 存在 一 个 元 素 小 于 0+ e( 为 了 达到 这 个 目的 ， 


我 们 总 能 选 到 这 样 的 数 二 ,其 中 = 是 大 于 二 的 正 整数 ). 故 0 是 这 个 集 的 下 确 界 ， 
(中 设 z 是 这 个 集 的 任 一 元 素 , 对 任 一 正 数 9, 由 于 我 们 总 能 找到 满足 0< |z|< 8 的 元 素 x,《 即 我 们 
总 能 选 x 为 数 工 ,其 中 4 是 大 于 小 的 正 整数 ), 故 0 是 这 个 集 的 极限 点 , 换 句 话说 就 是 不 管 9>0 取得 多 
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小 ,0 的 去 心 了 邻 域 中 总 包含 这 个 集中 的 元 娄 . 
(dd) 这 个 集 不 是 闭 集 , 因 为 极限 点 0 木 属 于 这 个 集合 . 
{e) 由 于 这 个 集 是 有 界 和 无 限 的 , 据 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诺 定理 它 至 少 有 一 个 极限 点 .我 们 发 现 这 
个 集合 确实 属于 这 种 情况 ,因而 说 有 明了 这 个 定理 ， 
代数 数 和 超越 数 
22, 证 明江 +V3 是 代数 数 . 
证 骨 号 ” 设 .z=42443, 见 x 一 /3= 届 ,两 边 立 方 .化 简 得 x + 9zr 一 2 二 3 六 (x!+1), 然 后 两 边 平 
方 ,化 简 得 x? 一 9r!: 一 4r 3 +277: +36x -23=0. 
册 于 这 是 -个 整 系数 的 多 项 式 方程 ,所 以 它 的 一 个 解 j2 +V3 是 代数 数 ， 
23, 证 明 所 有 的 代数 数组 成 的 集合 是 一 个 可 数 集 ， 
证 明 同 ”代数 数 是 形 如 enz" + alz :+…+a, = 人 0 这样 的 多 项 式 方程 的 解 , 其 中 eu ,al ,… ,a 是 整 
数 . 
设 忆 =|as| -ual+… 十 |a|+n, 对 任意 给 定 的 PP 值 . 仅 可 能 有 有 限 个 名 项 式 方程 ,于 基 羽 可 能 
有 有 限 个 代数 数 . 
为 避免 重复 ,相应 于 P=1,2,3,4,… 记 下 所 有 的 代数 数 , 这 样 所 有 的 代数 数 与 自然 数 之 间 可 以 构成 
1-1 对 应 ,因而 它 是 可 数 的 . 
复数 
24, 计算 下 列 各 式 : 
(a) (4—22)+(—6+51)=4-27—-6+57=4-6+{-2+5)i= -2+31. 
(b) (—7+13)—(2-4i)= -7+37-2+4i= 一 9 上 了 1 
(ce (3— 204 +37)=3{1+37) -2i(1+3i)=3+07-2i-6r7 
=3+97—2i+6=9+7i. 
-5+57_ 一 5+9i4+38 (一 513i(4+3) -20— 1571+20i+ 152 


(d) -和 16- 98 16+9 
-35+5i_5(-7+D)_ 7,1,; 
35 25 5 5 
Co tT TP) tl 
和 Ti; Ti 1+ 


i i Litl_1i,l., 
Tr? Ii 1- 2 2 2 


(1) 13—47]14+3il=v (3 +(—4) ev (4 +(3) ={(5)(5) =25, 


1 1 | |1-3 _ 1+3: = ||= ‘24 ff_6Y_3 
(8) | 3 1 108|- | (07+【- 识 ) = 子 : 
25, 若 zx, 是 两 复数 ,证 明 | zz;1=|z|| zz|. 


证 阴 办 设 zi = + zs = aa: 出 


{zs | 二 | (二 


站 2 EE] 
= (za Ht ry Tm) = rr +t WR zy + xi yi 


| | 
= rr tt t= tiy 1+ iy, | 


一 | x 1*1 gs |, 


36, 解 方 程 x -2x 一 4=0. 
证 阴 碟 ”利用 习题 7, 可 能 的 有 理 根 是 土 1, 土 2,+4, 通 过 代入 方程 试验 发 现 r=2 是 方程 的 根 ,那么 


培 定 方程 可 以 写成 (x 一)(x7+2x+2) 一 0 而 二 次 方程 zz + 妈 +c==0 的 解 是 z= 一 一 4 40, 


24 VA 2 2 
> 2 


对 a=1,58=2,c=2, 得 z= 


* [2 。 


机 积分 


故 方程 的 解 集 是 2, 一 1+i, 一 1 
复数 的 极 式 
27, 用 极 式 表示 下 列 复 数 :(a) 3+3i,(b) 1+Y3i,(c) -1,(d) 一 2 一 2V31. 


180° 


Ie) 
图 1-4 


解 外 (a) 辑 角 $=45'= 二 弧度 , 模 p= 3 + 了 =3Y3, 则 


王 


3+3 = ploo0sg + ising) = 3Y3{oos 也 + isin 所 )= 3vZcis 站 = 3v5e1 


(b) 辐 角 $=120"= 每 张 度 , 模 p=VC-17 TC-3)? =Y4=2. 则 


Ze 
—1+3i= 2{os M+ isin 等 )= 2cis 竺 = 2e#¥. 


Cc) 辐 角 $=180'=x 弧度 , 模 p=v (一 1 六 + (0 六 =1, 则 


—1 = 1(cosr + isinn) = cisr 一 ee” 


(d) 辐 角 $=240'= 等 弧 度 , 模 p=V(-2) +(-2V37=4, 则 


-2 -2Y3i= 4(cos 竺 + isin 于) = 4cis 等 = 4 是. 


28. 计算 : (a) ( -1+Y3i，(b) (一 1+i)3. 
解 镭 (ai 由 习题 27(b}) 各 委 黄 幕 定理 ， 


I 


= 1024 | cos( 符 + 6x)+ isin{ 至 + 6r) ] = 1024{ co 等 十 isin 穴 ) 


=1024(- 于 + 站 = 一 512 + S12V3i. 


(by -1+7=VZUeosl35" + isinl35") =/2[ cos(135°+ £360") + isin(135° +&"360")] 则 C ~-1+ i 
于 [os( B35 "300. ) 1 isin( 135 + £360" ) | | 
当 史 =0,1,2 时 ,结果 是 
(cos45 + isind5"), 
YI co8165" + isin165"), 


0285" + jsin285°). 
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对 外 二 3,4.5.6,7''' ,结果 与 上 面 这 些 结 果 相 重 .在 图 1-5 中 的 复 平 
面 上 ,圆周 上 的 点 P,P; ,Py 几何 地 表示 了 这 些 复 根 . 
数学 归纳 法 


29. 证 明 +22 二 3 二 和 二 tn 1)(2n +1). 
证 明 喀 因 上 = 诗 ()(1+2)(2"1+])=1, 故 n=1 人 时 命题 成 


立 ， 


假设 x =“ 时 命题 是 正确 的 ,那么 


E24 二 k(& 十 1)(2k + 1). 
两 边 加 上 (十 1 得 


1 二 2 二 于 = kk FE+I+ (+ 1 


= +1)[ Eek +t 1) te+ 1 


= 到 (十 1}(2k: + 7k + 6) 一 下 1 1 | 2)(2k | 3)， 


这 表 电 当 w= 上 时 命题 是 正确 的 ,那么 当 2 = 站 +1 时 命题 岂 是 正确 的 ,但 由 于 n=1 时 命题 是 正确 
的 ,所 以 对 %=1+1=2, 对 w=2+1=3,…, 命 是 也 是 正确 的 ,好 对 所 有 的 正 整 数 x . 它 是 正确 的 . 
30, 证 明 对 所 有 正 整数 #4 ,x 一 y* 含有 x 一 y 因子 . 
证 朋 辐 因 民 一 y= 一 y, 所 以 n=1 时 命题 是 真 的 . 
殷 定 a = 时 命题 是 真 的 , 即 假定 六 - y 中 含有 因子 x 一 y, 考 虑 


E+] +1 E+1 3 中 站 十 1 
ry =r TIYy+t Ty y 


= 
右边 的 第 一 项 有 x - y 因子 ,由 上 面 的 仍 设 ,右边 的 第 二 项 也 有 + ~》 因子 ,从 而 zt - 六“' 也 含有 
zy 因 于 . 
那么 由 x  -Yy 有 Xx-y 因子, 有 x -含有 x 一 y 因 于 。x 一 y 含有 x+ -yy 因子, 等 等 , 故 结论 成 六 . 
31， 如 果 > -1 ,zx 关 0, 证 明 伯 加 利 (Bernoul 出 ) 不 等 式 (] 二 中" 光 1 二 nx,n 三 2,3,"…. 
证 级 同 ”由 {1+7z》=1+2x+x? 交 1+2x, 所 以 n=2 时 命题 成 立 
假定 > = 时 命 题 成 立 , 凤 (1+x)* 光 1 + kr. 
两 边 回 且 1+ r( 因 六 -1, 扎 1+fz 是 正 的 ) ,那么 有 
(1+ Tz)(l tkr) = Et{k+1l)r+Rr >1+(k+1)x. 
于 是 车 4 = 时 命题 成 立 , 则 x = 大 + 1 时 命题 也 成 立 . 
但 由 三 ”=2 时 命题 成 立 , 故 a=2+1=3 命 题 一 定 成 立 ,…, 因 此 对 所 有 大 于 等 于 2 的 正 整数 命题 
成 立 . 
注意 n=1 时 这 个 结论 不 成 立 , 但 结论 改 成 {1 + xz)" 安 1+ nr, 对 n 一 1,2,3,… 者 成立. 
杂 题 
32. 证 明 每 一 个 整数 PP 可 惟 - -地 表示 成 
PP=anr2+alc2r +a2 ?+ + a 这 种 形式 ,其 中 a 或 是 1 或 是 0,i=0,1， 
2,. ,NN. 
证 明 锤 2 除 卫 ,有 Pi 2" 十 二 1+ a12-. 屠 么 a 就 是 当 P 被 2 除 时 得 到 的 
余数 0 或 !, 且 它 是 惟一 的 . 
设 Pl 是 三 的 整数 部 分 , 则 忆 -an25 144.2" “二 +a。 1, 用 2 除 ,我 们 看 到 ,就 是 当 户 
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被 2 除 时 得 到 的 余数 0 或 1, 且 也 是 惟一 的 . 
继续 使 用 这 种 方法 可 得 所 有 的 a, 或 是 0 或 是 1, 且 都 是 惟一 的 . 
33. 用 习题 32 中 的 形式 表示 数 23， 
解 二 ”系数 可 以 按 如 下 方式 确定 : 


2 123 
2j1ll 对 1 
2]5 余 ] 
2j)2 余 1 
2])1 余 8 
0 对 1 


于 是 系数 为 10111 ,检验 ,得 23=1244+0:2+1 2 +1-2+1 成 立 ， 
在 二 进 制 中 数 10111 就 表示 23. 
34, 戴 德 金 在 有 理 数 当中 定义 了 一 种 分 割 , 它 将 所 有 的 有 理 数 分 成 两 类 一 一 上 类 (左手 类 ) 和 
R 类 (右手 类 ) ,这 两 类 具有 以 下 的 性 质 : 
工 . 这 两 类 是 非 重 的 ( 即 每 一 类 中 至 少 有 一 个 数 ) 
于. 每 个 有 理 数 只 在 其 中 的 一 个 类 中 . 
五. 工 中 的 每 个 数 小 于 RR 中 的 每 个 数 . 
证 明 下 列 命 题 : 
(a) 不 可 能 出 现 这 种 情况 : 工 中 有 最 大 数 , 而 R 中 有 最 小 数 . 
(b) 若 工 中 有 最 大 数 ,而 R 中 没有 最 小 数 , 则 在 这 种 情形 下 此 种 分 割 定义 什么 类 型 
的 数 ? 
te) 若 工 中 没有 最 大 数 ,而 R 中 有 一 最 小 数 , 则 在 这 种 情形 下 这 种 分 割 定义 什么 类 
型 的 数 ? 
(d) 车工 中 没有 最 大 数 ,而 RR 中 没有 最 小 数 , 则 这 种 分 割 义 定义 什么 类 型 的 数 ? 
证 明太 (a) 设 ea 是 中 最 大 的 有 理 数 ,b 为 R 中 最 小 的 有 理 数 , 则 或 者 a =5 或 者 a <5， 
由 分 割 的 定义 工 中 的 每 个 数 小 于 RR 中 的 每 一 个 数 , 所 以 a。= 5 是 不 可 能 的 . 
又 车 a<, 则 由 习题 9, 闻 (a +5) 是 比 4a 大 (因此 一 定 在 RR 中 ), 但 比 5 小 (因此 一 定 在 中) 的 一 个 有 
理 数 ,由 定义 ,一 个 有 理 数 不 能 同时 属于 工 入 中 ,所 以 a<<5 也 是 不 可 能 的 . 


(b) 为 了 说 明 这 种 可 能 性 .不 切 设 工 包含 数 凶 和 上 比 子 小 的 所 有 有 理 数 ,而 R 包含 所 有 上 比 子 大 的 有 


理 数 ,在 这 种 情况 下 ,这 种 分 审定 义 了 有 理 数 季 . 用 任何 其 他 的 有 理 数 取代 亏 ,局 理 可 证 明 这 种 类 型 的 分 


制定 义 一 个 有 理 数 . 
(c) 为 了 说 明 这 种 可 能 性 ,不 妨 设 工 包含 所 有 比 子 小 的 有 理 数 , 曾 尺 包含 所 有 比 子 大 的 有 理 数 ,这 


种 分 割 也 定义 这 个 有 理 数 邱 , 同 理 可 证 这 种 类 型 的 分 割 定 义 一 个 有 理 数 . 


【中 为 了 说 明 这 种 可 能 性 ,不 妨 设 工 是 由 所 有 平方 小 于 2 的 正 负 有 理 数组 成 的 ,而 只 是 由 所 有 平 
方 大 于 2 的 正 有 理 数 组 成 .我 们 可 以 证 明 如 果 a 是 工 类 中 任 一 数 , 则 总 有 上 类 中 更 大 的 一 个 数 ,而 如 果 
是 只 类 中 的 任 一 数 , 则 总 有 及 类 中 更 小 的 数 ( 见 习题 106) ,这 种 类 型 的 分 割 定义 了 一 个 无 理 数 . 

从 {b) (ce) (中 中 可 得 出 在 有 理 数 当中 每 一 种 分 割 ( 称 为 戴 德 金 分 制 ) 定 义 了 或 是 一 个 有 理 数 或 是 一 
个 无 理 数 ,利用 戴 德 金 分 割 我 们 下 定义 无 理 数 的 运算 (比如 加 法 ,乘法 等 ). 


补充 习题 


数 的 运算 
35, 已 知 z= -3,y=2,z=5,a- 宁 ,0= -本 ,计算 : 


第 -- 章 数 


— 2%” Ja ptab’ 
(a) 2x — I)(3y +t zx) (Sr -22), (b) 生计 ，(e) Her 


(ax + 6 1 (ay- Be) 
. ‘gd) {ay +t ter) t (ar— py) 
36. 找 出 使 下 列 各 方程 成 立 的 x 值 ,并 证 明 所 有 的 步骤 是 正确 的 : 
(a) 41{ I —2)+3(27 1) +2(27+1)! =12(r+2) -2, 
1! 1 _1 
(b) 8 4 


(ev rx thrt7T- v2rt+2=rtl, 


(d) 1l-* -2. 
vr-2rt5 2 
， 所 YY 3 一 
37, 证 明 rz -jz te 0 并 给 出 限制 条 件 . 
有 理 数 和 无 理 数 


38. 求 小 数 展开 式 (a) 子 ，(b)Y5. 

39, 证 明 一 个 分 母 为 17, 分 子 为 1,2,3,…,16 的 分 数 在 小 数 展开 式 的 重复 部 分 中 有 16 个 数字 ,在 这 些 展开 式 
中 数字 的 顺序 之 间 有 关系 吗 ? 

各 . 证 明 (a) Y 了 ，(b) 并 是 无 理 数 . 

41. 证 明 (a) 后- 和 扫 ,(b) /2 +Y3 +y5 是 无 理 数 . 

42. 确定 一 个 正 有 理 数 , 它 的 平方 与 7 之 差 的 弧 对 值 不 超过 0.000001. 

43. 证 明 每 个 有 理 数 可 以 表示 成 一 个 循环 小 数 . 

44. 求 出 满足 下 列 方程 的 > 值 : 
{a) 2r3 一 5r2 —9r+18=0, (by)3r14 一 3Sr+8=0， {c) x -21r’ 一 4 一 由 

4$, 车 ac, 坟 是 有 理 数 , 和 m 不 是 一 个 完全 平方 ,证 明 :a+ bYm=c+d vmr 当 且 仅 当 a=c,b=d. 


1+y3+yY5 _ 12Y5-2v15+14Y3—7 
1 ~v3+wY5 ]1 


46. 证 明 
不 等 式 
47, 求 出 司 下 列 各 不 等 式 成 立 的 zx 值 : 

(a) 1 + 交 这 5， (by ix 224, Cc) [r+2|<|z-5|, 


+ 
(d) -> 

48. 证 明 ;fa) [z+ yl 所 [zi+|y|,(b) |rt+yt+zl 志 |z|+ lyi+|z|, 
(ce) {ry| 宇 |z| -|yl. 

49, 证明 :对 所 有 的 实 熬 zy.zx ,x 1 yt2 守 ry+ ezz. 

50, 车 a + 六 =1,c 信 +=1, 证 明 ac + 和 ]. 


51, 车 x>0, 证 明 mm + > + 十 ,其 中 2 为 任意 正 整 数 . 


5s2, 证 明 对 所 有 的 实数 a 关 0， 
53. 证 明 在 施 瓦 兹 (Schwarz} 不 等 式 (习题 13) 中 等 式 成 立 当 日 仅 当 a = 她, ,p=1,2,3,…,#, 其 中 上 为 任意 


at |>2. 
[A 


常数 . 
54， 著 | 是 下 的 ,证 明寺 (ai 二 3 二 全 | 
指数 , 根 和 对 数 


、 3 1 ， (0.00004){25000) 
55, 计算 {a) 4*",，{b) 4 logs ( 走 )， {ey “0.02) 0.125) 


(d) 3 2 ， (te) (#4) 一 ( 7) 2 


56, 指明 限制 条 件 并 证 明 (a) log, MN = log,M + log,N, (b) log,M’ = rlog,M. 


116: 
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57, 


给 出 限制 条 件 并 证 明 5 = a. 


可 数 性 


58. 
59. 
#0. 
6] . 


02， 
63. 


‘a) 证 明 区 间 0 和 Ex 过 1 .上 的 点 与 区 间 一 5 所 rt 所 一 3 上 的 点 之 间 存 在 1-1 对 应 ，(b) 这 些 集 的 基数 是 什么 ? 
‘a) 证 明 有 理 数 集 是 可 数 的 ，{b) 这 个 集 的 基数 是 什么 ? ~ 
正明 (a) 实数 集 ,(b) 无 理 数 集 是 不 可 数 的 . 

两 个 集 4 和 B 的 交集 是 同属 于 A 和 B 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 .用 妥 门 8B 或 AB 表示 .证 明 若 A 和 8B 是 可 
数 的 , 则 它们 的 交集 也 是 可 数 的 . 

证 明 可 数 个 可 数 集 组 成 的 集合 是 可 数 的 . 

证 明 在 一 个 正方 形 内 的 点 集 的 基数 等 于 在 (a) 一 边 ，(b) 四 边 上 点 集 的 基数 . (c) 这 种 情形 下 基数 是 什 
么 ? (d) 对 一 个 立方 体 相应 的 结果 成 立 吗 ? 


极限 点 , 界 , 散 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 庶 定理 


64. 


65. 
66. 


07. 


0%. 
69, 


已 知 数 集 1,1.1,0.9,1.01,0.99,1.001,0.999,…,(a) 这 集 有 界 吗 ? (b) 这 集 有 上 确 界 和 下 确 界 吗 ? 若 
有 ,确定 它们 . {c) 这 和 集 有 极限 点 吗 ? 若 有 ,确定 它们 . {4) 这 集 是 闭 集 吗 ? 

已 知 集 为 -0.9,0.9, 0.99,0.99, 一 0.999,0.999,… ,回答 64 题 中 的 问题 . 

举 出 满足 下 列 条 件 的 集合 例子 ， 

(a) 有 3 个 极限 点 , (b) 没有 极限 点 . 

(a) 证明 区 间 0< x*<1 上 的 每 一 点 都 是 极限 点 . 

(b) 有 不 属于 这 个 集合 的 极限 点 吗 ? 证 明 你 的 答案 . 

没 S 是 (0,1) 中 分 母 为 2*(n =1,2,3,.…) 的 所 有 有 理 数 的 集合 ,(a) $ 有 极限 点 吗 ? (b) S 是 闭 集 吗 ? 

(a) 列举 一 个 有 极限 点 但 无 界 的 集合 例子 ， 

{b) 这 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诺 定理 矛盾 吗 ? 请 解释 . 


代数 数 和 超越 数 


7. 


证 明 () 只 后 ，(b) VE+V3+/5 是 代数 数 


71, 证 明 {0,1) 中 超越 数组 成 的 集合 是 不 可 数 的 ， 


72, 


证 明 每 个 有 理 数 都 是 代数 数 ,但 一 个 无 理 数 不 一 定 是 代数 数 . 


复数 , 极 式 


73. 


Rl. 


42 
， 若 = pieisgi ;22 二 pzcis ;证明 :(a) zj xz =Pipicisf( 轴 十 四)，(b) zfz; = (olfpjcis( 有 一 页) ,并 解释 


- 着 * 和 zz 是 复数 ,证 明 :fa) 


- 证 明 :(a) | zi + wa |S |e |+|xaz|， tb) | = 全 1 ER + geal | i+|za1+|za |, 


计算 : 
(a) 2(5—37)—3(—-2+2)+5(i—3), (b) (3—27), (人 天 EE + 和， 


1-:; 2 一 4; f1+ifa+T3if4 一 2 站 
(a (于 ,Ce | 对 开 | ， Dd 


|= 全 |， (tb 1z =| 台 |. 并 给 出 等 式 成 立 的 条 件 . 


ce) | =, — zl|z; | -lz;|. 


. 求 出 方程 2x1 -3zs-7z2z-8z+6=0 的 所 有 解 . 
. 在 复 平 面 上 点 Pi ,P: 分 别 表示 xi ,= , 作 线段 OP 和 OP; ,其 中 口 是 原点 ,说 明 z, + z, 可 用 PP 点 表 


示 , 其 中 OP; 是 以 OP, , OP, 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 , 称 这 为 复数 加 法 的 平行 四 边 形 定律 .由 于 这 
个 性 质 及 其 他 :一些 性 质 ,复数 可 看 成 是 二 维 向 量 . 


- 从 几 何 角度 解释 习题 75 中 的 不 等 式 . 
- 将 下 列 复数 表 成 极 式 ，: 


(3) 3Y3+3i, (b) -2—2;, {ce) 1—#3i, (d) 5, {e) —5i. 


.计算 ;(a) [2feos25 + jsin25") [5(oosl 10° + isin110")], 


12cis16° 


IC 
确定 所 有 的 根 ,并 在 图 上 表示 出 来 : 
(a) (AY2 4 4Y27)®, Cb) C1)%, (0) Wf3- DF, (d) 2a. 
证 明 一 1+37 是 代数 数 . 


几何 意义 . 
数学 归纳 法 
证 明 下 列 命题 ， 
84. 11315+…+f2 一 = 到. 


85. L+ 1+- 


1 nn 
1 3 "35 3.7 


, 1 _ 
2n 1) 2nt1) 27 411 


十 3 


86. afa+ct Te +2d) tt [at(n— 1)d]= nl2a+ Cx—1)al. 


87 _1 ,| , 1 1 _ n(n+3} 
1°23 2°3:4 3:4'3 nlxt+l)(tat2) dient+i(tnt+2)° 
B88. at urtar tt+ar = ,A 
89. 1 十 和 十 于 十 ,十 中 一 Fn +t1). 
+ (4n—1)5” 


90, 1(5) +2:065) + 3 (35) + .+n(3)"!=5 


91. 2 十 y 可 以 被 x +w 整除 ,n= 二 112,3,'， 
8， feos 贡 1 ising)” = cosr 由 + isinzg, 如 果 x 为 有 理 数 , 这 个 等 式 可 以 证 明码 + 
sin( e+ 本 jz 


2 
| POST + COSZI + -7 + CoS = 天 0, 士 2r, 土 4r，……， 


2sin 王 2 


1 
2 


93. 


cos 方 -cos{ an -到 )- 
94，sinz 一 人 bn 十 一 Sm 一 ,A + Dr 


2sin 让 人 


95, (全 十 万 和 二 人 


其 由 C= 2 pp 一 4)…1,01 =1, 称 此 为 


rl (nn—r} 


二 项 式 定理 ,系数 C = 1 C3 = ,C2 一式 全 愉 …,C =1 称 为 一 项 式 系数 .局 也 可 记 为 (”). 
杂 是 
96. 用 指定 的 记 数 法 表示 下 列 整数 (十 进 制 记 数 法 ), 并 验证 答案 ， 
(a) 87(2) ,(b 6c(3)，(fc) 1736(9). 
97. 如 果 一 个 数 在 五 法 制 记 数 法 中 是 144, 则 在 (a) 一 进 制 ,(b) 八进制 记 数 法 中 这 个 数 是 多 少 ? 
98. 证 明 在 0 和 1 之 间 的 有 理 数 plg 可 以 表 成 


共 中 a 可 以 被 惟 地 确定 鸭 0 或 1. 这 个 这 程 不 一 定 可 以 终止 .将 这 种 表示 0.a1a2…a。*“ 称 为 这 个 有 理 
数 的 一 进 制 形式 . [提示 : 两 过 连续 用 2 乘 , 考 虑 余数. ] 

99. 分 别 在 (a) 二 进 制 ,(b) 三 进 制 ,(c) 八进制 ,(d) 上 进 制 记 数 法 中 表示 了， 

100. 在 二 进 制 记 数 法 中 一 个 数 是 11.01001 , 则 在 上 进 制 下 这 个 数 是 多 少 ? 

101， 在 什么 记 数 法 中 有 3+4= 12° 

102, 在 十 二 进 制 记 数 法 中 ,二 个 增加 的 记号 上 利 e 用 来 特 指数 字 10 和 11. 用 这 些 记 号 在 十 一 进 制 记 数 法 中 
表示 整数 5110{ |- 进 制 记 数 法 }. 

103. 求 一 有 理 数 , 它 的 小 数 展开 式 是 1.636363…. 

104. 在 十 进 制 记 数 法 小 一 个 数 是 由 6 个 数字 组 成 的 ,如 果 把 盘 后 个 数字 放 到 第 一 个 数字 的 前 面 ,这 个 新 的 
数 旦 原来 的 113, 求 出 原来 的 数 . 

105, 证 明 有 理 数 形成 一 个 域 . 

106, 将 第 4 页 上 1--9 式 作为 公理 ,证 明 : 


“18， 微 积 分 


{a} (—3)(0)=0, (b}) (—2){+3)=—8, (el](-21( 31 一 和 

107, {a) 如 果 > 是 “个 平方 小 于 2 的 有 理 数 ,证 明 .z+ (2 一 x*)j10 是 一 个 更 大 的 有 理 数 ,{b) 如 果 xz 荐 一 个 
平方 大 于 2 的 有 理 数 ,根据 .r 找 一 个 更 小 的 有 理 数 , 它 的 平方 大于 2. 

108. 说 明 你 将 怎样 利用 戴 德 金 分 割 定义 : 
(a vyS +3, (b}y3—y2, (ce) W302), (d) v2H3. 
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函数 
aA 一 种 对 应 二 则 .现在 我 们 仅 状 虚实 数 集 , 阁 假 定 x 变量 的 乌 
一 个 值 者 与 y 变量 的 一 个 个 值 相对 应 , 则 称 y 为 zx 的 国 数 , 记 为 ?= 产 zrjy=G(z) 


字母 f,G，,: 个 下 的 ,而 f(a) ,Ga),… 表 未 羡 数 在 x =a 的 也 数值 . 

z 允许 取 的 值 组 成 的 集合 称 为 肾 数 的 定义 域 或 简称 为 肾 数 的 域 ,xz 称 为 月 变量 , y 称 为 因 
变量 . 

如 时 定义 域 中 的 每 一 个 x 值 仅 与 - -个 值 相 冉 应 , 则 称 这 个 图 数 为 单 依 的 ,如 果 定 立 威 
中 存在 某 个 x 与 多 个 y 值 相对 应 , 划 称 这 个 陶 数 是 多 值 的 .由 于 一 个 多 值 嫩 数 可 看 成 是 由 一 
些 单 值 顺 数组 成 的 ,所 以 无 特别 指明 我 们 将 假定 函数 是 单 值 的 . 

例 1; 如 果 对 - 1 过 zx 近 1 中 的 每 -个 值 与 用 .cr 给 定 的 一 个 数 y 相对 应 , 则 在 工 与 x* 之 间 的 对 应 定义 了 

-个 单 值 汕 数 地 

的 定义 域 是 -1] 志 (所 1. 在 + 的 函数 值 用 y= f(x)=.x? 给 定 . 梧 如 1(-1}=( 1)” 1 是 函数 在 
Cr 1 处 的 孙 数 值 ， 

例 2:1800 年 后 的 每 个 时 间 上 ,我 们 可 联系 到 美国 人 口 的 一 个 数 估 P. 这 种 在 了 和 i 之 问 建 立 的 一 种 对 应 
定 关 了 一 个 单 值 耳 数 , 称 为 下 ,并 把 它 记 为 P 一 F{1). 

例 3: 若 y=xz, 其 中 .>0, 那 从 对 每 个 对 应 区 个 y 值 ,因此 yy 是 + 的 二 值 消 数 .我 们 把 这 个 函数 考虑 
成 两 个 单 值 函 数 上 和 5 ,其 中 六 zw Et)= -yx. 

注意 尽管 -… 个 函数 常 像 俩 1 和 例 3 那样 利用 一 个 会 式 定 义 的 ,但 不 一 定 玫 是 这 样 的 ,正如 
在 例 2 中 看 到 的 那样 . 

为 方便 起 见 ,我 们 常 将 函数 了 在 x 外 的 值 FLz) 而 不 是 了 说 成 是 旺 数 , 供 这 种 区 别 应 该 记 


住 . 
函数 的 图 像 


用 y= 了 (zx) 定 义 的 函数 图 像 是 函数 的 -一 种 图 形 表 示 , 它 可 以 在 家 角 华 标 系 下 道 过 描 出 用 
数 对 (zx,y) 或 (zx ,六 )) 确 定 的 点 而 得 到 . 


有 界 函 数 


车 存在 一 个 常数 M ,对 一 个 区 间 ( 成 其 他 一 个 数 集 ) 上 的 所 有 x 有 (x) 所 MM, 则 称 fx) 
在 这 个 区 间 ( 这 个 集合 ) 上 是 上 有 和 寞 的 , 称 M 为 这 个 函数 的 一 个 上 界 . 

苦 存 在 一 个 常数 mm ,对 一 个 区 间 上 的 所 有 x 有 六) 六 mr , 则 称 Fx) 在 这 个 区 间 上 是 下 
有 办 的 , 称 mr 为 这 个 函数 的 一 个 下 界 ， 
若 在 一 个 区 间 上 有 mw 信 f(z) 祥 M , 则 称 关 z) 导 有 界 的 . 当 我 们 要 指 明 一 个 因数 有 和 拭 时 ， 
我 们 常 将 它 记 为 1Az) 和 已， 

例 1:f(z)=3+ 在 -1s7SLE 上 是 有 界 的 ,上 界 足 4( 或 大 于 + 的 任何 数 ), 下界 是 准 或 小 于 2 的 仔 何 
数 ). 

便 2:1(x)= 一 在 0<zc4 是 无 界 的 ,因为 可 通过 选 样 充分 接近 上 0 的 x, 使 A ) 达 到 我 们 期 望 的 任意 


大 的 值 , 故 不 存在 上 界 ,然而 上 界 尾 本 (或 比 -二 小 的 任何 数 )， 
若 站 7) 有 一 个 上 模 , 则 它 有 一 个 上 确 界 (,u.b.); 茶 它 有 一 个 下 界 , 则 它 有 一 个 下 确 界 
(g.1.b.). (看 第 一 剖 路 有关 的 这 些 定义 .) 
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单调 函数 

设 扎 z) 是 定义 在 基 一 区 间 上 的 函数 , 若 对 这 个 区 间 上 的 任意 两 点 x ,za , 当 所 Zz; 时， 
有 Cr) 所 Fry), 则 称 f(x) 在 这 个 区 间 上 是 单调 递增 的 . 若 (xz)< 乒 za) 则 称 这 个 函数 
为 严格 单调 递增 的 . 

类 似 地 , 若 当 2 之 zx; 时 ,了 (x1) 宇 f(xi), 则 称 f(z) 是 单调 递减 的 ,而 若 f(x1)> fxs)， 
则 称 A(z) 是 严格 递减 的 . 


反 函 数 , 主 值 


如 果 y 是 z 的 函数 ,用 f(z) 表示 ,那么 x 是 y 的 函数 ,用 z= '(y) 表 示 , 称 为 这 个 函数 
的 反 函 数 . 互 换 x 和 y 的 位 置 则 得 到 y= 广 !(z) 

如 果 F(z) 是 单 值 的 ,上 !'(x) 是 多 值 的 ,在 这 种 情况 下 它 可 以 看 成 是 多 个 单 值 函 数 的 合 
成 ,每 个 单 值 耳 数 称 为 它 的 一 个 分 支 . 为 方便 讨论 常 选择 这 些 分 支 中 的 一 个 分 支 , 称 其 为 主 值 
分 支 并 用 六 ' (zx) 表示 ,此 时 这 个 反 函 数 的 值 称 为 主 值 . 

例 :出 函数 y=sinz 引出 了 y= arcsinz , 它 是 一 个 多 值 函 数 ,由 于 它 对 一 1 所 7 所 | 中 的 每 个 x, 有 许多 的 y 
值 相对 应 .车 将 arcsinz 限制 在 - 于 <arsinz<< 至 上, 则 函数 变 成 单 值 函数 ,在 这 种 情况 下 arxin 二: ) 的 主 值 


为 下 
为 -下 ， 


最 大 值 和 最 小 值 

设 zo 是 一 个 区 间 上 的 一 点 ,z 是 这 个 区 间 上 的 其 他 点 ,车 满 足 f(z) 之 f(ro)[ 或 f(x)>> 
F(zxo)], 则 称 F(x) 在 这 个 区 间 有 最 大 值 (或 最 小 值 ) F(zo). 若 对 ro 的 去 心 8 邻 域 中 的 x[ 即 
对 满足 0<<|z 一 xo|<<8 的 z] 有 f(z)<<fOzro)[ 或 f(z)> fCzro)], 则 称 f(z) 在 xo 处 有 极 大 
值 (或 极 小 值 ). 


秒 数 类 型 
1 多项式 函 数 具 有 形式 


fx) = Co” + Qi a tan (1) 


其 中 ao,… ,a 是 常数 ,n 是 正 整数 . 若 ai 天 0, 则 n 称 为 这 个 多 项 式 的 次 数 . 

代数 基本 定理 表明 每 个 多 项 式 方程 /(z)=0 至 少 有 一 根 .由 此 可 证 明 如 果 多 项 式 次 数 是 
?2 , 则 这 个 方程 从 有 x 个 根 { 重 数 为 r 的 重 根 按 > 个 根 计数 ). 

2. 代数 函数 是 满足 如 下 形式 方程 


Pr}y + Pry + +P, (ry+P(r)}=0 (2) 


的 函数 y= A(zr), 其 中 Po(z),…,P, (xz) 是 关于 x 的 多 项 式 ， 
如 果 这 个 函数 可 表示 成 两 个 多 项 式 的 商 , 即 P(r)1Q(Cz), 其 中 P(r), Q(z) 是 多 项 式 ， 
则 称 它 为 有 理 代 数 函 数 , 否 则 称 它 为 无 理 代数 函 数 . 
3. 超越 函数 就 是 不 是 代数 函数 的 著 些 函数 , 即 不 满足 方程 (2) 形 式 的 那些 函数 . 
注意 与 实数 类 比 ,多项式 相 应 于 整数 ,有 理 函 数 相应 于 有 理 数 ,等 等 . 


特殊 的 超越 函数 


有 时 称 下 列 曙 数 为 初等 超越 明 数 : 
1. 指数 函数 : Fr(z)= ar,e>0,ae 夫 1, 有 关 它 的 性 质 参 看 p. 3， 
2, 对 数 画 数 ; f(x) = logr;a 之 0,a 基 1. 此 函数 与 指数 阵 数 午 为 反 函 数 . 如 果 
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a=e=2,71828: 
然 底 .关于 它 的 性 质 做 看 p.3. 
3. 笠 角 冰 数 : 


SI 


… 则 称 这 个 申 数 为 r 的 自然 对 数 , 沁 为 (xz) = logx =inre 称 为 半数 的 昌 


| _ cosx 


Sn COST , tar 

变量 x 一 般 用 弧度 表示 (x 弧度 = 180")， 

对 于 实数 r ,sinr 和 ceosr 在 | -1,11 内 、 
了 下面 是 这 些 力 数 的 一 些 性 质 : 


一 s CS 
COST 


.1 本 
本 OA 
3 


1 
1COtX 二 - 
COSZ 


tane Sine 


sinertos .r=1,l+tan r=sec rl+eot x =ese rr, 
sin(r 4 9) = sinrcosy Cosrsiny, Sin( — 7) = — sinx, 
Cos{.r + y)= cosrceosy Tsinrsiny, Cos( — 7) — oosr, 
十 
f tanr + tany 
tant 二 y)= 1 ar any "ant 工 ) tanx. 
4. 友 三 角 函 数 :下 曾 烈 出 的 是 反 三 角 隧 数 和 它们 的 主 值 ; 


(a) y= arcsinz, | 一 


(c) y= arctanx | 一 


(by y= arccosr (0 yn), 


ll Tt 
HICSIIl 了 -Ey vy<3 


(d) y= arccser 


【cy y= dresecr = arccos | ,OyEn), (f) y =arccotz = -arctanz, (Oy<n). 
下 吊 En 


5. 双 曲 函数 :家 据 指数 函数 定义 如 下 : 


+ ee 


{a} sinh.r = e --， {b) coshx = > -一 ， 


sinbhr _ ee —e 
{ce} tatih.r = 一 
cosh 


-一 ，(d) csch.r = 


1 _ 2 


+ -x 


e+e sinhr ei~e 
1 2 coshr e+te 
f .= 一 th 二 一 
(e) sech 工 ER (ceothr 3 一 
这 些 函 数 具有 以 下 性 质 : 
cosh er — sinh x =1,1— tanh .r= sech’.r, coth x — 1= esch’ r, 


sinhfr 4 y} = sinhxeoshy +t coshrsinhy ,sinh( ~ .x) = ~ sinhz, 


coshlr + y) = coshr coshy + sinhxsinhy, cosht ~ .r) = coshz, 


tanhx + tanhy 
1 +t tanhx tanhy’' 


tanht t+ y)= 


tanh{ —.r)= 一 tanhr， 


6. 反 双 则 函 数 : 若 = sinhy, 央 y=arsinbhx 是 x 的 反 双 曲 正 芒 . 下面 依据 白 然 对 数 及 所 
取 的 实数 值 范 围 列 出 了 这 些 反 双 曲 图 数 的 主 值 : 


(a) arsinhr =In(x +v xr* +1), 
(c) artanlh. = 了 | ， |r|<1, 


(€) arsechxr = In lv +l 


函数 的 极限 
设 Fz) 在 证 由 附近 ( 除 二 中 以 外 ) 【 即 在 
对 任意 正 数 s( 无论 多 小 ), 部 可 以 找到 某 个 


,0< zxEI, (f) arcothr = Lin [2 


(by arcoshr = [n(x + yr 1),zEl, 


oo— 
(d) atesch = nL t Y 下 1 0， 
了 er 


zo 的 去 心 了 邻 域 中 ) 有 定义 , 许 且 是 单 值 函 数 , 若 
正 数 8( 遂 常 依赖 于 e), 当 0<|z-.xrol<<6 时 有 


F(x) 一 ?< 之 e, 则 称 7 为 f(r) 当 工 菠 近 xz 时 的 极限 , 记 为 fim Fr) = :此 时 ,我们 也 秘 当 工 
趟 近 .ro 时 Fr) 申 近 7, 记 为 当 r 一 ro 时 六 rr) 一 上 


“2 


微 积分 


换血 话说 这 实际 上 蕴 的 晨 我 们 可 通过 选择 充分 接近 zo 的 =, 即 选择 使 x 与 ro 的 差 的 绝 
对 值 足 够 地 小 {但 木 是 0, 即 排除 > = xo), 使 f(x) 与 7 差 的 绝 将 值 任意 地 小 . 


1 若 zx 攻 2， 
全 设 /| 


iim {z=4. 为 证 明 这 一 点 ,我 们 必须 看 它 是 否 满足 上 面 的 极限 定义 (1 = 4). 关于 这 个 问题 的 证 明 { 见 习题 
10). 

注意 由 定 文 1(2)=0, 所 以 lmA(z) 天 ft2), 即 当 . 一 2 时 了 (xz) 的 极 妥 与 x=2 处 的 函数 值 不 相同 .事实 
上 即使 f(z) 在 x =2 处 无 定义 ,函数 极限 仍 为 4. 

当 函 数 极限 任 在 时 , 它 呈 惟一 的 , 即 它 仅 有 一 个 (见习 题 17). 
右 极 限 和 左 极限 

在 极限 的 定义 中 有 关 x 怎样 趋 近 xo 没有 作出 任何 限制 ,但 是 有 时 限制 这 种 趋 近 是 有 利 
的 .将 z 和 xzo 作为 实 轴 上 的 点 来 考虑 , 共 中 z 是 固定 点 .zx 是 动 点 ,那么 z 可 以 从 右 侧 或 左 
侧 趋 近 xz ,我 们 用 记号 z 一 xo 和 zzn 分 别 表示 这 两 种 趋 近 . 

各 lm A(z)= 红 ,lim 了 A(z)= 匡 , 则 称 二 和 7 分别 为 f(z) 在 zx。 的 右 极限 和 左 极限 ,分 


悄 么 当 z 越 来 越 接近 2 时 : 即 + 趋 近 2), f(x) 越 米 越 接近 4, 于 是 我 们 猜测 


pb 
这 i 


别 表示 为 f(xot+) 或 fry 和 tzo 一 ) 或 f(xro-0). 当 zx 一 zt 或 z 一 xo 时 f(x) 极限 的 
ss 定义, 除了 zx 值 分 别 限 制 为 > zw 或 < rn 外 其 余 与 x 一 zo 时 的 极限 定义 是 相同 的 . 
于 友 我 们 有 lim fx)={ 当量 仅 当 lim f(x)~ lim f(x)=1. 


Tr 0 


极限 的 定理 

着 lim f(z)=A, limg(x)=8B, 则 

1. Jim (fz) + wz) lim f(z)+ limg(7)=A+B, 

2. jin (fa) — gtx)) = lim f(7) ~ lim g(x) =A-B, 

3. lm Fae) = (lm f(z) (lim elz))=48, 

1 i A (者 8 0 

有 关 右 极限 和 左 极限 ,类似 的 结果 也 成 站 
无 穷 大 

有 时 会 出 现 这 种 情况 , 当 了 一 mm 时 ,六 zz) 碟 限 地 增 大 或 减 小 ,此 时 我 们 习惯 地 记 为 
lm f(x) 二 十 % 或 lim f(x) = 一 00. 记 号 + co( 志 记 为 oo) 和 -~ % 分 别 读 作 正 无 穷 大 (无 穷 大 ) 


和 抽 无 穷 大 ,但 必须 强调 的 是 它们 不 是 数 . 
用 精确 语言 来 描述 就 是 : 若 对 每 个 正 数 M ,都 可 找到 一 正 数 8{ 一 般 依 各 MD), 当 0< 
|x— ,| <6 时 有 f(z)>M, 则 称 lim (x) = oo0. 类似 地 ,车 对 每 个 正 数 M ,都 可 找到 一 个 正 


数 6, 当 0<|z-xol<8 时 有 f(x)< -MM, 则 称 lim f(z) 一 一 %。 ,相仿 的 记 叶 可 应 用 到 一 


Xn 或 二 zz0 中 ， 

当 x 无 限 增 大 或 无 限 减 少时 ,习惯 上 分 别 记 为 * 一 + %( 或 ww) 或 rz 一 一 0, 我 们 常常 希望 
考察 沙 数 的 变化 趋势 . 

若 对 任 一 正 数 = ,可 找到 一 正 数 N( 一 般 依 斥 于 s), 当 z>N 时 满足 | F(z) 一! <e, 则 称 
im fx) = 了 7 或 称 当 x 一 + 时 f(r)>l. Jim x) 可 套用 类 似 的 定义 . 
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特殊 极限 
] Jim sz -1 Li 1 ~ cosx 0 
J 叶 人 本 


连续 

设 了) 在 z= zo 附近 及 = x 处 ( 即 在 .xo 的 一 个 邻 域 内 ) 有 定义 旦 是 单 秆 险 数 , 独 
lim f(x)= 0), 则 称 fx 在 =o 处 连续 .注意 为 了 使 f(z) 在 z= zo 处 连续 必须 满足 
三 个 条 件 ; 

1 lim flr)=/ 必须 存在 ， 

2. f(ro} 必 须 存在 , 妈 ftx) 在 xo 处 有 定义 ， 

3. [= F(xo). 

知人 7+) 在 xo 处 连续 ,我 们 可 建议 等 同 地 写成 im fx)= flimz), 


例 1: 若 凡 z)= 了 , 则 由 p.22 的 例子 ,lz)=4, 但 1(2)=0, 因 此 limy(x) 关 F2)， 

从 而 函数 在 x =2 处 不 连续 ， 

和 例 2; 若 对 所 有 的 .+ ,f(r) = ' 则 limf《z)= (2)=4, 并 且 f(x) 在 .+ 二 2 处 连续 ， 

使 f(x) 不 连续 的 那些 点 称 为 /x ) 的 阅 断 点 , 称 F(z) 在 这 些 点 处 间断 . 

在 画 一 个 连续 函数 的 图 形 时 , 铝 笔 不 需要 离开 纸 , 而 对 一 个 不 连续 函数 米 说 ,一 般 地 由 于 
有 一 个 跳跃 发 生 , 因 此 夯 的 时 收 情 形 就 不 同 了 . 当然 这 仅仅 是 连续 或 不 连续 的 一 个 特性 而 不 是 
一 种 定义 ， 

用 e 和 1 的 定义 替换 上 面 连续 的 定义 ,可 这 样 叙述 : 戎 对 任意 se >0, 部 可 找到 一 个 68>0， 
当 |z -zol<3 峙 满足 | Frzr)- Arzo <e, 旭 称 f(z) 在 z= xz。 处 连续 .注意 简单 地 说 就 是 
在 极限 定义 中 令 /= F(xo) ,并 日 将 天 ru 的 限制 条 件 汉 者， 


右 连 续 和 左 连续 
若 ALz) 仅 在 r 之 rw 处 有 定义 , 则 上 上 面 的 定义 不能 应 用 . 此 时 ， 如果 lim 扩大 


Fre )= Fro) 那么 称 f(z) 在 z= ro 处 右 连 续 .类 亿 邮 , 若 lim f( oa) f(x ) = 


上 my 


fro) , 则 称 fz) 在 = .ro 处 左 连 续 . 可 用 se 语 襄 给 出 上 述 定义 ， 


区 间 上 的 连续 性 
一 个 函数 称 为 在 一 个 区 间 . 了 是 连续 的 ,如 果 它 在 这 个 区 间 上 的 所 有 点 处 连续 .特别 地 ,如 
果 f(x) 定义 在 一 个 闭 区 间 a 所 x 志 六 或 [a ,581 上 , 则 (zz) 在 这 个 区 间 上 连续 当日 仅 当 对 < 
cob, lim f(x )= Fro), 卫 lim f{x)= Fa lim fr) fb). 
连续 性 定理 
定理 1 若 Fr) 和 gf(zr) 在 了 = 处 连续 ., 则 国 数 fx)+gtr) ,f(z) 一 g(x),f(r)* 
kz) 和 必 二 也 在 = zo 处 连续 ,最 后 一 个 攻 寻 要 求 gtzo) 天 0, 在 一 个 区 间 上 连续 有 类 似 


微 积分 


定理 2 下 列 函 数 在 每 个 有 限 区 间 . 上 是 连续 的 :(a) 所 有 的 多 项 式 ; (b) sinx 和 cosx 1;(c) 
a ;0 >0. 

定理 3 如 果 y= f(z) 在 z=zo 处 巡 续 ,z= gly) 在 y=y 处 连续 ,mW = f(zxo), 那 么 这 
个 函数 z= gL f(z}]{ 称 为 复合 两 数 ) 在 x = 处 连续 .有 时 简单 地 陈述 为 :两 个 连续 前 数 的 
复合 函数 是 连续 的 ， 

定理 4 着 人 {x) 在 一 闭 区 间 上 连续 , 则 它 在 这 个 区 间 . 上 有 界 . 

定理 5 若 f(zx) 在 x= xo 处 连续 ,有 f(zo)>0( 或 zo) 达 0), 则 存在 一 个 关于 xo 的 区 
间 ,在 这 个 区 间 内 有 x)>0( 或 fx)<0)， 

定理 6 若 产 z) 在 一 区 间 上 连续 ,上 且 或 者 是 严格 递增 或 者 是 严格 递减 , 则 反 函 数 广 (>) 
是 单 值 ,连续 ,是 或 者 是 严格 递增 或 者 是 严格 递减 ， 

定理 7 车 f(z) 在 fa ,65] 上 连续 ,fta)=A,f(5)=B, 则 相应 于 有 与 8 之 闻 的 任 一 数 
C, 在 :a,4] 上 至 少 存在 一 数 c ,使 得 fc)=C, 有 时 称 这 个 定理 为 介 值 定理 . 

定理 8 者 f(x) 在 la,5. 上 是 连续 的 ,日 f(a) 与 f(5) 异 号 , 则 至 少 存在 一 点 c ,使 得 
ftc)=0, 其 中 a 所 c<5. 这 与 定型 7 有 关 . 

定理 9 如 果 f(z) 在 一 闭 区 间 上 是 连续 的 ,那么 f(x) 在 这 个 区 间 土 至少 有 一 点 取得 最 
大 值 M ,至 少 有 一 点 取得 最 小 值 .进一步 可 推 得 Fz) 在 这 个 区 间 的 一 点 或 多 点 处 取得 介 于 
zi 和 M 之 间 的 任 一 值 . 

定理 10 若 f(z) 在 一 闭 区 间 上 是 连续 的 ,M 和 zx 分 别 是 站 xz) 的 上 上 确 界 和 下 确 界 , 则 在 
这 个 区 间 上 至少 存在 一 点 使 得 f(z)= M 或 f(x)=m. 这 与 定理 9 相关 . 


分 段 连续 


设 一 个 函数 在 区 间 a 志 x 寺 5 上 有 定义 ,如 果 这 个 区 间 可 分 成 有 限 个子 区 间 , 而 在 每 个 子 
区 间 内 函数 是 连续 的 ,在 区 间 端 点 有 有 限 的 右 极 限 和 左 极限 , 则 称 这 函数 在 这 个 区 间 上 是 分 段 
连续 的 .这 样 的 函数 仅 有 有 限 个 不 连续 点 ,在 图 2-1 中 列举 了 一 个 a 委 工友 训 上 的 分 段 连续 欧 
数 的 例子 ,这 个 函数 在 xl ,x; ,x 和 xs 处 间断 ， 


了 了 人) 


图 2-1 


一 致 连续 


设 f(x) 在 一 区 间 上 是 连 续 的 ,那么 由 定义 对 这 个 区 间 上 的 每 个 zx 及 任意 的 s>0, 存 在 
6 >0( 一 般 6 依赖 于 e 和 特定 的 点 zo), 当 |x 一 xo| 世 6 时 有 | f(x) 一 f(zo)| < 成立. 如 果 对 
每 个 s >0, 存 在 3>0, 对 区 间 上 所 有 的 点 上 面 的 式 子 均 成 立 ( 即 如 果 8 仅 依赖 于 es ,而 不 依赖 
于 zo) , 则 称 f(z) 在 这 个 区 间 上 是 一 致 连续 的 . 

也 可 以 这 么 说 ,如 果 对 任意 的 >0, 可 找到 5>>0, 当 |z1 一 z3 | 所 6 时 有 | 了 (x1) -了 (zi)| 
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+- 2" 


< 成立, 其 中 x 和 zz 是 这 区 间 上 的 任 两 点 , 则 之) 在 这 个 区 间 上 是 一 致 连续 的 . 
定理 ”如 果 fix) 在 一 闭 区 间 上 是 连续 的 , 则 它 在 这 个 区 间 上 是 一 致 连续 的 ， 


习题 与 解答 


函数 
1. 设 fx)=(x 一 2)(8-x),2 太 x 全 8,(a) 求 A5) 和 一 1), (b) 求 F(z) 的 定义 域 , (ce) 求 
ft1 一 27) 友 它 的 定义 域 ,(d) 求 了 L763), 站 (5)],(e) 曾 出 ; (x ) 的 图 形 ， 
解 丁 (an N01 一 (6-2)(8-6)=4'2=8. 
由 于 放 x) 仅 对 2 和 x 所 8 给 出 定义 , 故 所 一 11 没 有 定义 . 
!b) 定义 域 为 2< xz 去 8. 
(ce) ft1—2t)=1(1- 20) -2:18—(1-22)|= 一 人 1 二 2007+ 24) ,其 中 满足 2<1 一 21<8, 即 - 放 <<1<< 


-1 
于 


(dd) F(3)={3—2)(8—3)=5, FIF(3)]= f(5)={5-2)(8—5)=9, 
因 F(5)=9, 破 [5)]= f{9) 没 有 定 尺 . 
te) 下 表 为 工 取 不 辐 值 时 的 函数 值 


I 2 3 4 5 6 了 8 2.5 了 .5 


Fr) 0 5 8 9 8 5 0 2.75 2.75 


撒 出 点 (2,0),(3,5),(4,8),(5,9),{6.8),(7,5),(8,0) ,052,53,2.75),(7.5,2.75). 
这 些 点 在 图 2-2 中 标 出 ,是 所 画图 形 上 的 无 穷 多 个 点 中 的 几 个 点 .所 有 这 些 点 确定 一 条 曲线 , 它 是 一 
抛物 线 的 一 部 分 . . 
2, 已 知 g(r)=(r-2)(8-x),2<r<8,(a) 讨论 g(x) 0 
的 图 形 与 习题 1 中 f(z) 的 图 形 的 不 同 之 处 , (b) g(x) 
的 上 和 确 界 和 下 确 界 是 什么 ? {c) 在 定义 域内 g(x) 能 
达到 上 确 界 和 下 确 界 吗 ? 【d) 对 习题 ] 中 的 六 zz) 回答 
何 题 (b) 和 和 (ec). 
解 味 (al 由 于 rr) 在 =2 和 =8 处 没有 定 久 ,所 以 
st) 的 图 形 除 了 将 习题 1 中 六 zz 图 形 上 的 两 点 12,0) 和 (8,0) 
去 掉 外 其 余 都 相同 . 
(b) g(r) 的 上 确 界 是 9, 下 确 界 是 0. 
(c) g{zl 企 z=5 处 法 到 上 确 界 .因为 在 定义 域 中 没有 值 
< 满足 g&(z)=0, 所 以 g(x) 不 能 达到 下 确 异 图 2 
(dj f(z) 的 上 确 界 是 9, 下 确 界 是 0. ft) 在 .c=5 处 达到 
上 确 界 ,在 zx=2 和 :=8 处 达到 下 确 办 
注意 一 个 在 闭 区 和 词 上 活 续 的 函数 (如 六 zc 在 这 个 区 间 的 某 些 点 处 能 达到 它 的 上 确 界 和 下 痛 界 ,但 
是 一 个 在 闭 区 间 上 不 连续 的 函数 (如 gt.r)) 就 不 一 定 能 达到 它 的 上 确 界 和 下 确 界 , 见 习题 34. 


- . _ 11, 若 zz 是 有 理 数 ,， 、. 2Y 0 _ 
3. 已 知 f(x)= io 苦 < 是 无 理 数 , 求 LE jw 5), 了 (1.41423),f(Y2),(b) 画 出 


f(x) 的 图 形 并 解释 为 什么 它 自身 会 引起 误导 . 
解 茹 (a) 因子 是 -有理 数 , 族 /3 子 ) = 1， 

因 --S 是 一 有 理 数 , 故 六 -3) =1， 

因 1.414123 是 一 有 理 数 ,由 ft1.414123}=1. 

因 / 2 是 一 无 理 数 . 故 1(v2)=0. 


“26' 微 积分 


(b) 在 图 2-3 中 画 出 了 这 个 函数 的 图 形 . 从 它 的 表面 看 ,相应 于 每 个 = 值 都 有 两 个 函数 值 4 和 1, 即 
xz) 是 多 值 滑 数 ,而 实际 上 它 是 单 值 活 数 ， 


-0 


Tx) 


图 2-3 图 2-4 


4. 关于 习题 1,(a) 作出 广 :(z) 的 图 形 ,(b) 求 出 六 "(x) 的 表达 式 并 说 明 产 "(z) 不 是 单 值 函 
数 . 
解 名 (人 a) 函数 y= f(x) 或 += 了!1{y) 的 图 形 已 在 习题 1(e) 中 的 图 2-2 中 表 出 .为 了 得 到 y= 1 (x) 
的 图 形 , 我 们 仅 需 交换 x 轴 和 >y 轴 , 用 通常 的 方式 确定 轴 的 方向 后 就 得 到 了 图 2-4 中 显示 的 这 个 图 . 
《b) 我 人 有 y= (z-2)(8-z) 勤 袜 -10z+16+3=0. 
用 二 次 求 根 公式 
z= (y= 1 -416+y) /100 410+ W549-y. 


于 是 ,y=f 1'(x)=5+V9-Iz. 

在 图 中 ,AP 表示 y=5+ Y9 一 x ,BP 表示 y=5 一 y9~x, 因 此 对 0x 二 9 中 的 每 一 值 x, 广 !(z) 有 
两 个 慎 , 区 何 上 可 看 到 位 于 卫 的 左 侧 .4B 的 右 侧 的 每 一 垂 线 与 这 图 形 交 于 两 点 . 

函数 5+ 939-z 和 5- v9 一 z 代 家/ !(x) 的 两 支 ,两 支 相交 的 点 (或 有 相同 值 的 点 ) 有 时 称 为 支点 . 
在 这 题 中 支点 为 +=9,y=5. 

5. (a) 证 明 g{z)=5+w9-z 在 0 和 zz 所 9 上 是 严格 递减 的 . 
(b) 在 这 个 区 间 上 它 是 单调 减少 的 吗 ? (c) g(z) 有 一 单 值 反 函 数 吗 ? 
解 夺 (a) 如 果 当 翅 芝 二 时 有 g(xz) > g(x), 则 g(x) 是 严 相 递 注 的 . 现 设 zi < xx, 那 么 

0x -Tv -T+ ->5+VY9- x, 这 表明 g(x) 是 严格 递 汪 的 . 

(b) 是 的 ,任何 严格 递减 画 数 也 是 单调 递减 的 ,因为 如 果 g(x1)>g(r2), 则 必 有 g(xz1) 之 g(xs). 但 
是 如 果 g(z) 是 单调 遂 减 的 , 则 它 不 一 定 是 严格 递减 的 ， 

(ce) 如 果 y=5+ 5 那么 y-5=v39- ,两 边 平方 得 z= -天 +10y- 关 =(3-2)(8- yz 是 
y 的 单 值 函数 , 即 g(x ) 的 反 沙 数 是 单 值 明 数 . 

一 般 地 ,任何 严格 递减 {或 递增 ) 的 函数 有 一 个 单 值 的 反 滑 数 ( 见 p.24 定理 6 

几何 上 可 用 习题 4 的 图 形 来 解释 这 个 问题 的 结论 . 


， | 
sin -一 ,有 

6. 作出 函数 图 形 : (a) | * 
0，, 文 汪 0， 
(b) f(x)=[x}= 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 
解 喇 (al) 在 图 2-5 中 表 出 了 所 需 的 图 形 ,由 于 


zsin 二 |<<1z|, 因 此 这 个 图 介 于 y= 工 与 y= -xz 之 
间 . 注 意 当 sn 二 =0 或 二 =m w=1,2,3,4,…, 即 z= 二, 杰 , 直 ,时 ,/(z) 一 0, 曲线 在 z= 二 和 
z=0 之 间 无 限 地 振荡. 
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+ 


图 2-5 图 2-6 


(b) 在 图 2-6 中 表 出 了 所 要 的 图 形 . 如 时 1 安 z<2 则 [z]=1, 于 是 有 [1.8]=1,[V2j=1,[1.99999] = 
1 ,然而 [2]=2, 类 亿 地 对 2<r<3,[z]=3 等 等 ,从 而 函数 在 整数 处 有 一 卡 跃 ,这样 的 函数 有 时 称 为 阶梯 
函数 . 
.fa) 作出 F(x) = tanx 的 图 形 ,{b) 作出 arctanx 的 图 形 ,{c) 几何 上 说 明 为 什么 aretanz 是 
多 值 油 数 ,(d) 为 aretanz 指出 可 能 的 主 值 ,(e) 用 你 的 选择 计算 arctan( - 1)， 
解 下 (al f(x) = tanz 的 图 表示 在 图 27 中 . 

{b) 若 ?= f(z)=tanz, 则 z= 了 ( 轨 =arctany, 于 是 通过 (a) 中 的 图 形 交 换 x 轴 与 y 轴 得 到 广 :fy) 
=tan 1fz) 的 图 形 . 像 通 常 … 样 给 x 轴 .y 轴 确 定 方 向 ,其 结果 显示 在 图 23 中 ， 


=)=tan x 


图 2-7 图 2-8 


(¢) 在 (中 题 的 图 28 中 ,任何 系 直 线 变 图 形 于 无 穷 光 个 点 .因此 aretane 是 共有 无 穷 多 个 分 支 的 多 值 
(d) 为 了 将 arctanz 定义 成 单 值 峭 数 ,从 图 上 看 很 显然 内 要 将 它 的 值 限制 在 下 列 范围 中 的 任何 -个 就 


可 以 了 :一 子 < arctanr < 也 ,地 arctanr < 闻 , 等 等 我 们 将 选 第 一 个 定义 它 的 主 什 . 
注意 在 任何 一 去 上 ,arctanx 都 基 具 有 单 值 反 函 数 的 严格 递增 畏 数 ， 
Ce) arctan( -1)= 一 于 是 介 村 一 二 与 志 之 间 仅 有 的 值 , 即 根据 (d) 中 的 选择 . 它 就 是 主 值 


证 明了 /x)= 了 (x 闫 一) 是 一 个 无 理 代数 隆 数 . 


证 明 二 ”如 果 y= | ,那么 (z+ 上 Dy 1=Y 开 ,平方 得 (x 41) 2(z+1yy+1 -z=0, 一 个 关 


于 y 的 多 项 式 方程 ， 忆 的 部 是 关 于 。 的 多 项 式 , 因 此 f(z) 是 一 个 代数 函数 .但 是 它 不 是 两 个 多 项 式 
的 商 , 因 此 它 是 -- 个 无 理 代数 函数 ， 


. 若 Frz)=eoshz = Fe +e “), 证 明 我 们 可 选 arcoshx = lntx + x 一 1),zx 衬 1 作为 反 函 
数 的 主 值 . 


微 积 分 


证 期 饶 ”如 果 y= 亏 {te +e ex 一 2w’ 十 1=0, 那 么 用 二 次 求 根 公 式 ， 
-+4 +w y 1, 于 是 有 =Iniyrivy -1 1) 


Fy iy VD Ti" 因此 也 可 写成 z= +In(y+ 


vy 一 1) 或 arecshy= In(y+v yy -1). 
选 正 号 来 定义 主 秆 ,并 用 x 取代 y, 则 arcoshx=In(zx+v x 一 1). 要 求 x+ 宇 1 是 为 了 确保 反 函 数 是 实 
值 的 . 
极限 


车 (a) f(x)= x , (hb) f(t)= 0 ,2 0 下 明 lgf(z)= 4. 


证 明 是 《ai 要 证 的 是 对 性 给 的 : 产 0, 能 找到 3 之 0 一 般 依 闵 十 ), 当 0 元 |x-2| 所 8 时 有 [x# 一 4| 
<e 成 立 . 

选择 s 委 1!, 这 样 0< lz-2|<1 或 1<rcx3z 天 2 那么 | 这 -4|=|(z-2)0zr+2)|=| 之 一 2| 
[rt2| < r+t2 < 

取 邓 为 1 和 sj15 中 小 的 一 个 ,那么 当 0c<lz-2H<S 时 ,lz 一 4|<s 上 成立 .从 而 证 明了 所 需 结 论 . 

考察 某 些 数据 是 有 趣 的 . 例如 我 们 希望 |zz ~4| 过 0.05, 则 我 们 可 选择 8= sis=0.0515=0.01. 为 了 
看 出 确 是 这 样 的 ,注意 如 果 0<|z 一 2|<<0.01, 那 么 1.%9<z<2.01(x 关 2), 因 此 3.9601 < x <<4.0401， 
-0,.0399 之 zz 一 4<0.0401, 当 然 有 | 一 和 <0.05(x 翅 和 .这 些 不 等 式 在 x =2 处 成 立 仅仅 是 一 种 巧 


Pa 
站 - 


如 果 希 望 |x* -4|<6 成 立 ,那么 可 选择 8=1, 这 个 不 等 式 将 成 立 . 
(b) 这 种 情形 的 证 明 与 (a} 题 没什么 区 别 ,因为 这 两 种 情形 都 排除 了 +=2 这 一 点 . 


4 3 2 
1, 证 明 :lim 纤 br + 工 +3_8 


rz~—1 
证 阴 司 要 证 的 是 对 任意 es> 0 可 找到 全 > 小 使 得 < |rz-11<x8 时 有 


站 de 
2z br te +3_(-8) <e 由 于 xz 产 1, 所 以 我 们 可 写成 全 一 = 


3 1 2 _ 2 一 
4 的 夫 了 公 因 于 -50 


半 是 我 们 要 证 的 是 对 任意 e>0, 可 找到 85>0, 当 0<1x-1|<6 时 有 |2x; 一 4zx 7 -3z2+5S<s 成 
立 . 选 8 所 1 我 人 有 0<x<1,x 关 1. 

现 |2x3 一 4x: -3r+5|= zx-1 |2r: -2x S|<dl2r -2r—5|<H(|2z: |+ 12r| +5)<(8+4 
+S)16=178, 取 3 为 1 和 ef7 中 小 的 一 个 ,就 证 得 了 结果 . 


| 3 ,3， | 


12. 设 rz)- a) 作出 图 形 ,(b) 求 加 Fa) 人 求 lim Faz)， 佬 求 Imrtz) 
四 r=3, Ea] 3 
解 吓 ”(@) 对 z>3， l=- 3 -£3 1， 
时 aa 一 = 全 5- -1， 


那么 图 2-9 表示 的 这 个 图 由 直线 y=1,z>353y= -1,z<3 和 点 (3,0) 组 成 . 
(b) 当 x 从 右边 趋向 二 3 时 六 z1, 即 lim f(x)= 1. 从 图 上 看 是 很 明显 的 .为 了 证 明 这 一 点 ,我 
Tr 


们 需 证 的 是 对 任 给 的 >0, 可 找到 830, 当 0<xz-1<68 时 有 if(xw) 一 1|<< 成 立 . 
现在 因 z>1 时 , f(z) =1, 故 对 任 一 正 数 56, 当 0<z 一 1<6 时 ,|1 一 1| 之 始终 成 立 ,因此 结果 得 


(5) 当 从 左 侧 x 一 3 时 ,了 xz) 一 1, 即 lim f(x) 一 一 1. 证 法 和 (b) 题 中 的 一 样 . 
| 
(由 因 im 2x) 天 jim 了 (x), 扬 以 lm z) 不 存在 . 
I 3 
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13. 证 明 limzsin 二 =0. 
自明 ez ”要 证 的 是 对 尾 给 的 。>0, 可 找到 8>0, 当 0 


之 .一 | 之 5 时 有 rain -0 < 成 立 . 
如 果 0< |z | < 那么 | zsn 革 | = ;zl 
sin 工 | < 
可 


si 上 | <<|z1< 8, 办 为 对 任意 的 x0， 
rsin 二 | < ,从 而 完成 
图 2-9 


令 8=e, 当 0<|z|<<$ 时 ,有 
了 证 明 . 
F 0,1 te- 了 的 近 于 1, 从 而 所 求 极 


入 2 
14. 计算 lim Ep 
解 中。 当 .x>0* 时 ,我 们 推测 二 无 限 增 大 ,e; 无 限 增 大 ,。 上 趋 近 


限 为 2. 
为 了 正明 这 个 推测 ,我 们 要 证 的 是 对 给 定 的 <>0, 可 找到 8>D0, 当 0<1zrl< 人 B 时 有 


| 2 ， ?| <。 成 
l+e 
| 2 ] | 
2| - | - 

现在 | l+e 工 ]+e-+ 
由 于 对 拆 有 的 了 ,右边 的 函数 比 上 小 ,所 以 当空 1 时 ,任何 的 部 能 使 上 述 不 等 式 成 亲 . 如 果 0<<e 
2 1 2 、 
(2-1) ,m0cr<ior 3 时 ,有 -一 <。 成 立 


志 


<1, 那 么 当 < 守 1> ,> l,l sn 
co 指 的 是 什么 意思 ,并 证 明 这 个 式 子 是 正确 的 . 


FF AD) 当 0O< zl1 < 时 有 


15. 精确 地 解释 lim 一 = 
xx (xr—1) 
解 号 。 这 个 式 子 指 的 是 对 任何 正 数 M, 可 找到 一 正 数 5( 一 般 依赖 


Cr >M 成 立 . 
为 了 证 明 这 -点 ,注意 到 0<(z “1)*< 志 或 
L > M. 


Ol 


取 闻 = 41Y 太 , 所 要 结果 战 立 . 


16. 给 出 lim 加- =1 的 一 个 几何 证 明 . 
证 明 径 。 作 一 个 圈 , 辆 心 在 口 点 ,半径 04 = OD= 1, 如 图 210. 在 OA 的 
延长 线 上 取 一 点 B,OD 上 取 - -点 局 ,使 得 BD 和 AC 重 直 于 OD. 
本 几何 上 明显 有 
本 三 角形 OAC 的 面积 < 扇形 OAD 的 面积 < 三 角形 OBD 的 面积 
sinp 
即 了 singeosg< 二 6< 于 tang 
加 
2 eg CC |] 用 入 sng 除 各 式 ,得 
COsg 之 -5 所 -了 
图 2-10 Ym 
或 ge sn 上 
Om cag” 


当 0 一 0 时 ,cos0 一 1. 则 im 只 9=1 成 立 


微 积 分 


极限 的 定理 
17. 如 条 lim f(x) 存在 ,证 明 它 一 定 是 惟一 的 . 
证 关 加 。 要 证 的 是 车 jm f(z) = 和 和 lm f(x) =44, 则 4 = 4 由 假设 ,对 任 给 的 。>0, 可 找到 


人 >0, 使 得 

当 0<|z -zl<$ 时 , [f(r) -lef2, 
当 0O<|r -zol < HH， [fix)— ll<el2. 
那么 由 p. 3 不 等 式 2， 


lat t= -Ar+t fx- i fryit' f(r) td! 


即 |2 一 和 | 比 任何 的 正 数 et 无 论 多 小 ) 才 小 ,因此 它 必须 为 0, 从 而 4 = 二. 
18, 如 果 lm g(z)=B0, 证 明 存在 6>0, 当 0<|x- zol<8 时 有 |g(z)|> 广 |B| 成 立 
证 明 只 ”由 于 lim g(x)=B, 则 我 们 可 找到 83>0, 当 0<|z-xo1<8 时 有 |g(z)~BI< 广 1B|. 
Dn 
记 B=B~g(r)+g(zx), 我 们 有 


IB ISIB- g(r) 1+ g(x) I< 1B It g(r) 1 


即 |B|< 去 1B|+ig(z)1, 由 此 得 lg(z)1> 广 181. 
19. 已 知 lim f(x)=A, lim g(x)=B, 证 明 (a) lim[f(z)+g(z)]=A+B， 


(b) lim f(x)g(x)= AB, (c) lim zt 


_1 
) ' 才 Bz0, 
, Fr}_a 
(d) lim gr) B ,车 召 天 0， 
证 明王 (人 a) 要 让 的 有 是 对 任 给 的 E >0, 存 在 8>0, 间 0< rr-aizl<s 时 ,有 1fFCOzy + 
gtT)]-(A+B)|<e. 
利用 p.3 的 不 等 式 2, 我 们 有 


1[FCr) + gl) - (A+ BII=|I[f(z) -Al 


+[g(xz) -Bil flr)- Altigtr)}- Bl. (1) 
由 假设 ,给 定 e>0, 可 找到 刘 >0 和 你 >0, 使 得 
当 0<|zx-zo|<< 耐 时 ， [Fz)-Al<el2, (2) 
当 0< 1z-zro|l< 人 时 ， lg(x) -BI<ef2. (3) 


取 6 为 5.,5; 中 小 的 一 个 ,那么 由 (1),(2),(3) 式 有 
(if(x) +t g(r)l—- (A+t+B}I< elt+el2= es 


fb] [F(zr)g(r)—- AB|=|F(r)[g(x) -Bl+B[IA(7)—All 

[Fiz)||gtr) -Bl+|BI|IF(z)-Al 

|r)| lg(tr) -BIL+(|BI+I)| f(r) -Al., (4) 
关 ire 六 x+) 二 妥 , 故 存在 1>0, 当 0<|r- zo, < WH, | Flr) Al<1,t A-l<FAz)<A+l, 


因此 f(x) 是 有 界 的 , 即 | (x)| < 其 中 是 一 个 正常 数 . 
因 lim g(z)= 忆 , 故 给 定 ED 存在 2 >0, 当 0c< zzn| 加 时 ,gz 了 <e2P. 
由 lim f(z)=A, 给 定 e>0, 存 在 >0, 当 0<|z-zo|< 击 时 ， f(z) -Al< FBTrTy: 
将 这 些 式 子 朋 到 (4) 式 中 ,我 们 有 当 0< |z 一 zol<<6 时 ， 


LAF(z)g(z) -hi<P 襄 +0BI+ID， TD 人 = es， 
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其 中 证 为 癌 ,5, 和 六 中 最 小 的 一 个 ,从 而 完成 了 证 明 . 
(ce) 要 证 的 是 对 任意 的 >0, 可 找到 8>0, 当 


1 11 la(tx)}—BI 
0 < + -zo1< 3 时 ,有 | - | =; 志 I1 Ke 成立 (5) 


由 假设 ,给 定 e>0, 存 在 .>0, 当 0<1lr -zxol<8 时 ,有 1g(z)- 有 < 六 本 ee， 


由 习题 18 , 因 jim gf 一 了 天 0, 则 存在 全 >0, 当 0 | xo 时 ,有 |g(z)|> 方 1B|. 
i 


1 
Be _。 
， 
IB Bl'318| 


形 么 着 比 和 癌 都 小 , 则 当 0<1z 一 1<8 时 ,有 | -二 | -时 守 1< 


从 而 证 明了 所 要 结论 . 

《dy 由 (b) 和 (c) 得 

{zr) 1  ，， ，]。 1 
lim = lim f(x) ey 一 Ji fz) lim Fr) 


i 


这 个 结论 也 可 直接 证 明 { 见 习题 69). 
在 -ze ht es 一 .oo 下 也 可 证 明 上 面 的 结论 ， 
注意 ,在 (a) 的 证 明 中 ,我 们 利用 结果 iF(z) 一 A1< el2 和 glx) 一 BI<e 内 ,以 恒 最 后 得 到 i f(x) +g(z) 
-(A+B)E<s. 当 然 如 果 我 们 用 2s( 或 其 他 的 正 数 倍 ) 联 代 , 这 个 证 明 也 是 正确 的 .对 (b) ci 和 (由 
的 证 明 类 和 伺 的 陈述 也 成 立 . 
20, 利用 极限 的 定理 计算 下 列 各 极限 : 


(a) tim x -brt+d4) = limr’ + limt -6x) + limd 
= Climzr? tlimr ) + tlim— 6) Climr » + limd 
I I m2 z+ "2 
={2)(2)+( -0D)(2)+4= 一 4. 
实际 上 运算 中 的 这 些 中 间 步 又 是 可 省 去 的 . 


(z+ W271) mT m1) 2(-3) 3 


(b) lm rf 37 -3 Hm +r 有 
3 .1 
2 2 一 立 十 到 
(e) 由 习题 19,lim < 五 = lim 下 
-mbt 3T 一 "6+ 工 - 
r rs 
lim2+ lim—3 + tm 二 
hd rm TT 了 一 
lin6+ lml tim 3 
I I rm 


Cd) im 2 mV4+ 丰 2.V + 下 二 2 -im 4 十 三 一 4 
it i VArh+2 oh(v4th+2) 
i 1 .1 .1 
A+ 2+2 4 
(0) Jim SE = lim DEF= tim WE, jm /7=1"0=0, 
+ fr + 0 0 


Em 了 上 


注 : 在 (e),( 中 和 (0) 中 如 果 我 们 不 加 区 别 地 应 用 极限 的 定理 ， 我 们 得 到 所 谓 的 未 定式 下 和 二 ,为 了 


如 过 种 国 坟 注意 在 每 一 种 铺 癌 下 对 要 形 式 作 到 当 的 改变 关于 计算 放 限 的 黄 人 方法 .请 和 第 四 
章 ， 

连续 

21. 证 明 f(x)=x? 在 x=2 处 是 连续 的 . 


"32 


微 积 分 


22. 


23, 


24. 


27 . 


28. 


证 法 1 由 习题 10,limf(z)= 了 (2)=4, 所 以 天 zz 在 x=2 处 是 连续 的 . 
证 法 2 要 证 的 是 对 任意 给 定 的 上 >0, 可 找到 3>0( 依 顿 于 se), 当 |z-2|< 人 时 ,有 
Fr) 一 了 2)|1= -4I<s 成立 .这 个 证 明 可 模仿 习题 10 给 出 的 证 明 


.1 
30 770 在 x =0 处 不 连续 


(a) 证 明 ro-| 
5, 二 0 
(b) 可 以 定义 一 个 (0) 使 得 F(z) 在 z=0 处 连续 四? 
证 朋 好 (a) 由 习题 13,limf(x)=0 但 这 极限 不 等 于 A(0)=5, 因 此 扩 z) 在 z=0 处 不 连续 ， 
(b) 重新 定义 A(z) ,使 得 AL0) =0, 则 这 画 数 就 变 成 连续 函数 了 , 因为 是 仅 通过 重新 定义 一 点 处 的 


函数 值 可 使 阻 数 在 这 一 点 连续 , 故 称 这 点 为 可 去 间断 点 . 
4 _ 5 3 2 
函数 (x)= 全 一 所 3 在 z=1 处 连续 吗 ? 


解 辣 ” 因 fF(1) 不 存在 ,所 以 fx) 在 +=1 处 不 连续 .重新 定义 fx), 使 A = int )= 一 8{ 见 习 
题 11) , 则 函数 在 xz = 1 处 就 变 成 连 鱼 了 , 即 x = 1 是 可 去 间断 点 . 

证 明 : 如 果 f(z) 和 g(x) 在 x = zxo 处 连续 , 则 (a) F(z)+t g(x),(b) ftr)g{zr).(c) 
3)( 若 g(xzo)0) 也 在 =x 处 连续 

证 中 罕 ”在 习题 19 的 证 明 中 到 妨 = f{zo),B= g(x0), 将 0<1r- zol 所 5 改写 成 |z 一 zo1<, 即 
包括 x = zo ,立刻 得 到 这 些 结果 . 


.证 明 {x)=z 在 任 一 点 z= zn 处 都 连续 . 


证 朋 天” 权证 的 是 对 任意 给 定 的 ce 半 0, 可 找到 35>0, 当 |r 一 zo | 之 8 时 ,有 |F(z)- fro)|=1r- 
zo | 所. 选取 5=e, 则 结论 立即 得 到 . 


. 证 明 了 (x)==2xzx’ + 在 任何 点 z= xn 处 都 连续 . 


证 明 师 ”由 于 x 在 任何 点 x= zo 外 连续 (习题 25) ,利用 定理 (习题 24) 连 续 函 数 的 和 和 积 是 连续 的 ， 
因此 zz= ,= 2x 和 最 后 的 2z” Hz 都 是 连续 的 . 
证 明 : 如 果 六 xz)=v>-S,5s<zS9, 那 么 FLz) 在 这 个 区 间 上 连续 . 
证 明 吧 车 ro 是 满足 5< xo<9 的 任 一 点 ,那么 lim f(z)= lim vr-5= rn -5= ftzro), 同 时 
lim vr 一 $=0= FO), lm v5-x=2= ff(9) ,从 而 结论 成 立 . 
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这 里 我 们 利用 了 这 个 结果 : 若 f(x) 在 zm 处 连续 , 则 lim v fr) = Im f(z] = ftxo) .也 可 直 

Tan Tg 


接 用 a3 定义 证 明 . 
下 列 函 数 在 其 定义 域 中 关于 哪些 值 是 连续 的 ? 


(a) f(x) = 管 案 : 除 x+= + 1 的 所 有 r(x = +1 时 分 母 为 0)， 
(b) /(zx)= 轩 人 于 ， 。 管 案 : 所 及. 

(0) /(zD)= 答案 :rz> -10， 

(4) f(z)=10 本 这 ， 答案 :z 天 3 (见习 题 55). 


__ 
I0 tr 3 ,天 3 


te) f(x)= 0 -3 答案 :所 有 +, 因为 lim f(x)= 了 (3). 


(D Flz)= -| 


二 ?7 
局 


解 丰 ”车 z>0,f(z)- 三 下 =0; 若 x<0, f(r)= 2 x 
在 z=0 处 (zx) 无 定义 , 册 除 z=0 外 f(x) 在 所 有 x 处 是 连续 的 ， 
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< | 
(8) ro-| 4 ,人 0 
2， =D. 


解 汪 ”正如 们 中 一 样 , fix) 在 x<0 时 是 连续 的 ,那么 由 lim zz - im 2 lim 2=2= 
0 ,这 就 得 到 了 并 训 在 x 二 0( 从 左 侧 ) 是 连续 的 . 
因此 Fix) 对 所 有 .r 志 0 即 在 定义 域内 是 连续 的 . 
(hy A 中 = .xoxer 二 一 .答案 : 除 0 二 x ,二 27, 土 3x,… 让 的 所 有 x 
(i) Fr) = .rescr, fF(0)= 
解 隔 因为 lmrescxr = lim 二 =1= /0}. 所 以 几 zr) 在 除 +r, 土 2r, 土 3r， 外 的 所 有 处 连续 {与 
{hi 比较 ). 
一 致 连续 
29. 证 明 f(z7)=x! 在 0<x<1 上 是 一 致 连续 的 . 


证 法 1 利川 定义 . 
要 证 的 是 对 任意 给 定 的 se>0, 可 找到 5>0, 当 | 一 xro|<5 时 ,有 |z 一 x0| 之 8, 其 中 5 仅 依 加 二 8， 


而 与 rof0< zo 所 1) 无 关 . 
如 果 工 和 rr 星 0 世 fT 之 1 上 的 任 两 点 ,那么 
[esl= ri il a llltlilr-z0 l=2|1r-w1. 


于 是 车 |x- ro|<5, 则 有 Ix? -zo|<26, 选 取 3= ef2, 当 |z- xo| 气 6 时 有 |z? 一 |<<e, 其 中 53 仅 55e 
有 关 , 而 与 ro 无关, 因此 [x0) 在 0<z<| 上 怀 一 禾 连 续 的 . 

上 面 的 证 法 也 可 用 来 证 明 (x)= 在 0 乞 x 所 1 上 是 一 致 连续 的 . 
证 法 2 函数 /(z)= x 在 贱 区 间 0 和 x 所 ! 上 是 连续 的 ,因此 由 p25. 上 的 定理 它 在 0 所 x 亏 1 上 是 一 至 
连续 的 ,从 而 在 0< xz<1 上 是 一 致 连续 的 . 


30. 证 明 f(z) = 二 在 0< rz<1 上 木 是 一 致 连续 的 . 


证 法 1 假设 态 z) 在 这 个 给 定 区 同上 是 一 臻 连续 的 ,那么 对 任意 “>0, 我 们 应 该 能 移 找 到 8 >0, 假 定 人 
在 0 和 1 之 间 , 对 这 个 区 间 上 的 所 有 zx 和 -z , 当 | 一 z6| 福 8 时 ,有 | 站 zi 一 所 zo)| < 
] 


过 和 


1+E|l _ 
合 个 


3< ,但 是 | . 


没 =8,r0 = 一 那么 |x 一 xo1= ja- = Te 


1+E， 【十 下 


> 因为 0 忆 38< 1) ,从 而 得 册子 盾 , 因 此 (x) = 二 在 0<4<1 上 下 是 至 连续 的 . 


证 法 2 设 Es 和 4 十 合 足 0， ] ) 荆 的 任意 两 点 ,那么 可 通过 选取 -ro 充分 地 接近 0 ,使得 


1 
| Fizo) — flro +8) | = [x mrs = ER 


比 任 意 正 数 都 大 ,因此 这 个 旺 数 不 可 能 是 一 致 连续 的 . 

杂 题 

31. 如 果 y= f(r) 在 7 = x， 处 连续 ,z= g(y) 在 y= ww 人 处 连续 ,y= Pre) 证明 z= 
8[f(x)] 在 x=.xo 处 是 连续 的 ， 
证 限 师 设 夺 T) 一 gr 由 搬 设 x} 和 g(tx) 分 别 在 .zo 和 点 是 连续 的 , 则 有 


im f(x) = 1[ lim x 1 = F(xn), 


bm gly) = gC lmy)= sty) = gl f(zro);, 
那么 | 
lmh(z) = lm gL f(z)]= gl lm fr)]= gflro)] = heo). 
这 就 证 明了 (rc) pin 7) | 在 2 zo 处 是 连续 的 ， 
32, 证 明 p24. 上 的 定理 8. 


33. 


34, 


微 积 分 


证 明 喇 ”假设 六 se)<0, 拓 的 0. 因 为 关 z) 是 连续 的 ,所 以 一 定 存在 一 个 区 同 (aat+ 天 下 >0 在 
这 个 区 间 寺 A(x) <0. 点 集 (a ,a+ 太 ) 有 一 个 上 界 , 故 也 有 一 个 最 小 上 漠 ,我 们 称 之 为 c ,那么 拓扑 委 0， 
现在 我 们 证 不 能 有 ftc) <0. 因为 如 果 f(c) 是 负 的 , 则 我 们 可 找到 一 个 关于 c 的 区 间 ( 包 括 比 c 大 的 
值 } ,在 这 个 区 间 上 f(z)<0, 但 由 于 c 是 最 小 上 界 ,所 以 这 是 不 可 能 的 , 故 一 定 有 f(c)=0, 这 正 是 所 要 
证 明 的 . 

如 果 F(a) >0, 所 8)<0, 同 型 可 证 结论 . 

(a) 已 知 Flz)=2z3-3rz+7r 一 10, 计 算 f(1) 和 fF(2). 

(b) 证 明 在 1< rz 过 2 中 存在 某 实数 x 使 得 f(x)=0. 

(c) 说 明 怎 样 求 出 (b) 中 的 x， 

解 岂 (al f(D)=2017 -301 六 +7(0) -10= 一 4,F2)=202) -3(2)+7(2) -10=8. 

(b) 如 果 f(z) 在 a 所 x 性 5 上 是 连续 的 ,上 且 fa) 和 (58) 异 号 ,那么 在 a 和 上 4 之 问 有 - 值 zx, 满 足 了 
{rx)=0{32 题 ) 
由 于 在 (2) 中 已 经 表明 (1)<0, 了 (2) >0, 内 此 为 了 应 用 这 个 定理 ,我 们 仅 需 注意 到 所 给 的 多 项 式 在 

1 所 x 所 2 上 是 连续 的 ,于 是 在 1 和 2 之 间 存 在 一 数 c ,使 得 f(r) =0 成 立 ， 

Ce) F159)=201.5) 一 3(1,5》 +7(1.5) 一 10=0.,5, 那 么 再 一 次 应 用 (b) 中 定理 ,得 到 所 求 的 根 位 
于 1 和 1.5 之 间 , 且 最 可 能 离 1.5 更 近 些 , 因 为 f(1.5)=0.5 比 f(1) = -4 更 接近 于 以 这 不 总 是 正确 


的 ,但 在 实际 中 这 是 值得 推行 的 ). 
因此 我 们 考虑 =1.4, 由 于 六 1.4)=211.45 一 3(1.4 六 +7(1.4) 一 10= -0.592. 得 到 在 1.4 和 


1.5 之 间 有 一 根 且 这 根 最 可 能 离 1.5 更 近 些 ， 
连续 使 用 这 种 方法 ,如 得 求 精确 到 2 位 小 数 ,我 们 找到 这 个 根 是 1.46. 


证 明 p24. 的 定理 10， 
证 骨 司 任意 给 定 。>0. 由 上 确 界 M 的 定义 ,可 找到 之 ,满足 朵 - 大 =) 妇 e， 


1 1 1 2 
那么 地 = Fz) > ' 因 此 WF 一 Cz) 是 无界 的 , 故 按照 p.24 定理 4 它 不 可 能 是 连续 的 .但 是 如 果 我 
们 假定 f(x) 关 M, 那 么 由 M - /(z) 是 过 续 的 , 则 定 有 页 一 5 也 是 连续 的 ,矛盾 .由 此 这 个 区 间 上 至 
少 存在 一 个 z 工 使 得 F(x)= M. 
同 理 可 证 这 个 区 间 上 存在 -xz, 使 得 f(x)= x 成 立 (习题 93). 


补充 习题 


函数 


35， 


给 出 下 列 函 数 的 定义 城 ,使 其 是 实 的 和 单 值 的 函数 : 
(a) v (3 xr)2rtd),(b) (xr -2 —4), (c) ”sin3z， 
(d) logn( — $x -4x +12), 


_ 3zx+1 S57(—1)—270) +37(5) 1 17 
36. 着 失 2) = 并 ,zz2. 求 (a) 5D 一 200973A5) 0p) jy(- 二 )|， 


(© f27 -3), (dq) f(z)+f (4 ),r#0, 
(9 LE AO) 0, (9 fle}. 


37. 若 f(z)=2z ,0< zr, 求 (a) fr) 的 上 确 界 , (b) f(x) 的 下 确 界 .并 确定 人 Lz 是否 达到 上 确 界 和 下 确 界 . 


38， 


画 出 下 列 函 数 的 图 形 : 
(0) f(z) = zh -3Sa<3, (b) f(x)=2- 区 -2<x<2， 
0 区 女仆 ， 
， 一 2 扫 放 
{c) As (d) fF{x)= 出 (8) flr)= x sinliz, r#0, 
了 I 了 


《二 [zj 其 中 [z]= 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 ， 
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39. 


40， 


45， 
。 fa) 如 果 arctanz 和 arecotz 所 取 的 值 为 p.21 二 的 常规 主 值 ,证明 atctanz + arceatzx 二 nl2. 


Ss0. 


sl., 


52, 


33. 


(g) fCr)= cash , (h) Ar) = ee, 


Of TD 0 /0 

画 出 下 列 函 数 的 图 形 并 回答 这 些 郴 数 是 单 值 晒 数 吗 ? 

(a) Tha +t yp =1, (hb) 1 (ce) y=2pr, (d) y=2ar— 7. 

fa) 从 y= ooer 图 形 出 发 画 出 y= arceosz 的 图 形 . 

(b) 其 包 何 上 说 明 为 什么 arceos.t 是 多 值 函 数 , 并 指出 arceosz 的 一 个 主 值 的 可 能 选择 . 


(e) 利用 ( 占 中 的 选择 , 求 出 arcoos (二 ) ~ arceos{ -二 ) .这 个 值 依赖 于 这 种 选择 吗 ?请 解 灵 


. 甘于 消 数 (a)y 一 arcsecr ,Cb)y= arceotx 回答 习题 和 中 的 (a) 和 (b) 两 部 分 . 
;说明 怎 样 由 已 知 的 y= f(x) 图 形 得 尖 v= tor 上 5) 的 图 形 , 共 中 a ,5 是 已 知 常数 ,说 出 下 列 函数 作 图 的 


过 程 :(a) y= cos3r, (b) y= sn(Sz + nai3), (c) y= tan(nl0 -2.r). 


.作出 下 列 函 数 的 图 形 : 


{a) y=e ! , (hb) y=Inlz|, {c) y=e isinr， 


. 利用 p,21 上 的 常规 主 值 ,计算 ; 


【al arcsinf -yy 312), 
(Cb) arctan{1) ~ arctan{ ~ 1), 
(0) arceot( JN 3) — arceott — 1N3), (d) arcoshy2, 


(e) em 《站 arcsinz + arccosr, — Lr 人 |, 


(g) arcsin( cos2.r) Dr 也 , (bh) arcsin( cos2.r ,rr 3mf2， 


{i} tanh{ arcosh3x),.rA0, (j) cos{2arctanw’ }. 
计算 :{a) cos|lrsinn(ln2)| ，(bj arceosf eoth(In3)1. 


tb} arctant + arctan( 二 )= 瑟 至 也 成 立 吗 ? 请 解 杰 ， 


. 如 果 /(z) - arctanr ,证 明 J(z)+ Jy) 一 久生 之 ), 并 讨论 zy=1 这 种 情形 . 


,证明 arctane 一 atrclan5 = arccoth arccota. 
49, 


证 明 等 式 ; 
(ay 1 —tanhi r= sech: x , fby sn37 = Ssinr - dsin x , 


fcy cos3T = deo x Jeosr , (d) tanh 方 = {sinhr)i(l + coshr), 


tey ln|eser — cotr|=In tan 主 | . 


求 下 列 函 数 的 极 大 值 . 极 小 值 和 最 火 值 .最 小 值 ,并 讨论 在 (0) 没有 定义 或 (0) 有 定义 但 不 等 于 1 的 情 
形 :(aj f(x} (sinr)lz, fF(0) -1, 

【bj fiz)= {sip xr)ir’ FO) 三 上 . 

计算 下 烈 极 限 ,要 求 先 用 极限 定义 ,然后 再 用 极限 的 定理 . 


2 
(a) lim( x -3r+2), (b) lim 5 (c) lm 过 二， 


径 - -2, (6) tim 15 ， in 2 


td) lim ri 


3r—1,zr<0 

wo = ， (al 而 出 上 的 图 形 ， 
2 + TO 

计算 ;(b) lim/{ x), {ce) lim A(x), (d) lim fr), 


(e) lim 了 (zx), (了 imixz) ,并 证 朋 你 的 管 案 . 
计算 (9) fim 六 全 二 站， (hb) im 人 各 02, 其 中 f(z) 是 习题 52 中 的 函数 . 


- 30 - 


微 积分 


354， 


$5. 


61. 


62. 


5, 


67. 


. 证明 (a) lim10 * =0, Cb} i 


(a) 如 果 fz) = z cosl/z ,计算 lintF(z) 并 证 明 你 的 答案 . 


(b) 如 果 六 z= coslz ,zxK0, 了 (0)=2, 则 与 (a) 中 的 答案 仍然 相同 吗 ? 请 解释 . 


用 定义 证 肯 bml0 -we =0 


(b) lim (7), (©) hingf(z). 


求 :(a) im 二 ，(b) lim 各 ,请 从 几何 上 网 明 你 的 结果 


TH 


.如 果 /DD 是 是 56 中 定义 的 画 数 , 则 limf(|.z|) 存 在 码 ? 请 解 菩 . 


. 精确 解释 下 列 各 式 ; 


0. 


解释 为 什么 (a) limsinz 不 存在 , (b) lme “sinz 存在 . 
如果 丈 )- 站 如 村， 计算 :(a) 有 2 tb) ,lim f(z), 
(tc) lim Fx), Cd) lm fx), (ey) lm f(z). 


， 如 果 lim f(z) = 六, 证明;(a) lim A =A, (b) 各 Si 


立 吗 ?能 证 明 吗 ? 
如 果 limn F(z)= 有 ,lim g(x)=B. 证 明 : 
Tn mii | 


Ga) bm f(z) -sg(z)1=4-B，(b lm [af(z)}+ 如 (z)|=ah+ 招 ,其 中 ,6 是 任意 党 数 . 
0 0 
,如果 f(z),g(z) 和 h(x) 的 极限 分 别 是 A,B 和 C. 


证 朋 ;{a) lim {f(r)j+tg(tr) t+ h(x}l=A+B+C, 
fb) jim zg(r)h(z)=ABC, 并 推广 这 些 结果 . 


: 设 /(z)= ro zz0; (0) = 二 ,计算 下列 极限 并 证 明 :(a) lim f(z)， 


wl 


- 如 果 [x ] = 小 于 等 于 的 最 大 整数 . 计算 :(a) tim ls- [x]i, (hb} ba iz-[zx]i. 
Ya. 猜测 一 下 ,上述 的 推广 情况 成 


用 极限 理论 计算 下 列 极限 : 
. 272—1 2 一 37 3xr -1)(2zx+3 
(a) lm, | Bei Sx -3 -| (b) iim lim (3 De 
2 1 2 
(0) Jim (2 了 id) lim 7 (= zs) 


. 计算 lm -2 2( 提 示 ! 设 8+h=z?). 
， 如 果 lim ja 和 lim 2) = B 关 9, 直接 证 明 


im 丰 z - 
jd g(x) 各 
- 已 知 lim sz = 1. 计 算 ， 
(a) lim ez ,{b) lim } ,{€) lim er ， 


. COSaT — OSHT bx — sin2x 
(d) lim( x ~ Wescnz, {e) 加 一 (f) lim 2 em 


(2) lim 1 ~ 2008z + cos? (hy lim 350mr — sindnx 
8 rr TT 地 | ri . 


1 -1 ,证 明 ; 


J 
,6 
,车 Jim 
nh 
ur 


一 hr 2 
(0) 一 (by lm 


>， 
a 
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"37 。 


， tanher 
(ec lim 一 一 
) 0) 和 


72, 正明 lim 六 7) = 上 当 且 促 当 fim Fr) = lim f(r)=1. 
i Tm 


连续 
73, 证 明 Ft)= x 一 3T+2 在 z=4 点 处 连 绪 . 
74. 证 明 f(x)= 二 在 (a) <= 2,(b) 区 间 1<rs<2 上 是 连续 的 . 
75. 研究 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 连续 性 : 
{a) fr) 三 ax 0 FO) = = 人 0, (hb) (x) 二 工 一 {x| , 工 二 作 ， 
四 _ ，，、_ snrr'0<z<l， 
(c) f(r)= 了 (2) =3,r=2,(d) f(r)= I ,1 < x=1. 
75， 如 果 [ +] = 小 于 等 于 .的 最 小 整数 ,研究 f(x)= 工 一 [rj 在 下 列 区 间 上 的 连 钞 性 : (a) 生生 1，[b) 1 过 
I 挝 2. 
77, 证 明 /{x)= x 在 每 个 有 限 区 间 上 是 连续 的 . 
78, 如果 f(r)igtx} 和 gtr) 在 z= zo 处 是 连续 的 ,证 明 六 x) 在 z= mm 点 处 一 定 是 连续 的 ， 
79. 证 明 Fiz) = (arctanr)lr,f(0)=1 在 =0 处 是 连续 的 . 
80. 证 明 一 个 多 项 式 在 每 个 有 限 区 间 . 上 坚 连 续 的 . 
81, 如 果 tx) 和 g(x) 是 多 项 式 ,证 明 所 x)fg(z) 在 满足 gtro) 产 0 的 点 z= x 处 是 连续 的 . 
82， 求 出 下 列 函 数 的 不 连续 点 : 


(a) f(r) = rr (b} fr)= sin Tx#0 (0) =0, 
(0) 7) DOT) IC, (d) f(r)= Tr 


一 致 连续 

83. 证 明 Ftx)= 在 下 列 区 间 上 是 一 致 连续 的 ， 
(a) 0<Tr<x2，(b) 0 寺 x 夸 2, (c) 任何 有 限 区 间 ， 

84, 证 明 rz)= 半 在 0<r< oo 上 不 是 一 致 连续 的 . 


中 .如果 & 是 一 常数 ,fz) = ,证 明 ;(a) 若 320, 则 六 rr) 在 as<zr<xoe 上 是 连续 的 ,(b) 兰 a>0, 则 fx) 


在 sa<z 巡 oo 上 是 一 致 连续 的 ,(e) 放 r) 和 在 0< rel 上 不 是 一 致 连续 的 . 
386. 如 果 f(x) 和 gl.x) 在 同一 区 间 上 是 一 致 连续 的 ,证 明 :ta) FLzy+gfry (by Frlgtz) 在 这 个 区 间 上 是 
一 致 还 续 的 ,叙述 并 证 明 关 于 六 zz)fg(x) 的 一 个 类 和 似 的 定理 . 
杂 题 
87, 给 出 习题 31 中 定理 的 “e-8” 证 明 . 
88. ta) 证明 方 程 mmr = xz 在 下 列 各 区 间 中 有 一 个 正 实 根 : zj/2 < <3r2,3rf2< 工 所 Sml2， 
Sn rTn2, ~. 
tb) 通过 作出 y=tanz 和 y= xz 的 图 形 及 它们 的 交点 ,从 几何 上 说 明 (a) 中 的 结果 . 
{c) 确定 tana = z 的 最 小 正 根 . 
89, 证 明 方程 sanxr= .r 的 惟一 实 根 是 zx =0， 
中，fay 证 明 cosxcoshxr + 1=0 有 无 穷 名 个 实 根 . 
{b) 证 明 对 很 大 的 = 值 ,方程 的 根 近似 于 cosz =0 的 那些 相应 值 . 
91. 证 明 lim 9Cfx) _p. 
£0 SINT 


92, 假定 /(z) 在 + =x 点 是 连续 的 ,而 且 Faxo)>0, 证 明 存 在 一 个 区 间 (zo 一 各 ,xo 二 三), 其 中 心 >0, 在 这 个 
区 间 上 /x) >0.( 见 p.24 页 定理 5).[ 提 示 : 证 明 我 们 可 使 | f(x) 一 f(z)| < 方 /(xo) 成 立 ,然后 证 明 


FA) -Fz)- fr) > 20 


93、(a) 证 明 p.24 上 关于 下 确 界 mm 的 定理 10( 见 习题 34). 
fb) 证 明 p.24 上 的 定理 9 并 阐明 它 与 定理 10 的 关系 ， 
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序列 的 定义 


一 个 正 整数 变量 的 函数 , 记 为 f(r) 或 ,5 二 1,2,3,…, 称 为 一 个 序列 ,因此 一 个 序列 是 
按 一 种 确定 的 次 序 排列 的 ( 即 与 自然 数 的 一 种 对 应 ) 旦 根据 一 种 确定 规则 形成 的 一 个 数 集 &. ， 
zayaiy… 这 个 序列 中 的 每 一 个 数 称 为 一 项 , ws。 称 为 第 项 .序列 按照 它 有 有 限 项 或 是 无 限 
项 称 其 为 有 限 序列 或 无 限 序列 .序列 si ,as ,wy,… 也 可 简 记 为 | 上 
例 1: 数 集 2,7,12,17,…,32 是 一 个 有 限 序 列 ,第 w 项 表 为 z = Fn)=2+5( -上 =52 -3.5 = 上 ,2， 
"rT, 
例 2: 数 集 1,1/3.115,1/7,… 是 一 个 无 限 序 列 , 第 xn 项 为 w=11(24-1) ,n=1,2,3,…. 
无 特别 说 明 ,我 们 将 仅 考虑 无 时 序列 . 
序列 的 极限 
说 有 一 无 穷 序 列 xi ,as ,43,…, 若 对 任 一 正 数 6 ,我 们 可 找到 与 。 有 关 的 正 数 NN, 当 整数 
n>N 时 有 |u, 一 1 之 e 成 站 ,旧称 数 / 为 这 个 序列 的 极限 , 记 为 limw， =1. 
例 : 若 4, =3+1n={3n+1)/n, 这 个 序列 是 4,712,10/3,… ,我们 可 证 明 limw， = 了. 
如 果 一 个 序列 的 极限 存在 ,那么 称 这 个 序列 是 收 伍 的 ,否则 称 其 是 发 散 的 .一 个 序列 收 伍 
于 惟一 的 极限 , 即 如 果 极 限 存 在 , 则 它 是 惟一 的 ,见习 题 8. 
表述 这 种 极限 概念 的 一 种 直观 但 不 严格 的 方法 是 : 若 一 个 序列 ,nw,, ws,… 逐 项 逐 项 地 
越 来 越 接近 于 7 , 则 这 个 序列 有 一 个 极限 i 这 种 方法 常用 来 “猜测 ”序列 的 极限 ,然后 应 用 定义 


淹 定 这 个 猜测 是 否 真 的 是 正确 的 . 

应 该 看 到 函数 极限 和 序列 极限 之 间 的 相同 点 和 不 同 点 .在 定义 lmf(z)=! 中 ,对 所 有 可 
能 方式 趋向 于 无 穷 大 ,函数 都 取得 极限 7 在 定义 limf(n)= 7 中 ,极限 ! 存在 仅 需 沿 某 种 方式 
趋向 于 无 穷 大 , 即 沿 正 整数 趋 于 无 穷 天 , 除 此 还 存在 着 其 他 趋向 于 无 穷 大 的 极限 情况 . 例如 在 
某 种 情况 下 重要 的 是 考虑 函数 A( x+) 当 x 沿 着 有 理 数 序列 趋向 于 co( 或 任何 数 zx,) 时 的 极限 . 


序列 极限 的 定理 
如 果 lima， 三 上 和 limb, = 也 ,那么 


1. lim(a, + 5,)= lima, + limb, =A+B, 


2, lim(a, 一 二 )= lima, 一 lim pb, 二 有 A 一 B， 
3. lim tasb ) = (lima,)' (limb, )= AB, 
lima 


4. lim 皇 = 个 = 全 ,车 limb, = 日 尖 0， 


a lim b 
Hm " 


著 吾 =D,A 才 0, 则 lim 字 不 存在 ， 


车 B=0,A=0, 则 limg* 可 能 存在 ,可 能 不 存在 ， 
5, limas = (lima, )*= A?, 若 At 存在 ,pp 为 任 一 实数 ， 
6. limp” = pr 二 pr ,车 pr 存 在 ,p 为 任 一 实数 . 
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无 穷 大 

如 果 对 每 一 正 数 M ,存在 一 正 数 NI 依赖 于 M) ,对 所 有 的 n >N 有 ay>M, 那 么 我 们 记 
lima,= co, 类似 地 ,如 果 对 每 一 正 数 财 ,存在 一 正 数 N ,对 所 有 的 > N 有 a< -人 ,那么 我 
们 记 lima。 = 一 00, 应 该 强调 的 是 % 和 - ce 不 是 数 ,这 个 序列 是 不 收敛 的 .用 这 种 术语 仅仅 指 
这 个 序列 以 某 种 方式 发 散 ， 
有 界 序列 ,单调 序列 

车 局所 凶 ,n 二 1,2,3,…,MM 是 一 个 常数 (与 #4 无关), 则 我 们 称 这 个 序列 是 上 有 界 的 , 称 
MM 为 它 的 一 个 上 界 . 若 心 空话 , 则 称 这 个 序列 是 下 有 界 的 , 称 wz 为 它 的 一 个 下 界 . 

车 mw 入 uw 祥 M4, 则 称 这 个 序列 是 有 界 的 ,常用 | ,| 扎 P 表示 ,每 个 收 人 证 序列 是 有 界 的 , 反 
之 不 一 定 成 立 ， 

若 4 ,i 实 4; 则 称 这 个 序列 是 单调 递增 的 , 阁 a 11 > 4; 则 称 它 为 严格 递增 的 ， 

类 似 地 , 苦 &, i 所 uw,, 则 称 这 个 序章 是 单调 递减 的 ,而 着 wi 之 wi,; 则 称 它 为 严格 递减 
的 . 


例 1 序列 1,1.1,1.11,1.111,… 是 有 界 的 利 单 阅 递 增 的 , 它 也 是 严格 递增 的 . 

例 2: 序 列 1, 一 1,1, -1,1,… 是 有 界 的 ,但 不 是 单调 递 塔 或 递减 的 . 

例 3: 序 列 -1, 一 1.5, -2, -2,5, 一 3,… 是 单调 递 碳 的 和 无 界 的 ,然而 它 是 上 有 和 界 的 . 

下 面 的 定理 是 一 基本 定理 , 它 与 习题 23 中 证 明 的 {第 一 章 b.5) 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诸 
定理 有 关 . 

定理 :每 一 个 有 界 单调 (递增 或 递减 ) 序 列 有 极限 . 


序列 的 上 确 界 和 下 确 界 


设 MM 是 一 个 数 , ix | 是 一 序列 , 若 4, 安 MM,#=1,2,3,…, 而 对 任 一 e >0, 至 少 有 一 项 比 
Me 大 , 则 称 MM 六 这 个 序列 的 上 确 界 ， 

车 ww 室 砚 ,n 二 1,2,3,…, 而 对 任 -- s >0, 至 少 有 一 项 比 关 + 小 , 则 称 数 m4 为 这 个 序列 
的 下 确 界 . 

请 跟 一 般 数 集 的 上 确 界 和 下 确 界 ( 见 p,4) 作 比较 ， 


上 极限 ,下 极限 


如 果 对 任 一 正 数 =, 这 个 序列 jj 中 有 无 穷 儿 项 比 ! -se 大 ,而 仅 有 有 限 项 比 2+e 大 , 则 称 
数 为 这 个 序列 的 上 极限 (limsup 或 fim). 

如 果 对 和 尾 一 正 数 e ,序列 中 有 无 穷 多 项 比 ! + s 小 ,而 仅 有 有 限 项 比 ! -= 小 , 则 称 数 ! 为 这 
个 序列 的 下 极限 (liminf 或 limn)， 

这 些 与 一 般 数 集 的 最 小 极限 点 和 最 大 极限 点 相对 应 ， 

如 果 序 列 1w, | 中 有 无 穷 多 项 超过 任 一 正 数 M, 则 我 们 定义 limsup | ui = o ,如 果 序 列 中 
有 无 穷 多 项 比 - 导 小 ,4 是 任 一 正 数 , 则 我 们 定义 liminf| wu | = 一 co. 

如 果 lim to = 0%0, 则 我 们 定义 limsup: ws | =1liminfla | = oo， 

如 果 lim wu 三 = 00, 则 我 们 定义 limsup| ,| =liminflu,1= 一 %. 

尽管 每 一 个 有 界 序列 不 一 定 收敛 ,但 它 总 有 一 个 有 限 上 极限 {lim sup) 和 下 极限 (im inf). 

一 个 序列 | zx。 | 收 伍 当 且 仅 当 lim supw =!im infu, = 有限 数 . 


区 间 套 
考察 一 个 区 间 集 [a, ,5, ],n =I,2,3,，…, 其 中 每 个 区 局 包含 在 前 一 个 区 间 中 县 lm(a, ~ 


-dD 


微 积分 


5b, )=0, 这 样 的 区 间 集 称 为 区 间 套 . 
可 以 证 明 区 间 套 的 每 一 个 区 间 含 有 惟一 一 个 公共 的 实数 .这 个 结论 可 用 来 建立 第 一 章 中 
的 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诺 定理 (见习 题 22 和 习题 23) 


柯 西 收 铝 准则 


一 个 序列 fu | 收 分 当 且 仅 当 对 每 一 个 e>0, 存 在 一 数 N, 当 p,g>>N 时 有 |u, 一 ul<e 
成 立 .这 个 准则 的 优点 是 在 证 明 序 列 收 伍 时 不 必 知 道 这 个 序列 的 极限 7. 


无 穷 级 数 


设 和 aayay… 是 一 已 知 序列 , 邻 3 = ,Ss = 二 WS + wy ys 9 = ul 
二 四 下 导读 六- 业 成 一个 新 的 序列 S1,S;,S;,…,S, 是 序列 jw j 的 前 # 项 之 和 , 称 其 
为 ”项 部 分 和 

用 四 + s+ ws +…= yw 表示 这 个 序列 5,,S,, S;,… 并 称 其 为 无 穷 级 数 . 如 果 
lm $, = S 存在 , 则 称 这 个 级 数 是 收 信 的 ,S 为 它 的 和 ,否则 称 这 个 级 数 是 改 散 的 . 

有 关 无 穷 级 数 和 与 序列 相关 的 其 他 问题 将 在 第 十 一 章 中 作 进一步 讨论 


习题 与 解答 
序列 
1. 写 出 下 列 序列 的 前 5 项 
_ 1—(—1)" {—1)"! 
(a) | (| 和 |， Co) | 元 |， 
1 1 1 1 1)"i 24-1 
(d) 全 + 二 + 二 + + 去 |， (te) 和 一 | 
3 5 9 
解 号 (村 ,二 本 :本 和 
(b) 车 ,0, 读 ， 站 


这 一 人 Ee 一 2 A 
(dW 守 ; 了 :下 71 OT 


注意 :zf =1:2.3.4…# ,因此 1! =1,31 =1:2.3=6,51 =1-2.3.4.5=120 等 等 ,定义 0!1 =1. 
2. 要 求 两 学 生 写 出 这 个 序列 1,16,81,256,… 的 第 2 项 和 这 个 序列 的 第 3 项 ,一 位 学 生 给 出 
的 第 = 项 为 4 = n', 另 一 位 学 生 没 有 识别 出 这 种 简单 的 形成 规律 ,写成 ny = 10n? - 35 
+ S07 一 24, 问 哪 位 学 生 给 出 了 正确 的 第 5 项? 
解 二 如果 刀 二 ,那么 二 1 =1,n2 二 2 二 16,w3 二 于 =81,w, = 六 =256, 这 和 这 个 序列 的 前 4 项 
是 一 臻 的 ,因此 第 一 位 学 生 给 出 的 第 5 项 为 ge = 5 = 625. 
如 果 和 = 10n3 一 35n? 十 50n 一 24, 那 入 1 =1,w3 二 16,w3 =81, ws 二 256, 这 也 与 所 给 的 前 四 项 一 致 ， 
因此 第 二 位 学 生 给 出 的 第 五 项 为 xs =01 
两 位 学 生 都 是 正确 . 仅 给 出 一 个 序列 的 有 限 项 不 能 确定 惟一 一 个 第 n 项 ,事实 上 写 出 无 穷 多 种 第 
项 也 是 可 能 的 . 
序列 极限 


3, 已 知 一 个 序 州 的 第 nr 项 为 ,= 并 一 ; (a) 用 小 数 形式 写 出 这 个 序列 的 第 1 项 ,第 5 项 ,第 
10 项 ,第 100 项 ,第 1000 项 ,第 10000 项 和 第 100,000 项 ,并 就 n 一 吕 时 这 个 序列 的 极限 作 
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* 41]: 


-个 猜测 .(b) 用 极 康 定 文 验证 在 Ca) 中 的 猜测 确实 是 正确 的 . 


解 和 多 (a} n=1 总 二 和 n=10 n= 100 1 = 1000 
0.22222.* D0.56000: 0.64444. 0.73827-… 日 .74881… 
n= 10000 nz = 100.000 
0.74988... OQ.74998. 


合理 的 猿 测 是 这 个 棋 限 为 0,75006… = 子 .注意 共有 对 足够 大 的 ,可 能 的 极限 才 可 专 变 得 很 明 竖 . 


5) 我 们 要 证 的 是 对 任 给 的 >0( 厅 管 多 小 ) ,存在 一 数 N( 依 赖 于 8). 对 所 有 >N, 有 | -3|< 


3n-1_ 31 一 Au 19 4t4n+5)、 1 19 
现在 | 车 语 一 3 了 | = 1 < 具有 Hm 或 
1719 
于 (长 -5 
选取 N= 二 4 一 闻 | < < 因此 lim w= 写 , 信 而 完成 了 


证 明 . 
注意 :例如 如 果 ==0.001,N = 了 (190U0014 - 5) = 1186 二 ,这 意味 着 这 个 序列 中 超过 第 1186 项 后 的 


折 有 项 与 于 的 差 的 绝对 入 小 于 0.001， 


。 证 明 :4im 二 =0, 上 中 < 天 0, 户 >0 是 常数 (与 无 关 )， 


证 明码 ”要 证 的 是 对 任意 e>0. 存 在 数 N, 当 n>N 时 ,有 |efn* -0|<e. 


号 | <e 只 有 当 |5<e, 即 风 >LEia> (el)” ,选取 N= (2 人) (与 se 有 关 ), 对 所 
有 的 关 和 NN, 有 | Le 这 明了 into) 
1+2*10” 2 
4+. 二 芭 
。 证 明 1ims 二 3 Tr 


证 明 y 。 释 证 的 是 对 任意 6>0, 存 在 数 N, 当 wn>N 时 ,有 | 人 于 


CE. 


7 
3(57 3-10") 


之 ,只 有 当 <e, 即 当 子 (5+3-10")> 


|1+2°10” 2|. -了 

现在 要 使 | 51 a a 
le ,3°10" > 3e —5,10" > 本 (7/3e — 5) ,n> logw [和 0f3e -5)| = NN, 这 就 证 明了 AN 的 存在 ,从 而 得 到 
了 所 要 的 结果 . 


注意 ;上 述 的 AN 值 是 实 值 仅 当 73e 一 5>0 基 0< e< 5 如 果 E 全 ?115, 我 们 看 到 对 所 有 >0, 都 有 


1+2.10"” 2 
31310" 3 


. 精确 解释 下 列 岗 式 的 意思 ; (a) lim3 = 00,(b) limt!l -2n)= -oo 
解 于 a) 苦 对 每 一 正 数 邮 , 可 找到 一 正 数 NM 与 MM 有 闫 ), 当 > 和 NN 时 有 a > 凤 成 立 ,那么 我 们 记 为 


|imez。 三 oo . 
有 


EE, 


现在 22 一 1. 当 (2n 一 1)log3>logM 即 4>> 坟 (+ 1 ) =N 时 有 3” '> MM 成立 . 
(b) 若 对 每 一 正 数 ,可 找到 一 止 数 N( 与 MM 有关) ,对 所 有 的 n>N, 有 a << 一 和民, 则 我 们 记 为 im， 


-一 5 . 


现在 , 当 2n 一 1>MM 或 #> 让 (M+1)=N 时 ,有 1~2n<-M 成立 . 


应 该 强调 的 星 记 导 吧 和 - ce 用 于 极限 完全 不 是 意味 着 所 给 序列 收 伍 ,因为 和- % 不 是 数 , 相 皮 地 ， 
这 些 记号 是 用 米 描 述 这 个 序列 以 特定 方式 发 散 . 


.4 ， 组 积分 


7. 证 明 若 |x|<1, 则 limxz" =0. 
证 法 1 因为 若 .+=0, 结 果 是 明显 的 ,故我 们 限制 x 去 0, 络 定 。>0, 我 们 要 证 的 是 齿 在 N, 对 n>N 有 
|x” | CE, 现在 要 使 1x* 1= x1*< 之 8 ,内 要 nlogiw |z| 达 logine ,用 logi | z+1 除 两 边 , 因 ]ognw |x | 是 负 的 ,于 是 
得 到 >= AN 这 就 证 明了 所 要 的 结果 . 
证 法 3 设 |z| = 其 中 >0, 册 Bernoulli 不 等 式 (第 一 章 中 习题 31), 对 n>N, 我 们 有 lx"|1=1z1” 


加 一 
= TH Eb ,从 而 lin" =0. 
序列 的 极限 理论 
8. 证 明 ; 若 limu, 存在 , 则 它 一 定 是 惟一 的 . 
证 了 明 赋 我 们 要 证 的 是 车 lim wu = 和 lim uw = , 则 #0 = 4. 
由 假设 ,任意 绽 定 >0, 可 找到 NN, 当 n>N 时 ,有 
因 -< La, -01< 广 es: 


那么 [t= | tu bh + t= 
即 | ~ 4 | 此 和 任 一 正 数 e{ 无 沦 多 小 ) 都 小 , 故 它 一 定 为 0, 从 而 二. 
9, 阁 tima， = 有 A, limb, =B, 证 明 lim(a, + 5,)=A+B. 
证 明 本 我 们 要 证 的 是 对 任意 = >0, 可 找到 N>0, 使 当 n>N 时 ,有 ji(a, + ) 一 (A+B)|<#, 由 
p.3 不 等 式 2, 我 们 有 


la, Fh) -A+tB)I= |(a, - A}+(B, - Blla, ~- AI+1s,— BI. 1) 
由 很 设 , 对 任 给 = >0, 可 找到 NMW 和 N; ,使 得 
当 & > AN 时 月 ja -AT< 本 se， (2) 
当 nn>N, 时 有 | 各 一 了 < 二 ee， (3) 


那么 由 (1),t2} 和 (03) 式 ,对 n>N, 有 
(a+b)-(A+B)|< 方 + 广 =#， 
其 中 只 为 N, 和 NN; 中 太 的 一 个 ,从 而 证 明了 所 要 的 结论 . 
10. 证 明 收敛 序列 有 界 . 
证 明 5 已 知 limw, = 有 .我们 要 证 的 是 存在 一 正 数 P, 对 所 有 的 n>N, 有 1a, | <P 成 立 .现在 au | 
=|a,—A+A|Ela, -A|I tIAT. 
亿 由 假设 ,我 们 可 我 到 N, 当 n>N 时 有 ja, Al<e. 


即 对 ”> 有 |a,|< e+| 上 |， 
若 选 呈 为 数 1ai|,|az|1,，…， ae 和 st+|14| 中 最 大 的 一 个 , 则 对 所 有 的 n 有 |a | 交趾 . 


11. 若 im 刀 = 有关 0, 证 明 存 在 一 数 N ,对 所 有 的 n>N 有 |5,1 > 六 B， 
证 明 吓 ”由 于 B=B~ 如 + 如 ,所 以 有 (D1B1<1B-b|+16,|. 
由 假设 因 lim b, = B, 则 我 们 可 选择 N, 对 所 有 的 a> N, 有 1B -1= 16。 -BI1< 闻 8B. 因 此 由 (1) 


式 ,对 n>N 有 | 也 | 去 二 六 1B1+ | 如 | , 即 | 1> 广 1B1. 
12. 车 lima, -Am ~ 妃 - 证 明 jiaent， = AB. 
证 明 号 ”利用 习题 10, 我 们 有 
| ab, — AB | =| a(b, - B+ Bla, ~ AYESI a tl -BI+I Blla —Al! 
EPI-BIt(B tl)la,-Al. (1) 


第 三 章 序 列 


dd: 


但 因 lma, 


=A 和 iimb 一 B, 故 给 定 e>0, 可 找到 N; 和 NN,, 对 n>NI 有 Ib -BI< 击 ;对 4> NN; 


-二 I 名 
le AS<5BTTT 
因此 取 N 为 和 Na 中 大 的 一 个 ,由 (1) 式 ,对 n>N, 有 |a,b, - 4B|< 二 e+ 村 ce=e, 从 而 证 明了 


结论 . 


13， 如 果 lima， 三 上 和 [ma 一 B 关 0, 证 明 ,; (a) lim 二 = 证 ,Cb) lim 生 一 分 . 


nr 
ou 


证 朋 饰 (a) 我 们 要 证 的 是 对 任 符 的 >0, 可 找到 只 ,对 aa > 六 有 


[|B— 5 | 


| Te 和 


机 一 


由 假设 , 任 给 定 e>0, 可 找到 Nt 当 > Ni 时 有 15 -BI< 广 Be 


同时 由 lim6, = 
那么 如 果 N 取 AN, 和 Na 中 大 的 "个 , 则 对 > NN, 我 们 可 将 (1) 式 写成 


B 关 0, 可 找到 NN,, 当 n> NN, 时 有 | | > 寺 1B|( 见 习题 11). 


从 而 完成 了 证 明 . 
ib) 由 (a) 部 分 和 习题 12 ,我们 有 


加 多 = lim (6 声 )= ma tim 直 = A" 当 一 全 .这 也 可 直 楼 证 明 ( 见 习题 41)， 
14, 用 极限 的 定理 计算 下 列 各 式 : 
【ay lm 37 一 Sm 6 3-35tm 23+0 _3 
Sn + 2 + -co 与 十 2 天 一 加 本 $+0+0 3° 
， ny n mtn 1 2 
(0) lm | hI |- JTJ 
pl tant | 1+0+0 
oN nat | (OTTrO) 一 


Ce) lim(Y 下 十 -vn)= lim(v n+l -vn): tltyn 


td) lm3 = lim 


. 上 _ 
Vi TT 


nm 2 


由 人 了 和 委 各 和 可恨 分 六 为 3 和 人 0, 所 以 这 个 极限 不 存在 . 


因 33 二 4 >3 = 入 ,所 以 可 通过 选 树 n> N, 使 这 式 子 大 于 任 一 正 数 M. 如果 要 求 写 出 ,可 记 为 


3n—1 
3n? + dn 


lim =] = 00., 


2 


m3) (im 折 并 ) =() -= 新 


人 lim 4 


Zn — dn _0 


1 142:10” 


m3 rm 二 10 一 ~-10p 3 


(8) lm srrior 


有 界 单调 序列 


ml0 "+2 = 地 (与 对 十 5 比较). 


i ID ”十 3 


15. 证 明 第 项 为 a = 


限 . 


= 伯 - 和 的 序列 (a) 单调 递增 ,(b) 上 有 界 ,(e) 下 有 界 ,(d) 有 界 ,(e) 有 极 


证 明 三 (a) 如 果 4 这 ww sn 二 1,2,3,…, 则 序列 ju 4 单调 遂 增 ,现在 32+1 一 ?7220 一 7 当日 


3tx+1)}+2” 3x+2 


4 ， 微 积 分 


2 — 27 7 
仅 当 $$ + 3 +2 


或 127 一 373n+2) 宕 (2a 一 7) (3n4 5) ,6n lin—10>6n -lln—35 
即 - 103 一 35. 这 是 成 间 的 ,于 是 道 推 上 而 各 步 ,可 得 | x, | 是 单调 递增 的 . 实际 上 .由 于 -10> 一 35, 所 和 拟 
这 个 序列 是 严格 递增 的 ， 

{b) 通过 写 出 这 个 序列 的 某 些 项 ,我 们 可 居 计 一 个 上 界 是 2{ 比 如 ). 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 必须 证 明 


#2, 如果 (25 -7 了 13+2) 到 2 ,那么 2r--7<6na+T4 或 -4n 裤 11, 这 是 真 的 . 道 椎 上 面 各 砂 , 可 得 2 是 
它 的 -个 上 界 . 


te) 由 于 这 个 序列 是 单调 递增 的 , 首 项 -1 是 它 的 一 个 下 界 , 即 如 写 一 1,n=1,2,3,* -1 小 的 
任何 数 都 是 它 的 下 界 . 


(中 由 于 这 个 序列 有 一 个 上 界 和 一 个 下 界 , 所 以 它 是 有 界 的 ,因此 我 们 可 写成 lu | 所 2. 
(e) 由 于 每 一 个 有 界 单调 (递增 或 递减 的 ) 训 列 有 极限 ,所 以 这 已 知 序列 有 极限 .事实 上 . 


lim 3 3 Zn 7 = lim 4 = 
~ 3 十 2 + a1n 


i6. 过， ! 是 用 弟 推 公 st sl 二 ey du ;tl 三 1 定义 的 一 个 序列 ， 
(a) 证 遇 Jim ie 存在 ,(b) 求 出 这 个 极限 ， 


证 明 中。 (a) 这 个 序列 的 各 项 是 = la = 了 = 对 ,wy =v = 对,.…, 第 项 可 按 数学 
由 纳 法 {第 一 章 ) 证明 表示 成 mw = 3 二 扣 5T 
很 显然 .ui1 守 wu ,那么 这 个 序列 是 单调 递增 的 . 


由 第 一 章 中 的 习 古 14 ,am 天 3 =3, 即 wn 是 上 有 界 的 .因此 tu 是 有 界 的 ( 因 一 个 下 界 为 0)， 
由 十 这 个 序列 是 寡 界 的 ,单调 递增 的 , 故 极限 存在 . 


(b) 设 x 为 所 求 的 极限 ,由 limw = limv 3 ,我 们 有 了 = Y 3z,z=3.( 因 tu 之 1, 另 一 种 可 能 = 
=0 被 排除 了 ). 


另 一 种 求法 ; lim 3 中? “+U2 一 jim 3 2 =3,m,1l 0 = =3. 
17. 验证 下 表 中 所 填 各 项 的 正确 性 ， 


诈 询 


3.1.9,1.8, 7.72 Cu N10, 不 是 不 旺 基 不 
ll DD 是 不 是 不 是 不 
六 -村 ,本 CDe tatl,…| 是 不 是 不 是 是 (9) 
0.6,0.66,0.666,……, 3 (1-110"),- 是 基 不 是 是 ( 寺 ) 
—1,+2,—3,+4,— 5. ,(— 1])"m, 不 是 不 星 不 是 不 


8 Ei (1+ L) = 
证 明 于 。 如果 x 是 正 整 数 ,由 二 项 式 定 理 ( 见 第 一 章 习 题 05) 


(1+.r)" =1+ mr tT Dr te DD 3 


下 一 1 一 下 十 1) 。 
可 二 一 一 一 一 一 


nl 
邻 r= 1in. 


4 = {1+ L) =1+a 1 | 也 (下 一 了 1 1 


nl 
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由 于 在 这 最 后 的 表示 式 中 除 前 两 项 外 的 每 一 项 都 是 ”的 递增 冰 数 ,因此 这 个 序列 ww 基 单 调 递增 

的 . 
由 第 一 章 习 题 二 ,显然 有 

1 1 


+ 过) <1+t1+ 讲 +++ 汕 <1t1 + 了 + 去 + tT 
从 而 ws 是 有 界 的 ,单调 递增 的 , 故 有 极限 .我 们 将 这 个 极限 记 为 。, 其 值 为 。=2.718 28…. 
19, 证 明 lim[1 + 十 】 = e, 其 中 z 以 任何 方式 趋向 oo( 妈 不必 像 习 荐 18 中 沿 正 整数 欧 向 oo )， 


证 骨 晤 ”车 n= 小 于 等 于 2x 的 最 大 整数 , 则 nn 志 rr 之 n+1. 
{i te) < :1) <{1 1). 
m1 
是 (六 -加 (Le 
从 而 有 lm (1+ 十) = 
上 确 异 ,下 确 界 ,上 极限 ,下 极限 
20. 求 序列 2, 一 2,1, 一 1,1, 一 1,1, 一 1,… 的 (a) 上 确 界 ,(b) 下 确 界 ,tc) 上 极限 ,(d) 下 极限 . 
解 号 (a) 上 确 界 =2. 因 为 所 有 的 项 都 小 于 或 等 于 2, 而 对 任 给 的 e>0, 至少 有 -项 {第 一 项 ) 比 2 。 


大 . 
(b) 下 确 界 = 一 2. 因为 所 有 项 都 大 于 或 等 于 一 2, 而 对 任 给 的 >0. 至 少 有 -项 (第 二 项 ) 比 -21E 


小 . 
(c) 上 极限 = 1, 因 为 对 任意 的 这 0, 序列 中 有 无 穷 密 项 (也 就 是 序列 中 所 有 取 值 为 1 的 那些 项 ) 大 十 
1 -8, 而 仅 有 腿 项 (也 就 是 第 一 项 ) 比 1+ s 大 . 
{d) 下 机 限 = ~ 1, 因 为 对 任意 的 :>0, 序 列 中 有 无 穷 儿 项 比 -1+e 小 ( 即 序 列 中 所 有 到 值 为 -1 的 
那些 项 } ,而 妈 有 有 限 项 比 -1-e 小 ( 即 第 2 项 )， 
21. 求 17 题 中 各 序列 的 (a) 上 确 界 ,(b) 下 确 界 ,(e) 二 极限 ,(d) 下 极限 
解 号 ”十 表 中 列 册 了 所 要 求 的 结果 ; 


序 列 上 确 界 下 确 界 上 极限 下 极限 
2 ,1.9.1.8,1.7 ,一 (本 一 1 站 2 无 一 上 一 的 
1, 一 11, 一 1 1 -1 ] -1 

] ] i 1 ma 。 1 _1 
可 ,可 :可 ,一 本 有 1 二 1， 了 计 [i 站 
2 HY 2 zz 2 
0.6,0.66,0.666,.…, 寺 (} -110 )， 3 6 3 3 
—],+2, -3,+4,— St En 无 无 + -oe 


PE 


区 得 套 
22. 证 明 区 间 套 [a, ,5 ] ,2=1,2,3,… 的 每 一 个 区 间 含 有 惟一 一 个 公共 的 实数 . 
证 明 内 由 区 间 套 定义 ,as 关中 术 守护 ,1 2,3… 且 lim(e 一 6,) 二 0, 划 有 加 委 :o 二 有 过 
5 ,序列 1a, | 和 45 | 是 有 界 的 , 且 分 别 是 单调 增 的 和 单调 减 的 ,从 而 分 别 收 化 于 a 和 65、 
为 了 证 明 一 ,我 们 注意 到 
户 一 站 二 (一 + 一 (1) 


[1g—-al 和 bb 1+|ib, a, lt+la, —al. (2) 


46 ， 微 积分 


现 对 任 给 的 s>0, 我 们 可 找到 N, 当 n>N 时 有 


[bob I< el3, lb — a, Il< el3, la, -a |< el3, (3) 


因此 由 2) ,18 一 «1<e ,由 于 是 村 一 正 数 ,所 以 必须 有 一 a=0, 即 6=a， 
23. 证 明 殊 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诺 定理 ( 见 p. 5). 
解 二 ”假定 已 知 的 有 界 无 限 集 包 售 在 有 限 区 间 [a ,851 中 .将 这 个 区 间 等 分 成 两 个 小 区 间 , 那 么 译 少 
有 一 个 区 间 包 含 无 穷 多 个 虚 , 记 这 个 区 间 为 al, ], 再 将 [ai ,有 ] 等 分 成 两 个 区 间 , 我 们 得 到 另 一 个 包 
会 无 穷 多 个 点 的 小 区 间 , 记 为 La; ,加 .继续 这 个 过 程 ,我 们 得 到 一 列 区 间 [a, ,六 ] .n=1,2,3,… ,每 一 个 
区 间 包 含 在 前 一 个 区 间 中 , 且 满 足 hb 一 a, = 下 F 人 ,by 一 ar=(b 一 a)f2= (56a ,ban =(b 
ayl2" … 从 而 我 们 看 到 lini( 号 .一 二. 
由 习题 22 ,这 个 区 间 套 对 应 于 一 个 实数 ,这 个 数 就 是 极限 点 , 故 证 明了 这 个 定理 . 
柯 西 收 伍 准则 
24. 证 明 p.41 上 陈述 的 柯 西 收 敏 准则. 
证 了 朋 埠 必要 性 .假设 序列 fw, | 收 雍 于 4, 那么 对 任意 给 定 的 >0, 可 找到 N, 当 p>N 时 有 [wu 一 i 
<e2, 当 wwN 时 有 [a —-{|<el2, 
从 而 当 p>N 和 gq>N 同时 成 立时 ,有 


[us — uy [= (up — + -wu) lu +l- wu I< el2+el2= €. 


充分 性 ” 仍 设 对 p,g> NN 和 任意 e 沁 0, 有 | 4 一 wy | < ,那么 ww ,wwtl,…; 位 于 一 个 有 限 区 六 中 ， 
即 这 个 集 是 有 界 的 和 无 限 的 ,因此 由 歼 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诺 定 理 至 少 有 一 个 极限 点 , 称 其 为 a. 


i. 如 果 a 是 惟一 的 极限 点 , 则 我 们 得 到 了 所 要 的 证 明 ,lim wu 


了 + = 
a 二 假定 有 两 个 不 同 的 极限 点 a 和 ,不 妨 设 b>>a{ 见 图 3-1). 由 极 
图 限定 义 , 我 们 有 对 无 穷 多 个 p 革 . 
| 
? {up al (8 — a)l3, {1) 
对 无 穷 儿 个 @ 值 ， lu -al<(b—a)l3, {2)} 
那么 由 6-a=(5-u)+(ue -up)t+{u, 一 4), 有 
1b-al=b-aSlb wu lt iu ~ tlu, -al (3) 


将 (1) 和 {2) 式 用 到 (3) 式 中 ,我 们 看 到 对 无 穷 多 个 p 和 4 值 有 | 4 -uw 1 >>(6 a)13, 这 与 假设 (对 
P19> 和 NN 及 任意 e >0, 有 Ius 一 u,1 气 e) 节 盾 . 因 此 仪 有 惟一 一 个 极 服 点 ,定理 证 举 . 


无 穷 级 数 
25. 证 明 无 穷 级 数 ( 有 时 称 为 几何 组 数 ) 


了 n— 
a+ariar 十 … = Dar ， 


(a) 车 |r1 达 1, 则 收 人 就 于 af 一 r),(b) 若 |r| 袜 1 则 发 散 . 


证 明 见 邻 S,=atartar +"t+ar”!，, 


则 5. = artar ttar" ‘+ar" 
两 式 相 减 

(1 —r)S,=a — ar”. 
到 SS, = 


i . 


Cb) 车 |r|>1, lmS, 不 存在 (见习 题 44)， 


* 十 7 


26. 如 果 一 个 级 数 收敛 , 则 它 的 第 = 项 一 定 趋 于 0. 
证 阴 获 国 3. = 机 十 本 十 十 下 和 1 = Hat +a 1 
则 有 Hy 二 
若 这 个 级 数 收敛 于 S . 则 


lm = tim(S, ~ $21) = limS, ~ lim$, = S$- $=0. 


om 


27. 证 明 级 数 1-1+1-1+1-1+…= >》) (一 1)"' 发 散 . 


n—l 


证 法 1 mt - 1)" 考 0, 事实 上 它 不 存在 ,那么 由 习题 26 这 个 级 数 一 定 不 收 敏 , 即 它 发 散 . 


证 法 2 这 个 序列 的 部 分 和 是 1.1-1,1-1+14,1-1+1-1… 即 1,0,1.0,1,0,1,…, 因 这 序列 设 有 极 


限 , 故 这 级 数 发 散 ， 
杂 题 


28. 若 timau, = ,证 明 lim 


HI + Hi t+ 


二 上 
证 明 瑟 念 如 三 如 + ,我 们 要 证 的 是 若 lim mw =0, 则 


1 二 - 
im 一 一 一 一 -一 = 0. 现 在 ， 


Pe nn 


吕 十 W 十 


外 


如 nu nl 


| + Th+2 十 "十 Yi 


1 
器 十 十 十 区 toteto! foolt hoal tt iv, | 
因此 i 多 1 . 


由 于 lim w = 0. 我 们 可 选择 P, 对 n>P 有 |w |<ef2, 那 么 


| wpri +) Yr [1 +| vw | < el2 + elf24 + el2 {n -esi2 < af2 


好 ni 
在 选 了 PP 之 后 ,我 们 可 选 N, 对 n>N>P, 有 


| ut owst | 
一 二 <. 


如 


于 是 利用 (2) 和 (3) ,对 n> NN,(1) 变 成 为 


2 < el2+el2= =. 


故 证 明了 所 要 的 结果 . 
29, 证 明 lim(1+ n+ ni}*=1 
证 了 明 晤 设 (1+a+r=1+z ;其 中 实 0. 现 在 由 二 项 式 定理 


nn D2 A Hes -2 


l+n+n = (+wu)" =1+ nu, 1 


时 


那么 Irate >1+ 到 全 全 和 人 ， 


Sn + ny) 


即 0< aa < » 
nen—ln~-2) 


因此 fima3 =0, limw =0, 从 而 lin(1+ tn) = lim(l+ mw )=1. 


30. 证 明 :对 所 有 的 常数 alim 生 = 0， 


证 明 ee 。 如 果 我 们 可 以 证 明 limda| = 0, 则 结论 就 成 立 了 (见习 题 39). 现 假设 40. 


nl 


二 十, 


£1) 


(2) 


(3) 


= 1 


微 积 分 


31. 


|al” 
nt 


令 那么 各 -= 上 .如 果 足够 大 ,比如 说 n>2141, 并 令 N=[21a1+ 1] 即 小 于 等 于 


He = 


214| + 1 的 最 大 整数 ,那么 各 < 六 
tn b 
全) 


=0( 利 用 习题 7), 故 有 lim xs =0. 


将 这 些 不 等 式 相 乘 得 到 站 < 
因 jrmm (二 ) 


+ 一 一 一 一 ,其 中 | ,a2，"… 是 正 整 


在 3 十 


一 1.… 可 简洁 地 表示 下 面 这 个 式 子 a， 


QQ 十 避 3 十 


用 ai;+ 


ait" 


数 ,这 是 一 个 连 分 数 的 例子 . 它 的 值 定义 为 这 个 序列 cj ,a + + 
当 这 个 极限 存在 时 , 称 这 个 连 分 数 收敛 于 这 个 极限 .这 个 序列 的 逐次 项 称 为 这 个 连 分 数 的 
逐次 渐 近 分 数 ， 和 a1,41,… 在 菜 点 后 重复 时 , 称 这 个 连 分 数 为 循环 的 .已 知 一 循环 连 分 


.(a) 求 出 前 10 个 渐 近 分 数 ,并 估计 一 个 可 能 极限 . (b) 假 定 这 个 极 


+ 于 天 于 
限 存 在 , 求 出 它 的 值 . 
解 饵 (ai 第 1 个 渐 近 分 数 =2， 


人 
第 3 个 亲近 分 数 =2+ 一 一 一 
了 十 一 


ee 


第 5 个 渐 近 分 数 = =2+ 和 = 别 =2. 4137.… 


408 985 
165 一 2， .4142*…- 06 


类 似 地 ,我 们 可 找到 第 6 至 第 10 个 渐 近 分 数 ， 其 值 分 别 为 6 =2. 4140-. 


. 2378 S741 
’ 985 '2378 


由 上 结果 ,估计 所 求 极限 精确 到 4 位 小 数 为 2.4142 是 合理 的 . 
有 趣 地 看 到 如 果 P, /Q, 和 PP,,,/ QQ, 分 别 是 第 4 个 和 第 +1 个 渐 近 分 数 ,那么 第 +2 个 渐 近 分 


P, +2 _ 2P,+1 + PP, 
数 是 中 


关于 连 分 数 的 一 般 结 论 , 见 习题 75(a)， 
(b) 殷 定 这 个 极限 为 x ,那么 显然 有 z=2+ 二 于 是 也 


可 能 为 负 值 ,所 以 它 -- 定 是 1+V2. 这 与 (s) 中 的 估计 是 一 青 的 ,因为 /2 的 近似 值 为 1.4142. 
注意 这 个 连 分 数 可 用 道 推 公式 


2.4142'" =2.414d2* 二 之 .4142… 


2r-1=0, 即 z=1+v2, 因 为 这 个 极限 不 


pa = + Eu ul = 2 


确定 ,如 果 lim w= z 存在 , 则 得 到 z= 24 十 ,与 上 面 一 样 


补充 习题 


列 


， 写 出 下 列 序 列 的 前 4 项 
| CGD)” 
nl 


(a) | | 


本 


_ 第 一 章 序 Ei 
| Ts Do ， | 
(qd) | te) 1 
33, 求 出 下 列 前 5 项 已 确定 的 序列 的 -- 种 可 能 的 第 ”项 和 第 6 贰 . 
(a) - 避 ， i 3 bh) L010 
2 3 
(c) 二 所 ， 0 0 
34, 非 诚 那 契 (Fibenaee 昌 序列 是 这 样 的 序列 上 1 满足 ea = 上 as 一 Ta 一 上 【二 求 出 这 个 序列 的 
前 6 项 .(b) 证 明 第 ”项 为 mw = (e" : 矿 )NS, 其 中 e= 了 (11VS)， (1 -5). 
序列 极限 


35. 利用 圾 限定 头 证 明 ， 
(ay li tn = 一 之 (by lim2 二 = ,fce) lim ne =o0,(d) lim Sm 
月 下 省 3n 十 之 3 ' ne ' i pn : 


36. 车 (aje =0.01.(b}) 8 =0.001.{c) e=0.0001., 求 出 最 小 正 数 N, 当 n>N 时 有 |(3n +2)1(n -1)-3'<e 
成 立 . 

37. 利用 极限 定义 证 明 lm (2 一 DD/(3n + 4) 不 可 能 是 二 

38. 证 明 lim( -1)"n 不 存在 . 

39. 如 颗 i 1 4 =0, 那 么 lm w=0. 反 过 来 正确 吗 ? 

40， 如 果 lim a ,证明 ;ta) lim eu = ;其 中 < 为 任意 当 数 ,tb) lim nr = 性， (0) lim we 二 下, 记 为 正 整 数 ， 
{d) jimw nm = {0. 

4I. 着 lima = A 和 lim = B 才 0, 直接 证 明 lima, /5, = AIB. 


42. 证 明 :(a) lim3""=1,(b) 1 im(2) =1,(c) lim (地 ) -0. 
43. 如 果 ->>1, 证 明 lim ”= .详细 解释 这 个 合 题 的 重要 性 . 

44. 若 |” 之 1, 则 limw" 不 存在 . 

征 . 利用 极限 的 定理 订 算 下 列 各 式 : 


一 393 1G3-VT)VRT+2) “ee BV AI)VRt2) Vv 3n 一 $n 十 4 
{a) Lim ; ch) Ji ~ (cj lm 一 一 一 一 ， 
和 Bd 了 有 了 
(d) I 10" 一 3 10， Ce) lim(vV nT tA) (0) lim{2" + 3°)u". 
“3"10" +2.10°7 Pe ， a 
有 界 单 调 序列 


46. 证明 第 ”项 为 ww =v njn+] 的 序列 (a) 单 测 递 减 ,(b) 下 有 界 ,(c) 上 有 界 ,(d) 有 极限 . 
和 .和 由 = + + + 证 明 lima 存在 ,月 介 于 0 和 [之 间 . 


t+n 2+n 3+n 


48. 车 wr 一 VW TT,m4=1, 证 明 limas = 方 (1 +Y5). 


49. 若 yl = 去 (ww + piu ) ,其 中 之 0 和 a>0, 证 明 lim un =v p, 并 说 明 怎样 利用 这 个 结论 确定 /2. 
50. 如 果 ,是 单调 递增 的 (或 单调 递减 的 , 汪 明 : S,in 也 是 单调 递增 的 {或 单调 递减 的 ), 其 中 5, = w+ wu 


二 
上 二 和 ,下 二 界 ,上 要 要, 下拉 了 
51, 求 下 列 各 序列 的 上 确 界 ,下 确 界 , 上 极限 ,下 极限 : 
(人 一方 . 一 二 让" 1(2a 一 说) 生字, 富 汪 定 Dt D(x), 


{ce} 1,—3,5,— 7 —1)" 1) ,ee 


(d) 1,4,1,16.1,36, nt se 
52. 证 明 -个 有 界 序 列 j er 4 收 敏 的 充 要 条 件 是 1 = lima,. 


微 积 分 


无 穷 级 数 


53. 


54 


$5. i 
$6. 
Ss?. 


求 级 数 > ( 子 ) 的 和 


计算 SC- TD 1f5*. 
7 上 


1 Tt 1 1 有 1 1- 
证 明 :T3153+34t45t" TFTU=1 1 [ 妆 示 : A 7 Tn 
证 明 用 非 零 常数 乘 一 个 元 穷 级 数 的 每 一 项 ,不 会 影响 级 数 的 全 散 性 . 


二 |. 


证 明 级 数 1+ 了 + 已 + 一 + 站 十 … 发 数 .[ 提 示 : 令 S.=1+ 村 + 二 + 心 + 二, 那么 可 证 明 | Sa 一 号 ,| > 


壮 ,这 与 柯 西 收敛 准则 相 矛 盾 ,] 


厅 题 


SR, 
- 车 jima。 = limé, =0,8 与 # eh sinn8) 二 0. 当 8 依赖 于 n 时 这 个 结果 成 立 吗 ? 


74. 


7 


车 对 所 有 的 wn>N, 有 a 所 ww, 志 b， :Htima, 一 lim &, =/, 则 lim zs 一 


. 设 Hs = 二 11+{—1)"}: 四 二 2,3,…, 若 日 = tut rt :证 明 limS,， fn za = 站。 
.证明 :(a) tim n* =1,(b) jnfe+ mm = 了 其 中 和 户 是 常数 

， 若 lim wfa, | = je1<1, 证 明 :lim =0. 

.车 |a]<1, 证 明 lim we" =0, 其 中 常 表 p>0. 


. 证 明 tim nsintin=1. 
. 若 |x| 是 斐 波 那 契 序列 (习题 34) ,证 明 lim wifw = 才 (1+V5). 
.证 明 序列 wu = (1+ 工 )” ,an = 1,2.3，…, 是 单调 递减 序列 , 它 的 极限 为 。.[ 提 示 :; 证 明 w/a < 


- 如 果 对 所 有 的 m> Nas 产 名，lmas=A,limp = 召 ,证 明和 祖 昌 
.车 |u | 所 vw | ;lim mw =0, 证 明 limu, =0. 


1 ,1 1 


证 明 tm 广 (1+ 广 + 洁 +…+ 训 =0 
. 证 明 [ ou ,6, ] 是 一 个 确定 教 。 的 区 间 讲 ,其 中 ,= (1+) ,6,= (+ 工 )” . 


. 证 明 每 一 个 有 界 单调 (递增 或 递减 ) 序 列 有 极限 ， 
. 验证 下 列 各 连 分 数 的 值 : 


(8) 3+3 计 + 六 (3+V13),(b) at -二 证 让 …= 让 (a+Vart4)， 


二 直 址 …= 和 /和 + 1 1 1 1., 
(datprarBr ”TIV a thd 3327" -1 


把 (a) 1741251,(b) Y3 ,CeW6 和 (d) 3.14159 表示 成 连 分 数 . [提示 :在 {b) 上 加 减 比 /3 小 的 最 大 整数 ( 即 1) 


_ 1 1 
得 到 /3=1+03- 1 1 Dp 
热 后 在 (人 /3 + 1)/2 上 加 诚 最 大 整数 ( 即 1) 得 到 


加 - = i =- ee 
WN3+ D2= It- D2= 1 + A 


然后 在 /3 + 1 上 加 减 最 大 整数 ( 即 2) 得 到 
43+1=2+(W3-1)= 


1 
二 了 ， 
TY 
让 以 后 吉 出 和 
已 知 连 分 数 a + 1 1 .>0, 它 的 第 个 浙 近 分 数 是 P,102, ,正明 下 列 各 式 并 用 例子 说 明 ; 


1 TT 十 


第 三 章 序 列 


"$51: 


76, 


77. 


78. 


79, 


(a) P=aP,. 1 t Ps t= a1 + OQ, 2, 

[bj PQ 1 — Pb, 1Q, =(~1)"", 

(ce) 逮 次 源 近 分 数 交 替 地 比 连 分 数 小 和 大 . 

{d) 奇 次 的 渐 近 分 数 比 连 分 数 小 ,但 是 递增 的 ; 侦 次 的 洒 近 分 数 比 连 分 数 大 ,但 是 递减 的 . 
(e) 这 个 连 分 数 总 是 收 敏 的 ， 


(a) 证 明 如 果 P,/Q, 和 PP,.,1Q,.1 是 习题 75 中 的 连 分 数 的 两 个 逐次 渐 近 分 数 ,那么 | 号 二 - 


他 


六 |< 


一 Gr 所 Bz.(b) 求 关 FY3 的 一 次 疡 近 分 数 , 粮 兢 到 2 位 小 数 . 


设 序列 ju, | 澡 足 wz = au ri + bu ,其 中 a 和 5 是 常数 , 称 这 关系 式 为 关 干 uv 的 二 阶 茵 分 方程 , (a) 着 
假定 一 个 解 的 形式 为 xs = ,其 中 x 是 常数 ,证 明 : 一 定 满足 站 一 ar -b=0. 

(b) 利用 (a) ,证 明 这 个 差分 方程 的 解 ( 称 为 ~- 般 解 ) 是 w= Ari + Br ,其 中 妨 ,B 是 任意 常数 ,r| 和 x 是 
让 -ar ~ 了 =0 的 两 个 不 同 解 . (在 fb) 中 若 > = > ,证 明 一 - 般 解 为 1 二 A+ Bn)r?. 

求解 渍 足 已 划 条 件 的 差分 方程 : 

(al wr2 三 Wt1 十 Wri 二 1,ws 三 1( 由 习题 34 比较 )， 

(1) gs = Dt + Se, rt — By tz =5, 


(0) tra = dust = 4a ,Hi = 2 Hz =$, 


{a) 证 明 连 分 数 1+ 了 二 … 的 有 次 疡 近 分 数 是 


1 104+v35 一 人 -YY 
2 | (Ts) Ll vs) [提示 :利用 习题 34]. 


[5b》 在 (a) 中 通过 取 wx~>% 时 的 报 限 , 求 出 这 个 连 分 数 的 值 . 


. 通过 先 求 出 n 次 妆 近 分 数 来 解 习题 73 的 (a) ~ (中. 


第 四 章 导 数 


导数 的 定义 


设 PCz) 在 (e ,6 中 任 一 点 za 处 有 定义 ,如 果 jml 到 sa 人 一 了 ze 极限 存在 , 则 将 此 极 
限定 义 为 /(z) 在 z= zu 点 处 的 导数 ,部 


fF (xo) = jim (1) 
导数 也 可 用 其 他 等 价 的 方式 定义 ,例如 
f(z0) = lim LEAF tim LE tA) fs) (2) 


如 果 一 个 函数 在 x = .zo 处 有 导数 , 则 称 此 函数 在 x = ze 处 是 可 微 的 .如果 F(x) 在 z= 
zo 处 可 微 , 风 它 一 定 在 += ze 处 连续 ,但 是 反 过 来 未 必 是 真 的 (见习 题 3 和 习题 4). 


右 导 数 和 左 导 数 
A(z) 在 = zo 点 的 右 导 数 定义 为 


flxo 十 名 一 flr) (3) 


fi (10) = tim 
当然 要 求 右 端 极 限 存在 .注意 在 这 种 情况 下 当 h(=Axr) 赵 于 0 时 , 它 仅 取 正 值 . 
类似 地 , F(z) 在 z= xo 点 的 开导 数 定义 为 
flro FA, (4) 


fF (ro) = lim 
车 有 端 极限 存在 -此 时 当 趋 于 0 时 仅 取 保值 . 
函数 疙 了 ) 在 z= zo 点 有 导数 当 旧 仅 当 (x0)= 了 (x0). 
区 间 上 的 可 导 性 


如 果 一 个 函数 在 一 个 区 间 上 的 所 有 点 外 有 导数 , 则 称 此 函数 在 这 个 区 间 上 可 导 , 特 别 地 如 
果 fF{x) 定 义 在 闭 区 间 a 所 x 筷 5, 即 [a ,5] 上 ,那么 f(x) 在 这 个 区 间 上 可 导 当 且 仅 当 对 a 艺 
20 挟 疡 上 上 的 每 一 点 xz ,六 (xzo) 存 在 及 六 (a) 和 (5) 存在 . 

如 果 一 个 函数 有 连续 的 导数 , 则 有 时 称 它 为 连续 可 导 的 . 
分 段 可 导 性 


如 果 三 (z) 在 区 间 a 所 + 所 5 上 是 分 段 连续 的 , 则 称 7(x ) 在 这 个 区 间 虐 为 分 段 可 导 的 或 
分 段 光滑 的 .p.24 从 几何 上 列举 了 一 个 分 段 连续 函数 的 例子 ， 


导数 的 几何 意义 
图 4-1 中 用 曲线 APQB 表示 y= f(z) 的 图 形 . 差 商 


QR = Fro + Ar)— flxo) Az) — flxo) = tang {5) 


第 四 章 导 数 


"3 。 


是 曲线 上 连接 己 和 总 点 割 线 的 斜率 . 当 Ax-*0 时 ,这 割 线 趋 近 于 曲线 在 已 点 处 的 切线 PS , 那 
么 


- fx + Ar) — flrn) _ SR 
m -一 一 


li = tane (6) 


Sr Ar PR 
基 有 曲线 在 已 点 处 切线 的 斜率 . 


全 


图 4-] 图 4-2 


曲线 y= 并) 在 点 Cro ,了 (ro0)) 处 的 切线 尹 程 为 
y— Frol= f(rolr— zo). (7) 


图 4-2 从 几何 上 表明 了 这 样 一 个 事实 :函数 可 以 在 一 点 处 连续 沁 不 可 导 , 由 图 中 可 见 在 忆 
点 处 有 两 条 切线 PM 和 PN ,它们 的 斜率 分 别 是 (x6) 和 (x6) 


微分 
令 Ar= dr 是 关 十 r 的 一 个 给 定 增 量 ,那么 
Ay = flr +Ar)— F(z) (8) 
称 为 函数 y= f(z) 的 增 娘 .如果 f(x ) 在 一 个 区 间 上 是 连续 的 旦 有 连续 的 导数 ,那么 
Ay = f(rAr te ArT = (rdr te dr (9) 
其 中 当 Ar 一 0 时 e 一 0. 表达 式 
dy = f (x)der (10) 


称 为 y 或 F(z) 的 微分 或 Ay 的 主 部 ， 注意 一 般 此 Aydy. 但 是 如 果 Axr 一 dx 很 小 ,那么 ay 是 
Ay 的 一 个 很 好 的 近似 ( 凡 习 题 11). 量 dx 称 为 zx 的 微分 ,qy 不 必 很 小 . 
由 于 (8) 和 (10) 式 的 定义 ,故我 们 弟 写 成 


dy f(r) = lim 
要 强调 的 是 dx 和 dy 不 是 Ax~r0 时 Ar 和 Ay 的 极限 ,因为 这 两 个 极限 邦 为 零 ,而 dx 和 ay 
不 一 定 为 零 .换言之 ,已 知 dx ,我 们 由 (10) 式 确定 dy, 凤 对 一 个 已 知 的 x ,dy 是 由 独立 变量 dx 
确定 的 一 个 相关 变量 . 


frtan) -flr) jn hy (11) 
A 


A TT 


.44 ， 微 积 分 
几何 上 ,对 特定 的 x = xo,dy 就 是 图 4-1 中 线段 SR ,而 Ay 就 是 线段 QR 


求 导 法 风 
如 果 f,g 和 4 是 可 微 函数 , 则 下 列 求 导 法 则 成 立 : 
1 Ef tea) = /a) tg(r)= f(r) ty (z), 


2. Eif(r) g(r) = f(z7) Fale)=f (re) g(x), 
3. 估 |Cfz)1=C 下 f(z)= CF(z),C 是 任意 常数 ， 


4. 是 lz)g(zjl= fr) sr) t g(r) dr)= f(a)g (zr) + f(r)alr), 


a a 
d fs)| -Sd FOE) gs)f(e) -f(z)g(x) 若 (azx0 
dr [g(x) [g(x)] [g(z) 了 ， ， 


6. 若 y= 了 (w),w=g(x), 则 


5, 


多 = 多 - 肥 一 (0) 名 = f lg(xr)l* g {x). (12) 
类 似 地 ,如 果 y= 了 (a) ,w=g(v),v=h(r), 奢 么 ， 
dB _ ddudv 

dr dudvdr (13) 


(12) 和 (13) 式 常 称 为 复合 函数 的 链 导 法 则 | 
7. 车 y=f(z), 则 z= (y), 红 和 经 的 关系 是 


di (14) 


8. 若 t= 了 (zt) 和 y=g(#), 则 


dy dyladt _ fF {rt) 
dr driladt g(t) (15) 


类 似 的 规则 可 套用 到 微分 上 .例如 
dlf(x) + gtx) = df(x) t+ de(r) = f(r)dr tg (xr)dr = 1f (rz) + g (x)ldr, 
dif(r)e(tr)!l = flx)dg(x) + gtr)adf(r) = {f(xr)g (x) + g(r)f (x) dr. 


特殊 函数 的 导数 
以 下 假定 是 z 的 可 微 冰 数 ;车 “= z, 则 9% =1. 反 函数 是 按照 第 二 章 中 给 定 的 主 值 定 


义 的 . 
d 一 ad 上 x-1du 
1. (CC)=0, 2. I ne  ， 
3 dinu =o0su de 4 dau= sinu ds 
“dr dr’ “dr dr 
5. Etanu= sed uP, 6. ootu= -osc ue, 


7 A eeu =sec tan du 8 es 二 -tse cota ee 
" dr WAN jr? “dr WO A 


d _ logsedu d _d, _ lau 
9, Trlog,n Zr > Dial, 10, 37loguu 去 如 v mar? 
d uo du ad Pi a du 
ll. 7 =u ee 12. 7 = Tr 
13. acsinu———l du 14. tcposu =- 1 du 
Ein i A Ti 
df 1 du a _ 1 Adu 
15. 下 actan TE dr 16. A ceotu | a 
17 也 1 ”duj 取 正 , 阁 w>1， 
"AtCsecH 一 -3 
dr i 二 1dr ( 取 仙 ,车 < -1， 
18 也 _ 1 du | 取 负 ,车 >1， 
,Arccsen 
dr wu Vu 1dr | 取 正 ,车 w< 一 1， 


do du dp inh du 
sinha = cosha 20. TECoshu sinhu 7， 


19. 去 A 

21 ， Etanhu =sechiu 呈 ， 22 ， cothu = 一 cach?w 4， 

23 . Esechu = — sechutanhu 玫 ， 24. Ecschu = 一 cschucoth 经 ， 

25. Faninhu= i, 26. 大 qcoshu = 一 经 ， 

27. Fartanbu = Pl [<t, 28. Farcorhu= 到， | >1. 

29. Carsechu = -一 30. arcschu = ~ - a 
高 阶 导 数 


车 f(z) 在 一 个 区 间 上 是 可 微 的 , 则 它 的 导数 用 了 (x),y 或 dyjdz 给 出 ,其 中 y= f(x). 
车 六 (zx) 在 这 个 区 间 上 也 是 可 微 的 , 则 它 的 导数 用 "(2),y 或 久 ( 错 = 所 学 表示 .类 似 地 


f(x) 的 阶 导数 ,如 果 它 存在 , 则 用 J" (zx),y "或 5 表示 ,其 中 * 称 为 这 个 导数 的 阶 . 内 


此 一 阶 , 二 阶 , 三 和 阶 ， 一 导数 分 别 用 Fr Fr) ， 关 (z) 给 出 。 
高 阶 导 数 的 计算 通过 重复 应 用 上 面 给 出 的 微分 规则 进行 
中 值 定理 


罗 尔 定理 :如 果 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 微 , 且 f(a)= 了 (5) ==0, 那 么 在 


(a) 内 存在 不 使 得 广 (6 =0， 
2. 中 值 定 理 : 如 果 了 (x) 在 (a ,5) 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 微 , 则 在 (a ,8) 内 存在 一 点 ,满足 


A = fa) pyle),a < e<b. (16) 
一 
显 见 罗 尔 定理 是 中 值 定理 的 特殊 情况 . 
结论 (16) 可 用 各 种 不 同 的 形式 表 出 .例如 若 zx 和 .zs 是 (a,5) 内 的 两 点 , 则 
Fr) = firo) + FE Cr 一 ro) 在 ze 与 二 之 间 ， {17) 


我 们 也 可 令 p=a+ 上 8 写 出 (16) 式 .在 这 种 情况 下 <=a+ 久 ,0<0<1， 
3. 柯 西 {Cauchy) 中 和 值 定理 :如 果 f(x) 和 gt{zx) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 微 ,日 g(a) 
关 g(B), 了 (x),g (x) 不 同时 为 零 , 则 在 (a ,的 内 存在 一 点 上 满足 
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HO fla) FCE) 
glo) = g(a) gl#)'e <b (18) 


4. 泰勒 (Taylor) 中 值 定理 :如 果 f(z) 在 [a ,5] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 微 ,那么 在 (4,65) 
中 存在 一 点 &, 满 足 


ONE a 00 二 4 | R,, (19) 


Fb) = fla)+ Fla)tb —a)+t 
其 中 R, . 称 为 余 项 ,可 以 用 下 面 哆 种 拒 式 表示 ; 


拉 格 朗 日 [Lagrange] 形 式 : 
n+]} _ +1 
R= ,a < eb, (20) 
柯 西 形式 ; 
二 十 了 
R= A (Ob Ga) ,< < (21) 


见习 题 26,81 一 84, 在 这 两 种 形式 中 & 的 值 一 般 是 不 同 的 . 
(19) 式 可 用 不 同 的 形式 表示 . 例如 昔 z 与 zo 是 (a,5) 内 两 点 , 则 利用 余 项 R, 的 拉 格 朗 


日 形式 有 
本 了 一 区 m+1y — x #+l 
flr) - fz) 4 fr) te ar EA “ 全 7 
(22) 
其 中 在 z 与 zo 之 同 .这 常 称 为 带 余 项 的 泰勒 级 数 , 旦 常用 一 多 项 式 近 似 表示 f(r), 而 R， 
古 误 盖 项 . 


在 (19) 式 中 ,如 昌 limR。=0, 那 么 由 此 得 到 的 无 穷 级 数 称 为 F(z) 关 于 x = ru 的 一 个 泰 
勒 级 数 . 若 z= 0, 则 称 这 个 级 数 为 麦 点 劳 林 ( Maclaurin ) 级 数 . 这样 形式 的 级 数 邦 称 为 需 级 数 ， 
一 般 地 它 在 某 区 间 的 所 有 z 值 上 都 收 化 ,而 在 这 区 间 外 面 的 所 有 z 值 上 都 发 散 ,我 们 称 这 个 
区 间 为 收敛 区 间 ( 见 第 十 一 章 中 的 进一步 讨论 ) 

在 泰勒 中 值 定理 中 , 除 特 别 声明 ,我 们 都 假定 余 项 写成 拉 格 朗 日 形式 ， 
特殊 展开 式 

下 面 列 出 的 都 是 一 些 重要 展开 式 . 在 每 种 情形 下 余 项 R, 都 可 以 通过 (20) 或 (21) 式 得 到 


了 3 人 

] ， 刀 二 14+7r+ + 之 十 十 工 十 民 
1 | 
。 六， 


21 3! 
、。 rr x zr 《 -- 和 2 
Sn 31 + $1 71 | | a DT + Rs 
. Le tt! Ea (—1)" zr" 
3. cos.r = 1 51 1 4 -1 二 +R 


? 3 -1 _n 
4， nl+e)=7 + DD + 民 
2 3 4 由 
3 3 7 


5 ， 关 TY x Ea CD)" 7 | 
，arctan 工 二 工 一 本 + 全 一 河 5 + R,. 


在 1~3 式 中 ,对 所 有 的 z 都 有 jimR.=0; 在 4 式 中 对 -1<z 和 1 有 JimR.=0 在 5 式 
中 ,对 一 1Sz> 科 1 有 lmRo=0. 有 关 这 些 展开 式 将 在 第 十 一 章 中 作 进 一 步 讨论 . 
洛 必 达 {L' Hospital) 法 则 

如 有 果 lim fx)=A, lmg(z)=B,A 和 B 或 者 都 为 0 或 者 都 为 无 穷 大 ,那么 我 们 常 称 
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im 公约 分 别 让 1 或 习 的 未 定式 .尽管 这 种 术语 有 点 误导 ,因为 通常 不 涉及 极限 不 确定 的 问 


题 ., 下 面 称 为 洛 几 达 法 则 的 定理 使 得 计算 这 种 未 定 眠 变 得 很 简便 . 
1 . 如 要 im f(z) = lim g(t)=0, f(z 和 gtz) 在 际 ro>yr 外 的 区 间 ta,5) 上 是 可 微 的 ， 


生 g(x)#0 及 im [ 攻 开 极限 存在 ,那么 


f(xz) _ im (7) (23) 


lim gl) en gr) 

若 六 (zr) 和 g(xz) 具 有 像 上 面 给 出 的 f(x) 和 g(x) 所 具备 的 一 切 条 件 , 那 么 这 个 过 程 可 
以 重复 进行 . 

2, 大 | lim f\x)= co mg) co , 则 结论 f23)? 也 是 成 立 的 . 

这 些 还 可 推导 到 T oo 或 7T 下 一 吕 和 .ro =a 或 7,= 轧 , 这 最 后 一 种 情况 仅 涉 及 到 一 侧 极 
有限 x 一 a' 或 x 一 5 . 

对 所 谓 的 未 定式 0:%,c2", 信 ,1Y 和 oo 一品 表示 的 极限 可 以 化 为 一 种 恒 等 的 极限 ,而 这 种 
极限 可 以 应 用 上 面 的 法 则 ,从 市 把 工 述 的 本 定式 计算 出 来 ， 

有 时 这 种 极限 利用 厅 勒 中 值 定理 计算 更 简便 ,比如 习题 32 和 习题 36. 


应 用 
1, 极 值 假定 在 z=.ro 处 f(z) 满足 
Firo)= Fro)= = f(r) = 0 (70) A 0, (24) 


其 中 必 为 某 正 整 数 ( 通 党 p=1), 则 
(a) 苦 (xo)<0, 则 f(z) 在 z=zxo 处 取得 极 大 值 . 
(bi 若 (x0)>>0, 则 了 zx) 在 z= zo 处 取得 极 小 值 . 
见习 题 39. 在 实际 中 ,为 了 求 一 个 可 微 函 数 的 极 大 值 和 极 小 值 ,我 们 先 解 方程 (x)=0 得 到 
临界 点 zo .然后 利用 (24) 式 .几何 上 因为 极 大 值 点 或 机 小 值 点 + = ro 处 ,曲线 y= 所) 的 切 
线 -- 定 是 平行 和 + 轴 , 所 以 必要 条 件 六 (xo) =0 一 定 成 立 . 

2. 变化 率 我 们 可 以 将 绀 = 广 (z) 解 释 成 Jy 三 了 (xr) 关于 文 的 变化 率 . 若 广 (xzo)>0, 则 


在 T=xzo 处 ?了 足 递 增 的 ; 若 六 (x)<0, 则 在 z= zo 处 是 递减 的 ， 
3, 速度 和 加 速度 ”如果 * 是 … 个 粒子 从 一 直线 的 口 点 出 发 在 时 间 上 时 的 瞬时 位 称 ,那么 


过 就 足 它 在 : 时 记 的 肯 时 速度 ,@ .是 它 的 有 明基 加 速度 


习题 与 解答 
导数 
1. 设 FLz)= 3 工 ,> 夫 3, 从 定义 出 发 计算 (2). 
外 汪 0- 四 人 2- 妇 汪 (这 和 5) 二 育 了 有 - 娩 了 -6 


注 : 利 肌 闪 疝 水 站 在 本 数 丰 在 交 疡 有 工 处 有 三 (zh = 


3- rs (31 7) G+z) 生 G- z) (3-zD (rz 1) $6 
(3 一 (3— ry (3-2r) 
邻 z 一 2, 得 (2) 一 6. 尽 管 这 些 法 则 是 肖 用 的 ,但 还 是 得 并 慎 , 不 能 不 加 区 草地 应 用 (见习 题 5). 


微 积 分 


2. 设 Flz)=v2z-1, 从 定义 出 发 计算 产 (5). 
FGS+h)- Fl5) _ ， w9+28 一 了 
解 吕 了 0 四 全 lim 


im V9t2h~3 9 二 2 +3_1 9+2h-9 

4 及 w++2 3 Hmphtv DT 二 3) 
=im -一 -= 十 

ivV9+26+3 3 


利用 基本 求 时 法 则 ,我 们 有 广 z)= 是 (27 -1)P2= 放 0Cz-DE(2z-D=(2r-1) 寺 则 5)= 
-1 

9 中 = 也 

3, 若 f(z) 在 z= zo 处 有 导数 ,证 明 flx) 在 z= xo 点 处 一 定 连 续 . 


证 明史 f(th) -f(z0) = tf ,0, 


由 假定 产 (zo) 存 在 , 则 jsf(zo+ 和 一 zo) = 人 于 一人 mh = f(z0)-0=0 


由 


于 是 有 iimf(xo +h)- f(zo)}=0 或 lim fro +5)= f(zo) ,这 就 证 明了 所 zx) 在 z= zu 点 处 是 连续 的 . 


、 四 zsinljz， > 天 0 
4, 设 f(z) 二 0， z-0, 


Ca) f(z) 在 z=0 点 连续 网 ? (b) f(z) 在 x=0 点 有 导数 吗 ? 
解 隔 {a) 由 第 二 章 22(b) 题 知 f(x) 在 x=0 点 连续 . 
hsin -0 


(pb) FOO) = im A 全 一 下 0 = 各 fA) -ln 大 =limsin F ,这 个 极限 不 存在 , 即 


杞 zz) 在 x+=0 点 不 可 导 . 
这 个 例子 说 明 妈 使 一 个 函数 在 一 点 姓 是 连续 的 ,但 在 这 一 点 不 一 定 是 有 导数 的 , 即 习题 3 中 定理 的 


道 命 题 不 一 定 成 立 ， 
我 们 可 以 构造 这 样 一 个 区 数 , 它 在 个 区 间 上 处 处 连续 ,但 处 处 没有 导数 . 


， 加 zsinljx, 工 夭 0， 
5. 设 /Co z=0, 
(a) f(x) 在 z=0 点 可 微 国 ?(b) 大 (zz) 在 工 =0 点 连续 吗 ? 
解 忠 。” (a) 由 第 二 章 习 题 13,f(0) = lim A AO) = Js =limhsin 广 =0, 那 么 fz) 在 
x=0 点 有 导数 (是 可 徽 的 ) , 它 的 值 为 0. 
(b) 从 基本 的 求 导 法 则 , 若 = 天 0, 则 


息 管 (0) 存 在 ,但 由 于 lf/(z) 一 timn( wos | +2xsin 上 ) 不 存在 (因为 ingeos 小 不 存在 ) , 故 F(z) 在 


这 
z 一 0 点 不 连续 . 
这 表明 我 们 不 能 简单 地 通过 计算 产 (z) 和 令 上 =0 来 计算 产 (0), 正 像 基 本 微 积分 中 假定 的 那样 ,这 
个 过 程 能 给 出 正确 答案 仅 当 函数 导 狼 在 这 一 点 是 连续 的 ,但 这 对 在 基本 微 积分 中 出 现 的 大 部 分 函数 来 说 
怡 好 大 真 的 ， 
6. 给 出 f(z) 在 z=zxo 点 导数 的 “es-6" 定 义 . 


解 司 。” 若 对 任意 给 定 的 >0, 存 在 5>0, 当 0<14|<5 时 ,有 He th fre) po ,) <s 成 
立 , 则 称 A(z) 在 z= xo 点 有 导数 广 (zn). 
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右 导数 和 左 导数 
7. 设 fz)=|x|,(9) 计 算 fir) 在 x=0 点 的 右 导数 ,(b) 计 算 f(z) 在 x=0 点 的 左 导 数 ,(c) 
XT) 在 x=0 点 有 导数 吗 ?”(d) 从 隐 数 图 形 说 明 (a),(b),(c) 中 的 结论 . 


解 秆 [a) 因 上 >0 时 , ||= 点 ,所 以 


产 (0) = lm TAD jm LR jm 
n+ 站 0 h not 上 
(bl 因 A<0 时 ,| | = 一下, 故 
上 
FO) = lim A A - lim -9 - lim h 机 
Fl 0 hm SN、 证 
| S 3 


(ce) 不 存在 ,因为 右 导 数 和 左 导数 不 相等 . 
《d) 图 3 中 画 出 了 所 要 的 图 形 .注意 到 y=x 和 y= 
一 的 斜率 分 别 为 +1 和 一 1, 代 表 了 函数 在 x =0 点 的 右 
导数 和 左 导 数 ,但 是 明 数 在 .x =0 点 的 导数 不 存在 . 图 4-3 
8. 证 明 f(t)= 2 在 0 委 z 扫 | 上 是 可 微 的 . 
证 明 晤 ” 设 zz 满足 0<zo<<1, 则 


四 
f(z0)= 网 全 + Fre) jn + 


1 
号 
全 


= liml276 + A) = 2zny 


在 句点 z= 由 上 ， 
,2 
0) = lim 0+ 6) — /0) 二 im 全 二 由- lim £ = 小 ， 
PE 上 ht 1 h0t 
在 端点 =! 上 ， 
2 
f (1) = lim rR DD -mtri IT- im (2+ 有) =2. 
上 一 ht 5 0 h Ea 


从 而 所 了 ) 在 0 委 z 科 1 上 是 可 微 的 ,对 这 个 区 间 上 的 任何 点 x ,我 们 可 记 f(x)=27x ,此 时 习惯 记 产 (0) 
= FO 1)= (1). 


9. 求 曲线 y=x? 在 下 面 点 上 的 切线 方程:(a)z= 子 ,(b)z=1. 


解 5。 自习 题 8.F(z,)=2zo.(a) 才 六 (十)=213, 则 
切线 方程 是 *- x)= f(xo)(r xo)， 


[1 _ 2 1 2 _1 
即 y- 误 = 计 (< 于 上 ?= 二 z -二 
(by 正如 ta) 中 一 样 ,y 一 站) = 六 (D(x 一 1， 

1 


=2t rt-1),R y=2r—1. 


1 


微分 
10. 者 y= f(z)= zx -6z, 求 ;ajAvy,(bldy,(c)Ay -dy. 
和 解 呈 (aay = f(rtAr)- Flr)=1(rt Ar) 6crtar)) ix’ 一 各 
= 7 +3riArt3rtAry +tAr -6r—6Ar—r +6r 
= (3 6 +3r(Ar) + (Ar). 
(b) dy= Ay 的 主 部 -= (3x -6)Ar=(37? 一 6)dzx, 因 为 由 定义 Ar= dr. 


注意 f(r)=37x: -5 和 dy= (3r? -6)dz, 即 牧 =3z 一 6. 必须 强 调 的 是 dy 和 dx 不 一 定 很 小 . 


(ce) 由 (a 和 (hb) ,Ay- dy=3rtAr) +(Ar) =e'Ar, 其 中 e=3x'Axr + (Ar)’， 
注意 当 Ar 一 0 时 e 一 0, 即 当 Ar0 时 sy 一 0, 因此 Ay 一 dy 是 一 个 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 量 ( 见 


* 59 ， 


激 积 分 


习题 92)， 
当 Az 很 小 时 ,dy 和 Ay 近似 相等 . 
11, 利用 微分 近似 计算 25. 
解 唔 ”车 Axz 很 小 ,Ay= (r+Ar) 一 /xz) 近 似 地 等 于 (zx) dr. 


令 fir) = 了 77, 刚 Y TAR -心计 + WAT( 这 里 “" 表 示 近 似 等 二) 
苦 z=27 和 ar= -2, 则 有 


72 3 


5 a3 一 2127 或 2.926. 


有 趣 地 看 到 (2.926) =25.05, 因 此 这 个 近似 值 是 相当 好 的 . 
求 导 法 则 ,特殊 函数 的 导数 


12. 假定 f 和 g 是 可 微 函 数 ,证 明 公式 


a yd, yd 
zr g(r) = /fr) FRR) + Bx) Ter) 


证 法 由 定义 


Ana) = lm + Aral + hz) ~ fe)elz) 


jm Ft A) g(r tAr) ~- g(x)| + g(r) | fx + Ar)— F(z) 
Az 


ar 


= bin f(z + hr) | EE+ RE) EE f+ Ahn) -A 


+ limgtz) 
= f(z) Eglr) + g(x) EF(z). 


证 法 2 令 w= 了 (iz),v=g(z), 则 Auw= f(xztAr)- fr 和 Av=e(rtAr) -gtr),B Fr+Ar)= 
# Au, grt+AT)= vt+AvW 而 


(ut Au)vtA 一 am -1 直入 
一 一 一 一 = lim 
Ar Ar 上册 了 


EC) = lim 


pm EAA) 
= 


这 里 要 注意 当 Ax 一 0 时 Av 一 0, 因 为 wv 假定 是 可 被 的 ,从 而 基 连 续 的 . 
13, 车 y=f(w), 其 中 =g(x), 并 假定 和 g 是 可 微 的 ,证 明 92 = 92.92 ， 
征明 号 给 x 一 个 增 量 Ar, 则 随后 变节 x 和 > 分 别 上 内 有 增 节 Ar 和 Ay, 其 中 


Ay = 城下 一 天) (1) 
注意 当 Ar*0 时 ,Au-*0 和 Ay"*0. 


车 Au 关 0, 记 e= 优 一家, 则 当 Aux0 时 -x0， 


Ay = An — eAa. {2) 
车 对 所 有 的 Azx ,Ax=0, 那 么 (1) 式 表明 对 所 有 的 Ax ,Ay=0. 我 们 定义 e=0. 
于 是 在 A4 关 0 或 Au =0 两 种 情况 下 ,12) 式 都 成 立 .用 A 除 (2) 式 , 当 Azr 一 0 时 ,我 们 有 


dy _ jim Ay (将 A au ) 


-ia ln du Br ! Ar 
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dy Au 。 ， EB 
du im + rr t lm lm 六 r 


_dy.du du _ dy du 


i 


14. (sinz)= cosr 和 上 (COST ) = ~ sinx, 导出 下 列 公 式 : 
1 


上 一 工 


(a) E(tanr) = eer, (ib) (eresin 工 ) 一 


| nr Cosr sine) — sine" E {cosr ) 
证 明 疗 (D(ane) = 地 (sas ) : 二 
加 tos eps) in) 一 5nr) 二 = ger z. 


tb} 若 Y= arsina, 则 1=siny, 两 边关 于 慰 求 导 得 


1 — oo8 dy dy 国有 | 1 i. 
Ydr'dr COSY Ty vl- 


这 里 我 们 已 假定 起 值 选 为 -去 了 aresin 二 ,是 为 了 cosy 取 正 值 ,从 而 说 明了 cosy=v 1 -siny 


而 不 是 cosy= 土工 -sm y. 
| _ logsé ,du ， 
15 . 推导 公式 二 (log) = 一 "(a >0,a 关 1), 其 中 是 x 的 可 微 靖 数 . 


证 朋 喇 考虑 y= nn)= .ogou ;由 定义 


dy _ = lim Fat Mu) — fn) _ lim log, (a + An) 一 Iogaa 
dy a A 一 An 


-1 


和 


由 于 对 数 函 数 是 连续 诡 数 ,并 由 第 二 童 习题 19, 取 = wiAa ,上 式 可 写成 


| 
= 本 Jogse、 


te (i 


那么 由 习题 13， (logn) = = et. 多. 


16. 计算 和:(a)zy 一 和 xz =Ty+Sifbye>7 + ylnz = cos2r. 


解 四 ia) 两 边关 于 x 微分 ,考虑 到 yy 是 x 的 函数 《有 时 称 y 是 zx 的 隐 函 数 ,因为 我 们 不 能 明确 解 出 


用 表示 的 y), 则 有 


Ey ) Er = y+), 


(ry yt -br = (ry)} +{y) (1) +0, 
这 里 vw 一 dyfdhi , 解 上 式 得 yy 一 (67r 一 y+y)j(3xy 人) 
{b) (en) 1 Ever) = 站 (cos2z)， 


eT (xy + wy)+ 这 + (nryy = — 2sin2z, 


2zsin2 tae +y 
re + rine 


解 上 式 得 yw 一 - 
17. 若 y= cosh(z 一 3x41), 求 ;ta)dyldx,{b) d: yldr’ 


解 辐 a) 今 y=coshuyn=x 3x+1, 那么 科 =sinhu ,E23 


(3) 


62， 党 积 分 


多 = 多 :人 = {sinha)(2z -3) = (27 — Msinh(x’ — 3r+ 1). 


(b) d= (BR) Esnhe ge )=sinbu dE toosha ( 旋 ) 
= {sinha)} (2) + (eosha) {27 一 全 
=2sinhfz2 ~ 3r+1)+(2r5 -3) coh( zr —3r+1)., 
18. 车 x*y+y =2, 求 在 (1, 了 0) 点 的 (a)y ,(b)y. 
解 二 。  (a) 两 边 对 微分 ,一 y +2xy+3y*y =D， 


二 2 -__1 
y = 3 让 在 (1,1) 点 处 y = 五， 


"_ dir d/l -2 _ (r+t3y) (Zry +2y) — (Dry) {27 + oy) 
(b) y= 二 (3) £2 {| ta 一， 


将 z=1,y=1 和 = -二 代 人 上 式 得 y= - 阁 . 


中 值 定理 
19, 证 明 罗 和 汞 定理 ， 
Fo 证 明星 ”情形 1: 
在 [a,8] 上 x}=0, 则 对 (a ,5) 内 的 所 有 zx 有 f(x) 
-0, ， 
情形 2: 


在 [a,5] 上 f(z) 尖 0, 由 于 A(zx) 是 连续 的 ,所 以 在 
[a,5] 上 必 存 在 点 ,使 ALz) 达 到 最 大 值 M 和 最 小 值 z( 见 
= 5 ”第 三 章 习 题 34). 
因 下 x) 半 0, 故 MM 和 zm 中 至 少 有 一 个 不 为 0. 不妨 设 
图 44 Mz#0, 且 f(&)=M( 见 图 44), 则 (+h). 
车 天 > 0, 则 下 和 如 = 外 < 0, 从 而 有 (1) 


0 hn Ul, 
着 <0, 则 + 如) 一 信人 >>0, 从 而 有 (2) lm 下 久生 一 下 全 >0， 
但 由 优 设 , f(z) 在 (a,5) 内 的 所 有 点 上 有 导数 , 则 右 导数 (1) 必 须 等 于 左 导数 (2), 而 这 种 情况 仅 在 
它们 两 者 都 等 于 0 时 才 发 生 , 所 以 了 () =0, 这 正 是 所 要 证 明 的 结论 ， 
在 M=0 和 mm 尖 0 时 可 奖 似 论证 
20. (a) 证 明 中 值 定理 .(b) 给 出 这 个 定理 的 几何 解释 . 
证 关 可 。 (a) 定义 卫 数 F(z)=f(z) 一 f(a)-(z 一 0) 太 2, 则 F(a)=0 和 Fb)=0 


与 此 同时 ,如果 f(x) 具有 男 尔 定理 中 指定 的 连续 和 可 微 条 件 , 则 F(z) 也 满足 这 些 条 件 . 
于 是 对 函数 Ftx) 应 用 罗 尔 定理 ,得 


Fe = fF(e) A = fe) 0a< Eb, 


Bf (8)= -Le ac ecs. 

(bl 设 图 4-5 中 曲线 ACB 化 表 函 数 Az) 的 图 形 . 几何 上 中 值 定理 表明 在 a 和 之 间 存 在 一 点 .在 
其 对 簿 点 C 上 的 切线 平行 于 AB 苦 . 

霜 线 的 幸 率 = 了 (有 ， 

弦 4B 的 斜率 = 人 所， 
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有 趣 地 注意 到 :(a) 中 F(z) 恰好 是 (a,5) 上 
线 ACB 和 直线 AB 的 纵 坐 标的 状 . 
21. 用 函数 f(r )=27x 一 7x +10,a = 二 2,5 二 5 验证 
中 值 定理 的 正确 性 . 
解 辐 /2)=4,f(5)=25, (6)}=4& 一 7, 则 中 值 定 
理 表明 46 -7= {25 一 4)1{5-~2),é=3.5. 由 于 2<&<5， 
故 定理 是 正确 的 
22, 若 在 (< ,已 内 广 (z)=0, 证 明 f(x) 在 这 个 区 间 
上 一 定 是 常数 . 图 4-5 
证 明王 ” 设 工 ,.zxs 是 (fa,5) 内 的 任意 两 点 ,x 所.x;, 由 中 值 定理 ,存在 &,x 之 站 <<.z2 ,有 
ffir) — Flr) 
于 是 f(z) = (zx;) = 常数 .由 此 可 见 若 两 隔 数 在 (a,5) 上 具有 相间 的 导数 , 旭 这 两 个 孙 数 仪 可 能 相差 
一 个 常数 . 
23, 若 在 (a ,8) 上 六 (x)>0, 证 明 信 xz) 是 严格 递增 的 ， 
证 上 蛆 同 ” 设 ,zi 是 (at 内 的 任意 两 点 , 旦 ric zs, 则 由 中 值 定理 ,存在 8,zri<s< ,有 


= (5 =0 


| 


从 而 对 zs > 有 A xi) ,因此 /(x) 是 严格 递增 的 . 


习 


24. (ay 车 au 所 Bb， 证 明 : Tp <arctanb — arctanda < 了 4 2 . 


1 

6° 

解析 8) a Fiz)=1+rr RF)= (1+), 
由 中 值 定理 有 


(b) 证 明志 + <aretan 入 < 于 十 


arctanb ~ arctana _ 1, a < Eh. 


a i+ 


arctanb ~ atrctana 
| < 
十 百 p—a 


因 #>a. 则 (1+ 攻 )<H(ta); 因 <5, 则 NCI+ 侣 )>11(1+ 如 ) 于 是 有 - 
1 

TT 

用 -a 乘 上 式 可 得 所 要 证 的 结果 . 
{b) 在 (ai 中 令 =413,4= 1], 那么 因 aretan= rj4, 我 们 有 让 <aretan 子 -aratan|<< 三 . 即 子 十 5 


4 - 开 1 
TT 
arctan 人 < 可 6 


25. 证 明 柯 西 中 值 定理 
证 明 屿 ”考虑 GO /2) fe) olal?) -gta)| .其 中 a 是 常数 ,假定 f(z) 和 g(x) 满 足 罗 尔 
定理 中 的 连续 性 各 可 微 性 ,如果 G (a) = G(5) =0, 那 么 G(x) 就 清 足 罗 尔 定理 的 条 件 ,车 «= 


二 . 则 后 一 条 件 Gta) = G(5)=0 就 满足 了 . 
(6) 


应 用 罗 尔 定理 , 存在 &,& 二 E 上 <, 使 得 G (8) = 0, 故 有 fF) og (8) = 0, Bre = 


A = fe ,ac ec 这 正 是 要 证 明 的 结论 ， 


泰勒 中 值 定 理 
26. 证 明 :具有 拉 格 朗 日 余 项 ,= 1 的 泰勒 中 值 定 昱 . 


“时 


27 . 


证 明 ez 我 们 要 证 
OEEOEYAOET (1) 


在 (1) 式 中 用 zz 取代 a ,并 将 所 有 项 移 到 右边 由 此 构造 明 数 
Hlr)= Fb) =- f(x) - F(x)b -xr) -th- xr} a, (2) 


其 中 A 是 待定 的 常数 . 现 考 虚 函数 H(x). 
由 (2) 式 , H(5)==0, 为 了 得 到 H(ta)=0, 我 们 必须 选取 


4 = (3) 


假定 Fix) 各 产 (x) 满 足 罗 尔 定理 的 连续 性 和 可 微 性 茶 件 ,那么 万 (z)] 也 满足 罗 尔 定理 的 条 件 ,因此 
在 a 和 # 之 间 存 在 一 值 #, 使 得 (8)=0. 
由 (2) 式 ,H(zx)= -Fp -A) tAb -rzIAH (Ie)= -feb -Ae}+2p A=0, 南 A= 
JE 因为 上 关门, 将 4 的 这 个 值 代 人 (3) 式 , 解 出 f(5), 即 得 所 要 的 结论 {1). 
同 理 可 将 := | 推广 到 *> 1 的 情形 . 
;i 2 3 
(ay 证 明 sinx =sina +(feosehfz 一 aa) 一 (sina Ke a) - teose 和 4) 其 中 上 在 a 和 六 
之 间 . 
(b) 利用 (a) 计算 sin5l" ,并 估计 由 此 造成 的 误差 . 
证 明 财 ta) 说 并-c=snzr 导 和 名人 rzrleosar Frfr)= 一 sntyFr)= oszt ,因此 六 (a) 一 cowa， 
ra)= -sina 产 (= ~cosc ,然后 将 其 代 人 n=2 的 这 惑 公式 , 即 
1 (x a) 
31 


Hz) = fa + For a t 


其 中 $$ 在 a 和 之 间 , 从 而 得 到 了 所 要 的 结果 . 
(人 设 z=50=Slm180 弧 度 利 a=45 =45r180 强度 , 则 -a=mi30 弧度 ,由 于 sin45°= cos45° = 


六 
学 ,因此 自 (a) 部 分 . 


0 (W212) 30) _ (Coost) (30) 
sn 531 5 


误差 项 的 绝对 信 | 一 (5 人 (30) | < 雪 {( 玛 ) <0.0002. 


因此 前 三 项 的 和 为 0 777 精确 3 位 小 数 . 
如 果 要 求 的 精确 度 间 高, 则 应 取 泰 勒 公 式 中 的 更 多 项 . 


,(a) 证 明 e”=1+z+xf2! + wl31 + 


(b) 证 明 e 是 一 个 无 理 数 . 
证 明知 (a) 设 了 (zx)= er, 则 了 (zx) 的 任意 阶 导 数 都 等 于 ,如 果 a=0, 则 (0) = 了 (0}=… 
= 了 (0) = =1, 而 "0(&8)= ,因此 泰勒 公式 成 为 


3 x + ei 


rr: x 2 
池 = 1+z + {371 tT {1) 


其 中 在 0 与 z 之 间 . 
令 Ri=TETIC， 着 z>0,1R.JsFEFTTIC "从 而 im |R, |=0( 见 第 三 章 习题 30). 


若 z<0, 则 1R,j< yi1, 从 而 也 有 lim1R,|=0; 知 +=0, 则 |R, |=0, lim|R, |=0. 
因此 对 所 有 的 z, 即 - mm< x< + oo ,都 有 lim |R. | =0, 从 而 我 们 可 写成 


=1tzx+ 条 + 名 +… (2) 


即 级 数 处 处 收 敏 . 
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{b) 由 (1) 式 , 令 z= 上 用 根 定 * 是-- 个 有 理 数 ,用 最 简 式 表示 为 pjq, 其 中 p 和 gq 是正 整 数 , 则 有 


e= pla= 1+! 址 下 + 让 teftnt+ 1)l0<e<l, (3) 


选取 ?2.3d, 并 用 n1 汇 (1) 式 两 边 , 则 有 


和 
nle ne nil+n!l 31 31 1 A TI (4) 


现在 <(Ca+ 划 是 0 和 上 之 加 的 一 个 数 , 而 14) 中 的 其 余 项 者 是 一 个 正 整数 ,因此 假定 是 有 理 数 ， 
我 们 得 到 了 一 个 整数 等 于 一 个 非 整 数 这 样 一 个 相 韦 盾 的 结论 ,从 而 。 一 定 是 无 理 数 . 
洛 必 达 法 则 
29. 证 明 关于 未 定式 : (2) 与 ,(b) 党 的 洛 必 达 法 则 . 
证 阴 三 (a) 假定 fx) 和 gl) 在 a 所 Xb 上 基 可 微 的 ,F(xo)=0,g8(xo)=0, 基 中 ao 所 记 ， 
由 柯 西 中 值 定理 (习题 25)， 


Ha fir) fn) _ /8) 
RE glr) glrn]) pg (EI 


区 


+ g(r) g (EE) g(r) 
若 fr 了 ; 则 只 ;要 对 上 5 过 程 赂 作 你 改 就 可 证 明 结论 ， 
(hb) 候 定 FE) 和 g(txr) 在 a 之 7 之 5 上 是 可 微 的 ， lim fir)=%, Hin ge) ™, 其 中 心心 .ro 扫 五. 


Tr 


又 因 为 当 x 一 zx7 时 < -rr , 故 有 tm f(z) lim £6) 加 7 


a 0 


又 假定 zi 满足 sc&< zsxzrc<zrcxa 由 柯 配 中 划 定 理 ， 
Fer) Fr) £8 


sg) gl he 
从 而 有 
fx) fr) fr), 1- fOr) fr) _ fF(8) 
glr)- gr) gr} TSD mak 
由 此 可 见 


Fr) _ FE) 11- glx)igtr) (1) 
Bt) gx) -For fftz) 


现 候 定 im :全 ,将 (1) 式 写成 


(zi gz) 1 -er yyg(r) 
| - (7 上 )fi 一 en (2) 


Ee ;让 zi 国 老 不 变 , 西 lim fF )=%, lim g(x) % 


< i 


我 们 可 选择 =， 非 党 接近 ,使 得 | 二 全- 


gtri)ielc) 
故 有 tm 全 SS )= 
那么 当 一 0 时 ,人 (2) 式 两 边 取 极 限 , 得 


fT) f(x) 
im gt) = £7 im py 


这 应 是 所 要 证 明 的 结论 . 
ee IT -时 的 结论 . 


30. 计算 : (a) lim 1 tp) io -Ser ， (e Din inecos3x 


— rtl’ Ineos2x 


解 中 。 所 有 这 些 极限 都 属于 未 定式 站 


.66 微 积 分 


ez ~ 2e*" 
{a) lm t= tim =2. 
本 1 
+ eonx _ — mi innz - — omr 民 
(b) 


注 ， 用 产生 了 9 未 , 且 纤 必 达 法 则 的 条 件 再 一 次 满足 ,所 以 这 里 两 次 应 用 了 洛 


必 达 法 则 . 
lneos3y . | (~—3sin3r)/(cos3z) 
be) lim hoosdz ” Hm ¢ emar /tcosz) 


人 


(mm) (3)-(3) ()=4. 
注意 在 第 四 步 中 我 们 利用 了 极限 的 定理 简化 计算 


31. 计算 : (a) lm35 5， 


解 起 。” 所 有 这 些 极限 都 属于 未 定式 二 


= 《ce) lim lIntan2 7 


(b) lim zx - Intan3r 


(a) lim 32 一 工 + -lim Or Ljmt-3. 


Sr Or—3 -lorr6 ml 5 


2 
(b) limz?e = lim5 = im- lm =0. 
me pe Te 
lntan2z Han (2sec22zrjftan2r _ lim 2sec’ 2 r+ tan3z 
+ Intan3t nt (Ieee 3r ftan3e pt 3sec’ 3r tan 
-| 1 s(n me)= (#){ i Se ) -1 


lm aec3z) \ tim tadz / (3 Po Sooe3y 


(Ce) lm 


、 ， Sinr 一 arctanx 
32 计算 lim za rnt ry ， 


解 号 尽管 这 里 可 氛 应 用 洛 必 达 法 则 ,但 要 反复 多 次 应 用 .然而 如 果 利 用 泰勒 中 值 定理 ,这 个 极 最 就 
能 既 快 又 容易 地 求 得 , 击 我 们 利用 结果 ([ 厚 p.57) 


3 5 3 2 
Sinz = 站 + 过 ,acan z=z- 生 +Qz',n(1+zx)=z- 汶 + Rr 


则 所 求 极限 等 于 
(2 -231+ Pas!) - (z- 瑟 + Qz’) | 二 + (P- Q)x 1 
lim rT -T+ Rr = lim 1— ri2 + Rr: 六 
33. 计算 im x ?Inz， 
et 
解 富 lim lor = 加] 了 1™ lin -了 


已 知 极限 为 未 定式 0,e ,在 第 二 步 中 转换 形式 是 为 了 蛮 成 未 定式 so/ec , 热 后 使 用 , 洛 必 达 法 则 . 
34. 求 im(cosz)w ， 
解 中 。 由 于 limyeosz =1,lim 证 一 oo, 故 这 个 极限 为 未 定式 1”， 
设 F(z)= (ooszr) 生 , 则 jaF(z)=lneosrfz2 ,对 此 可 应 用 次 必 达 法 出 人 
I = lim F(x)= -本 .又 


于 TET 0 ~ 27H + 2co8T 


因为 对 数 晒 数 是 连 妓 园 数 . liminF (x) = in (limF ( x)). 所 以 ntlimFt{x)) 三 一 壮 , 即 lmF(z] = 
lim(cosz)7 =e-}. 
一 


35. 若 F(r)=(e* -5zx)w, 求 ;(a) limF(z), (blimF (xz). 
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。， 


解 喉 ”在 (a) 和 (b) 中 的 未 定式 分 别 是 和 1”. 


邻 Gr)_hF()- he Sz) 5z) , 则 lim G(xz) 和 limyG(x) 各 自 成 了 这 种 未 定式 w/oo 和 010, 应 用 洛 


必 这 法 则 .有 
3e™— 


lnfe” Sr)_ ， ge 
(a) lm Ea lm 一 Sr = lim3, 人 


则 如 习题 34 一 样 ,1 limt ee 一 Sr 一 e5 


(by lim De 一 5 38- -5 2 ,从 而 limfe3 -5x)+ 二 e. 
0 x he IT ee 


36. 计算 1 ma -二 


+ sim 小 
解 空 ”这 个 极限 具有 未 定式 ce - 00. 将 这 个 慨 限 改写 成 lim -Sin sm 似乎 洛 必 达 法 则 可 以 应 


然而 这 样 做 非常 繁 . 现 可 以 采取 以 下 两 种 方法 ; 
方法 1: 所 要 求 的 极限 可 写成 


2 了 - 
fr sn zr dx 一 sm 
im 了 | 一 = lim 一 ， 
一 x \ sin x x 


等 号 成 立 是 因为 im -二 = (in 过 ) =1. 现 撑 次 应 用 洛 必 达 法 则 ,有 


0 sin 
1 xy 一 Sir 1 7 一 2sinreosr _ 1 2x — sin2x 
im 3 im 3 : lim 一 
-一 I rh t 0 二 
一 1 了 一 2cos2r _ ii dsin2z _ 1 Scos2z _ 1] 
4 3 


方法 2; 利用 泰勒 定理 ,有 


-Hr T(r rl6t pr ) 
lim 本 lim 到 各 
zi TN OT 0 I rr 6 1 pr 四 


im 三 13 + 会 x 的 项 和 更 向 次 的 项 
ri 十 全 二 的 项 和 更 高 次 的 项 


_ lm 113 十 会 项 和 更 高 次 的 项 _ | 
:号 1 + 会 项 和 齐 高 次 的 项 ”人 


染 题 
37. 若 x=g(f) 和 y= (i) 是 二 次 可 微 的 , 求 ; (a)dyldx,(b) d’ yiax’ 
解 功 (aa) 设 符号 ” 表 耻 关于 上 的 导数 , 则 有 


dg Lg 
A “2z 若 g(t) 关 0. 


人 一旦 (时)= 用 (5)= 委 ae 路- nla 
= nl DF i 安 | - EF (DE (1) 妈 EP 
38. 设 f(x)=j | “0 证 明 :(a) (0)=0,(b)/7(0)=0. 
证 朋 呈 (9) (0)= im A220) = im -0- bm 
人 ha ha 


若 站 = ]/a ,利用 海 必 达 法 则 ， 二 人 机 要 和 
lm = = = 0 
类 似 地 ,用 六 >0- 取代 有 0- 和 用 4 一 一 oo 取代 一 0, 我 们 有 (0)=0, 于 是 六 (0) = 
0, 国 此 (0)=0. 


应 用 了 ， 


fF {0)= 


“ 68 微 积分 


Wi -TRY 
bf (0)= lim 4 三 (0) _ lm 2 0_ lim 2 


CM 4 一 01 下 


了 
= lim 一 一 =0. 
sm or 


晤 后 一 个 等 号 是 通过 洛 必 达 法 则 的 过 次 应 用 得 到 的 . 
类 似 地 广 (0)=0, 从 而 六 {0}=0. 
一 般 地 站 (0) =0,#=1,2,3,…( 见 习题 89). 
39. 设 f(x) 在 a 所 x 所 5 上 的 四 阶 导数 (Cx) 存在 ,假定 (x0)= (x) = 了 (x0)=0,a<< 
zo0<5 ,证 明 当 (zy)<0 时 ,F(x) 在 x 点 有 极 大 值 ; 当 ?Ceay)>0 时 F(z) 在 zs 点 
有 极 小 值 . 
证 明生” 由 泰勒 中 佣 定 理 ， 


x)= flro) t+ fr) (zr zo) +t Cs -x0) + ee -ze 


(zz (za 
4 有 ， 


= f(xo) + 
其 中 8 在 x 与 x 之 间 . 
车 A (x0)>0, 则 在 xo 的 去 心 8 邻 域 中 有 f(z)>>F(z0), 因 此 (x) 在 zu 点 取得 极 小 值 .类似 地 
车 OCro)<0, 则 在 zx。 的 去 心 5 邻 域 中 有 F(x)< f(x0) ,因此 f(x) 在 ro 点 有 极 大 值 . 
4 和 . 假定 是 平行 于 地 板 搬 动 梯子 , 求 在 一 走廊 拐角 处 可 搬 走 
的 最 长 梯子 的 长 度 , 它 的 尺寸 如 图 4-6 所 示 . 
解 三 ”最 长 梯子 的 长 度 与 最 短 直 线段 AB 相同 (图 4-6) ,直线 
毁 AB 碰 到 两 外 增 和 由 内 墙 形成 的 角 . 
由 图 4-6 可 见 ,梯子 AB 的 长 度 为 


L = asecd — bescd 


如 


B aLidd = asecdlang ~ bcschcotd =0, 
即 asm9= 6cos 8,tan8 = bla 时 L 是 最 小 值 .此 时 有 secb = 


直人 ,cab= 妆 生计 人 因此 


图 46 L = asecd + 5cscg = (a 1 PI). 


尽管 几何 上 给 出 这 个 最 小 长 度 是 很 显然 的 ,但 我 们 可 以 通过 证 明 8=arctan V5ja 时 d?LidgF 是 正 的 来 
解析 地 说明 这 一 点 (见习 题 88). 


补充 习题 


导数 
41. 利用 导数 定 久 计算 下 列 各 函数 在 指定 点 的 导数 ， 
{a) (3r 4) 2r+t3), r=1(b) re 3r +2r -5,r=2) er ,x =4;(d) v6r 一 4 ,区 二 2, 


和 2, 设 f(z)= esin3 友 了， 汪 明 ;(a) f(x) 在 ==0 点 连续 ， 
D0, 二 二 站 


(bx) 在 = 点 有 导数 ,tc) (x) 在 .c==0 点 连续 . 


、 ze 吉 ， 工 天 0， _ 
4 设 A(z)- | ”判定 :() f(z) 在 z=0 点 是 否 连 续 ,(b) /(z) 在 z=0 点 是 否 有 导数 
YJ, 


了 


笠 . 利用 “e-68” 定 多 ,给 出 p.148 上 习题 3 中 这 个 定理 的 另 一 种 证 法. 
$05. 若 A(z)=er ,证 明 (x0)= 依赖 于 结论 lim(e —1)hA=1. 
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46. 利用 结 内 lmytsink R= 1, lim. 1 一 cosh 1 ==0, 证 明基 {x)= sinz, 则 六 (ri) = eos 
有 导数 和 左 导数 
47. 设 Hzy=zlzrl.a 计 算 fx 在 zY=0 点 的 右 导 束 ,( 虽 计算 六 zx) 在 =0 点 的 左 导数 ,(c)f(x) 在 =0 
点 有 导数 加?”{d) 从 几 柯 图 形 上 说 明 {a),(b) 和 (tc) 中 的 结论 . 
9. 设 Fz) 一 x?sinlfx 0) 一 0 其 中 请 是 任意 正 数 ,讨论 :fa) jz) 的 连续 性 ,{b) 7(x) 的 可 油性 .若是 
任意 实数 情况 怎样 呢 ? 
127 一 3.0 生 .5 反 2 
物 . 没 Xz)=1 ， - 
| > -3,2<.rE4 
50. 证 明 /cr) 在 .= xo 点 导数 在 在 当 且 仅 半 六 (x6)= fF (x). 
51, (a) 证 明 f(r)=xi 一 站 +5r 正在 a 所 x 所 5 上 是 可 微 的 ,其 中 和 ww 是 任意 常数 . 
(b) 求 曲 线 y= -x+5r-6 在 r=0 和 .z=1 姓 的 切线 方程 ,并 利用 图 形 浇 明 . (ce) 确定 (b} 中 两 切线 
的 交点 .(d) 求 ,FCC (ry, 
52. 精确 解释 下 列 各 组 记号 之 间 的 不 同 :a) (Cro) 入 (zo) Bb} (zxo) 和 六 (rn 一》. 
53. 若 由 = 好 zz 讨论 六 cr 在 x=0 点 的 各 防 导 数 的 存在 性 . 
微分 
54. 若 y= )= ct liz;, 求 :fajAy, (bh) dy le) hy— dy ld) (Ay— dy)iAr, le) dyl qa 
55. 若 ff 人 zi137r, 当 rar=001 时 , 求 :faiayib) dy, (co) AylAr,(d) gylar,(e) (Ay— dy Bz. 
56. 利用 微分 ,计算 下 列 各 函数 值 的 近似 值 : 
(a) sin31’,{b) lnf1.12),fe) $36, 
57. 车 y*=sinr, 计 算 :(ajay,fblayife) 当 Azx=0 时 ,证 明 CAy -dy)iAr*0 
求 导 法 则 和 特殊 函数 


58. 证 明 : (2) 人 |/(2) Fe 人 0 


,在 0 委 z 委 4 上 讨论 六 < 的 连续 性 和 可 徽 性 ， 


=, 


(b) Ef(7)- sx)|= 2 了- 总 g(x), 


1 
VEINS sr E37) g( 1) #0. 


59, 计算 ; (0) lar 一 2rr5i 企 =1i :(b) 卫 1simt3r + 在 了 =0i; 


人 ,推导 下列 竺 式 : (Ha 三 总 "na 旋 ， UaAl; (b) = 全 cscu- -esc co 9 


{ce Ee x 和， 寺中 避 是 x 的 可 微 旺 数 . 


61. 计算 : Farctanx, (0 -atccscr , KC) arsinha 出 元 Eareothr. 注意 利用 主 值 . 
62. 若 y= a i 
63, 着 y= ln(3z +2)1" 9, 求 在 <=0 点 的 导数 经 ， 


64. 若 5=f() .ug(0) ,w= 有 (x), 且 了 ,8 和 太 都 是 可 微 的 ,证 明 呈 = 玫 9 ， 


65. 若 .ry 一 lny=1. 计 算 :(a) 2 ,(b) 4 


86. 若 y=tanz ,证明 y=2(]+y)f1+3y)， 

67. 若 了 = sect 和 wy 一 tant ,计算 在 + 一 zj4 处 的 (a}ydyidzr,(b) 二 were diyldx 

68. 证明 2 = - 人 二/( 窜 】 , 并 陈述 下 式 成立 的 条 件 

给 . 让 明 pp.55--56 上 的 下 列 公 式 ; (a) 7 了, (hb) 18,(c) 27. 

中 慎 定 理 

70. 设 fr)=1 一 (x D0) 画 出 f(z) 的 图 形 ,{b) 解释 为 什么 这 个 呆 数 不 能 使 用 罗 尔 定理 , 却 
不 存在 &,0<&<2, 使 得 (6) = 
, 用 函数 ft) = (一) ee | -1 验证 罗 尔 定理 的 证 确 性 


微 积 分 


32. 证 明 方 程 esimnr=l 的 网 根 之 间 ,至 少 存 在 方程 ecosr = 1 的 一 个 实 根 .[ 提示: 对 函数 。 1 ~ sinx 应 用 罗 
尔 定理 ] 

733, (a) 车 Oa 证 明 (] afb)<inbla < (bia -1)}. 
b) 利用 (a) 中 的 结论 证 明 记 <In1.2< 专 . 


74. 利用 中 值 定理 证 明 ; (nf6 +y3115) < arcsin0.6< (ni6+ 118). 

75. 证 明 在 习题 20(b) 的 最 后 一 段 中 的 论断 . 

976. (a) 若 (ab 上 六 (z) 气 0, 证明 六 z) 在 (a ,5 上 是 单调 递减 的 . 
fby》 在 什么 条 件 下 F(z) 在 (a ,5) 上 是 严格 递减 的 ? 


77. ta) 证 明 (sinzyjz 在 (9, 也 ) 上 是 严格 递 碱 的 ,(b) 证 明 对 0<<z 人 < 于 有 0<sinz<2xjn 


78. (a) 证 明 S02 一 sina - cote ,其 中 上 在 e 和 6 之 间 ， 


COsb 一 Cosa 
{b) 在 (a) 中 取 a=0, 台 =x, 证 明 &= xf2. 若 x<0, 则 这 个 结果 成 立 吗 ? 
素 勒 中 值 定理 
2 3 4 
， 证 _ 工 
79. (a) 证 明 ;In(l + x)=x + 一 乞 1 ,DE 


(b) 利用 ta) 计算 In(1.1), 并 估计 它 的 精确 度 . 
80. 计算 ;(a)cos64*, {byarctan 0.2,(c) coshl, (de " ,精确 到 3 位 小 数 . 
81. 用 控 格 朗 日 余 项 证 明 关 于 (a}n =2, (bjn =3,(c)n = 任意 正 整 数 的 泰 半 中 值 定理 . 
82. 推导 p.0 的 (21) 式 一 一 关于 余 项 的 柯 西 形式 . [提示 ;将 罗 尔 定理 用 到 


FlrHe ~ xry f(r) - x) 
x) 本 - A (二 一 了 和 中 


Hz) = fF) fr) — Fr) 


其 中 4 的 选取 需 满足 H(ta)=0. ] 
83. 证 明 泰 勒 中 值 定理 中 余 项 的 拉 格 朗 日 形式 和 柯 西 形式 可 分 别 写成 


入 人 人 六 各 和 全 -0 0 (8+ 所) 其 由 bp-a0<O<l 


84. 利用 恰当 的 志 值 ,通过 和 将 (5 一)?A 到 代 习 题 82 提示 中 的 最 后 一 项 ,得 到 (a) 带 袜 格 朗 日 余 项 ,tb) 带 柯 西 
余 项 的 泰勒 中 值 定 理 . 


洛 必 达 法 别 

85. 计算 下 列 极限 ， 
(0 lig SE, (blin rn ae es ©) tim (2*— Diameerf?, 
(td) limz” ee (eg lim x lnx， (Dlim(3” 一 和， 


一 站 


(8) lim(1— 3x7" ,(b) lm {1+22)% (0) illfe ~ cer), 


arctanm 工 一 arcsitLT 


One™, (lm ee 7), 0 tn Ea 


(rm) ) limzln( 3 3),n) 1 lm mE) ， (olim(z+e de 


{p) lim (sinz) tr. 


m0 
杂 题 


86. 若 0<z< ,证 明 A/ < Dt. 
87. 车 F(z)= f(rtAr) flr), (a) 证 明 : A[AF{a) = 站 Ar)= r+t2Ar) -2 (r+Ar)+t f(r), 


(b) 推 出 2"f(x) 的 表达 式 ,其 中 是 任 一 正 整数 ,(c) 若 lim 全 过 各 存 在 . 则 它 等 于 f(r). 
88. 完成 习题 40 末尾 提 到 的 解析 证 明 . 


89. (a) 若 几 z) 是 习题 38 中 的 函数 ,证明 f" (0)=0,n=1,2,3,"" 
{b) 写 出 这 个 函数 带 余 项 的 泰勒 级 数 ,并 证 明 f(x) = 民 ,. tc) 解释 当 * 一 ce 时 为 什么 有 &; 不 趋向 于 0, 并 


讨论 其 原因 
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71: 


90. 
91. 


92 . 


93. 


94. 
95. 


96. 


97. 


98. 


99. 


求 函 数 f(r) = ,>0 的 极 大 值 和 极 小 值 . 
一 颗粒 子 存 介质 ] 和 也 中 分 细 以 常 速度 | 和 zz 运行 ( 见 图 4-7). 为 了 
在 最 得 的 时 间 内 从 已 点 移 到 日 点 ,证 明 这 粒子 必须 沿路 径 PAQ 移动 ， 了 
其 中 在 上 处 满足 

fsinB fsings } = mn、 
一 变 景 a 称 为 无 宿 小 甚 ,如 果 它 的 概 限 为 0. 已 知 两 个 无 穷 小 量 a 和 有 8， 
车 limal8= 必 或 limalfB= 大 0), 则 称 a 是 8 的 高 阶 无 穷 小 其 (或 a 与 8 
古 同 阶 无 穷 小 量 ) ,证明 当 0 时 ,(a)jsin 2zx 和 {1 一 cos3zxz) 是 同 阶 无 穹 
小 量 ,{b)(r 一 sin ) 是 | 一 nt] +) 一 1+ eosr| 的 高 阶 无 穷 小 量 . 图 4-7 
为 什么 我 们 不 能 利用 洛 必 达 法 则 证 明 


2 ， 1 
-sit -一 


lim 一 一 上 = 0,( 见 第 二 章 习 题 91)? 


nz 


我 们 可 以 用 洛 必 达 法 则 计算 序列 = xn?e ,n=1,2,3,… 的 极限 妈 ? 请 解释 . 


示 a 是 方程 Fr)= 间 的 一 个 近似 根 , 证 明 一 般 地 一 个 更 好 的 近似 值 由 a ~ 六 si 大 Ca) 给 出 [牛顿 1New- 


ton) 法 ][ 提 示 : 假 定 精确 根 是 4+ 上 , 故 六 at+ 有 )-=0, 从 而 对 很 小 的 ,有 flath)s fa})+ pf (au).] 
反复 刊 用 习题 95 的 方法 ,得 到 下 列 方程 的 正 根 , 要 求 精确 到 3 位 小 数 :(a)zr? -2r -2r 一 7=0， 
(bh) Sesinz 一 4 工 . 


车 万 表示 黄 子 乞 -, 因 此 Dy= dylqdzx ,而 Diy= qty/adx' 证 明 ; 莱 布 尼 获 {Lebnitz} 公 式 


Dw)= (Puiv + CD ta) he} + COT a) (Dv) + ~: 


tO RAD WY) +t + Dv. 
其 中 C = |”) 是 二 项 式 系数 ( 见 第 一 章 习题 95) 


证 明仁 (xsinz)= ri- nn 1)isin(z ~ nn2) ~ nreost sr + nnf2). 


若 关 (xo)= 产 (ro)= = Cro)=0, 人 得 (po) 关 0, 讨 论 fz) 在 z= mo 点 邻 域 中 的 变化 特性 . 


这 点 ro 常 称 为 捐 点 ,- 


100. 设 /(r) 在 (a， 2 一 次 可 逢 ,假定 户 (a)= 产 ( 拉 =0, 证 明 在 (au ,5 内 至 少 存在 -一 点 二 ,满足 


EE rp Lf(5) ~ F(a) |. 给 出 有 关 一 颗粒 子 速度 和 如 速度 的 一 神 物 理解 释 ， 


二 
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定 积分 的 定义 


由 于 要 考虑 由 曲线 y= f(x+) ,x 轴 和 迄 线 x =a 和 x = 所 围 成 区 域 的 面积 (图 5-1 ), 从 而 
引发 了 定 积分 的 概念 ,然而 我 们 是 以 不 求助 于 几何 给 出 这 个 定义 . 


图 5-1 
利用 [a ,5] 上 任意 选 定 的 点 x ，*…“ ,zs-1, 将 区 间 [a,58] 分 戌 n 个 子 区 间 , 在 新 区 间 
{a ,TI1) (x 了 ,) 上 分 别 企 选 点 | ; 1 , 作 和 


Era)t fe x Tt fe) (rs T+ ED x) (1) 
记 0 二 a sz 二 BT 一 -1 二 人, 则 上 式 可 写成 


Wetr ~ m0) = 和 Fe)an， (2) 
上 =1 上 =1 
几何 上 ,这 个 和 代表 图 5-1 中 所 有 逢 形 的 总 面积 
现在 让 分 割 数 ” 增 大 ,达到 使 每 一 个 Az, >0, 如 果 此 时 (1) 趟 或 (2) 式 趋向 于 不 依赖 于 分 


而 方式 的 一 个 极限 , 则 我 们 用 
Taaa (3) 


表示 这 个 极限 ,并 称 其 为 f(z) 介 于 a 和 5 之 间 的 定 积分 .在 这 个 记号 中 f(x) 沼 称 为 被 积 函 
数 ,[a ,5] 称 为 积分 域 , 有 时 称 a 和 5 为 积分 限 ,a 称 为 积分 下 限 ,5 称 为 积分 上 限 . 

当 (x) 在 4a 所 x 所 5 上 连续 (或 局 部 连续 ) 时 ,极限 (3} 存 在 . 当 这 个 极限 存在 时 ,我 们 称 
Ftz) 在 fa,5j 上 是 歼 曼 {Riemann) 可 积 的 ,或 简单 地 称 为 是 可 积 的 . 

几何 上 ,车 f(z) 实 0, 则 这 个 定 积分 的 值 代 表 由 曲线 y= f(x),x 轴 和 在 z=a,z=5 椒 
的 纵 线 所 围 成 区 域 的 面积 . 若 fF{z) 时 正 时 负 , 此 时 我 们 将 x 轴 上 方 的 面积 处 理 为 正 的 ,x 轴 
下 方 的 面积 处 理 为 负 的 , 则 这 个 定 积分 代表 x 轴 上 方 和 下 方面 积 的 代数 和 ， 


零 测度 
工 轴 上 的 一 个 点 集 , 如 采 可 以 使 包含 这 些 点 的 区 间 的 长 度 和 任意 地 小 (小 于 任意 给 定 的 正 
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数 s) ,那么 称 这 个 点 集 具有 零 测度 ,我 们 可 以 证 明 ( 见 习题 6) 实 轴 上 任意 可 数 点 集 具有 零 测 
度 .特别 地 ,有 理 数 集 , 它 是 可 数 的 ( 见 第 一 章 习题 17 和 习题 59) ,具有 零 测度 ， 

下 面 是 黎 曼 积分 中 一 个 重要 的 定理 ; 

若 ft 工 ) 在 La ,5b] 上 有 者 , 则 | flr)dz 存在 的 充 要 条 件 是 了 (7) 的 不 连续 证 集 有 零 测 度 . 


定 积 分 的 性 质 
若 F(z) 和 g(x) 在 [a,58] 上 可 积 , 则 
1. 『 [F(z} + g(xr)}lar = [f(z) dr + [a(2)az, 


2. | Aj(x)dz = A| f(z)dr ,其 中 A 是 任意 常数 
3. 假如 f(x) 在 [a,c] 和 [c,5] 上 是 可 积 的 ,网 | f(z)az = | f(z)de + | f(z)dz, 


4. | f(x)ar 三 一 | fle)az, 


5. | za = 0， 


6. 若 在 a 艺 z 世 5 上 ,mm 之 f(x) 之 MM, 其 中 避 和 M 是 常数 , 则 有 m(6 一 a)<<| F(z)da 


< MB 一 a), 
7. 若 在 a 所 x 所 bp 上 ,f(z) 寺 gtx), 则 


flr)dr S| gtr)az, 
| | 


8 车 a 过 .Wy| ar < | fiz) | dz. 


得 


积分 中 值 定理 
1. 第 一 中 值 定理 :车 F(z) 在 [a,68] 上 连续 , 则 在 (a ,5) 内 存在 一 点 $, 满 足 


Tri = -ae (4) 


2. 广 久 第 一 中 值 定理 : 若 f(x) 和 g(r) 在 [a,b] 上 连续 ,g(x) 在 这 个 区 间 上 不 变 号 , 则 
在 (a ,5b) 上 存在 一 点 ,满足 


[rg laar = Ref gtr)dr, (3) 


车 g(x)=1, 则 上 式 就 变 成 (4) 式 ， 
3, {Bonnet} 第 二 中 值 定理 : 莉 f(x) 和 g(x) 在 ia,b] 上 连续 , g(x) 是 正 的 单调 递减 函数 ， 
浊 在 (a ,5) 上 音 在 一 点 ,满足 


[netar = gla) Flr)ar. (6) 


若 g(x) 是 正 的 音调 雍 增 西数 , 则 在 (a,6) 上 存在 一 点 $, 席 足 
[fg Cadr = so rz) (7) 


4, 广义 第 二 中 值 定理 : 若 f(x) 和 g(x) 在 [a,5] 上 连续 ,g (xz) 是 单调 递增 或 递 碱 的 肖 
数 ,g (zx) 也 不 必 像 在 3 中 那样 民 为 正 的 , 则 在 (a ,内 存在 一 点 上 ,满足 


.。 74 ， 
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[egcz)aa = ga) f(z)ar 十 sl)| flz)dz. (8) 


如 果 用 可 积 取代 连续 , 则 这 个 结果 也 是 成 立 的 . 
不 定 积 


如 归 下 zx) 是 已 知 的 , 则 满足 F zy= f(r) 的 函数 F(z) 称 为 Zz) 的 一 个 不 定 积分 或 原 
函数 .显然 , 戎 F(z) 是 fz) 的 一 个 不 定 积分 ,由 于 (F(z)+c) = 所 (zx}= A(x), 其 中 <。 是 任 
意 常 数 , 则 Ftx)+c 也 是 F(x) 的 不 定 积分 .于 基 所 有 的 不 定 积分 之 间 相 差 一 个 常数 ,我 们 常 


用 符号 | Flix) dx 表示 F(x) 的 任意 不 定 积 分 . 


例 ; 着 F(x) = x , 则 F(x) = | ax = x /3+c 是 x 的 一 个 不 定 积分 或 原 旺 数 . 


积分 运算 的 基本 定理 


若 A(z) 在 La,b] 上 连续 ,F(zx) 是 满足 玉 (z)= f(x) 的 任意 函数 ( 即 F(x) 是 f(z) 的 一 
个 不 定 积分 或 原 函 数 ), 则 


[far = FC) ~ Fla), (9) 


当 一 个 不 定 积分 已 知 时 ,这 个 重要 定理 使 我 们 不 必用 定义 计算 定 积 分 . 
例 :计算 | rdr. 注意 到 F(z) = ,F(z) = /3+e. 则 有 | zdr=F(2)-F(1)=( 秆 1c)- 


(要 + ce) = 可 .由 于 不 管 怎样 都 会 抵消 的 ,所 以 为 方便 可 更 简单 地 写 为 | dr = 亏 = -= 了 
变 限定 积分 
由 写成 
[faar = | fr)dr+e (10) 
知 一 个 不 定 积分 可 以 表示 成 一 个 变 上 限 的 定 积分 ,从 而 有 


| f(r)ar = fr). {11) 


由 于 定 积分 仅 依赖 于 积分 限 , 所 以 我 们 可 以 用 任意 变量 作为 积分 变量 .例如 | /(z )dz 


= | rnde= |/(uydu ,等 等 . 正 因为 这 个 原因 ,这 个 变量 党 称 为 哑 变 量 . 例如 可 以 将 (11) 
式 记 为 


E| /Wa = f(x). (12) 
这 个 结果 可 推广 到 上 .下 积分 限 都 是 变量 的 情形 ,因此 有 
是 Haoe = flv(r)] -jtu(r)] 琢 . (13) 


例 : a ant yy _ sinr’ , d(x) sinrd(z) 2sinz — sinx 
‘dr, 1 zx dr i dr 工 ， 
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积分 变量 的 变换 


如 果 借 助 于 初等 函数 确定 | f(z)dx 并 不 显而易见 ,那么 可 以 通过 变换 x = g(1) ,将 变量 
从 x 变 成 :, 从 而 得 到 有 用 的 结果 .确保 这 样 做 的 基本 定理 可 概括 成 


| madz = [f(g Ce (ad, (14) 


这 里 假定 上 = g (zz) 是 单 值 的 , 则 在 得 到 右边 的 不 定 积分 后 ,用 x 取代 1:, 即 用 :=g (xz) 代 
人 , 求 得 原 不 定 积分 , 这 个 结果 和 微分 的 链 法 则 是 相 类 似 的 ( 见 p.58). 
关于 定 积分 的 相应 定理 就 是 


6 8 
| f(x)ar -=| (Hg 二， (15) 


其 中 gfo)=a 和 和 g{8)=5, 即 a=g (a),B=g '(65). 如 果 f(z) 在 fa,5] 上 连续 ,g (2) 在 
as 上 扫 8 上 是 连续 的 且 有 连续 的 导数 , 则 这 个 结论 肯定 是 正确 的 ， 


特殊 函数 的 积分 
下 列 结果 都 可 以 通过 微分 两 边 得 到 恒等式 来 证 明 , 且 在 每 一 神情 况 了 都 应 该 加 上 一 个 任 


意 常数 < 


1 
3. 
5 
7， 
8. 
9 


11. 


13, 


13 


27 ， 


(这 里 已 被 省 略 了 ) ， 
n+1 
wdu = 过 天 一 | 2. | 全 =Inlul， 


sinudau =— cosu, 4. | eosuau = slhu, 


. |tanudx = ln | secu |=— ln| cosu |， 6. |corudu = In | sina |， 


| 
| 
| 
Jsecudu = In| secu + tanu (= In | tan( uf2 + /4) 1, 
| 
| 


cseudu = ln | cscu — cotu 1= ln| tanul2 |, 
seee udu = tang, 10. je Pet = — cotu, 
secu tanucu = gsecu, 12. | eseucorudu =— cscut, 


udu = a'flnua 20Da 天 |， 14. |e'du = ee 
sinhudu = coshu, 16. | coshudu = sinha， 


tanhudu = Incoshu, 18. | eorhude = In| sinhu ， 


seche udu = tanhu, 22 . | se uadu 一 一 cotha ， 
sechutanhudu 一 一 Secha ， 24. |eschacothada 三 一 cschz ， 


Ry nu ar » 


va — wu J 


让 ] u uw—a 
= 上 上 arctan + 或 本 arccot 一 ,28 . 
三 


下 十 如 


日 


| 
| 
上 
.|sechudu = arctan(sinhu), 20. | eschudu = - coth' (eoshu), 
上 
] 
7 
Es 


| 
= = arcsin 二 或 - arcecos 闻 ， 20. | -二 
ja 


uu + a nar 


715. 


,376 


2 
32 . | a — uidu = 地 ai— wu’ + arcsin 二 ， 


33, | esinbudu = < Casa 各 ~ posbe?, 34. | er eosbudu = 


ee Caucoshu + bsiupu) 
人 二 


积分 法 
1. 分 部 积分 法 
| eu = wv ~ | 或 [f(z)g Cr)dr = f(rjgtr)— |f C8)ar, 


其 中 中 = (zr),v = g(rz). 如 果 了 (xz) 和 g(xz) 在 [a,b] 上 连续 . 且 有 连 急 的 导数 , 则 
在 [a,5] 上 的 定 积分 一 定 有 具有 相应 的 结果 {见习 题 18 一 20). 
2. 部 分 分 式 ” 设 Plx) 和 Q(x) 是 多 项 式 , 且 P(x) 的 次 数 优 于 QQ(r) 的 次 数 , 则 有 理 数 


PCz)JQ(z) 都 可 以 写成 具有 形式 一 人 Ar+6B 的 有 理 函 数 的 和 ,其 中 


《az 十 百 j (ar +hrte)” 


7 二 1,2,3,…, 而 这 种 有 理 函 数 根 据 初等 函数 总 是 可 以 积 出 来 的 . 


3z -2 A 日 D 
例 1:045-302575 dr 3 rts D+ | ris 
例 5 一 x+2 Art+B CriD |,_E 


Ural) (ia 1 HI 71 
常数 A,B,C 等 可 以 通过 去 除 分 式 变 成 多 项 式 相等 式 ,再 据 备 式 两 迪 同 次 项 的 系数 相等 得 到 或 利用 特殊 
方法 {见习 题 21). 
3. sinx 和 cosx 的 有 理 函 数 ”通过 代 搞 tanz/2= 2 ,总 是 可 以 用 初等 函数 积 出 的 (见习 题 
22). 
4. 特殊 方法 ”依赖 于 积分 表达 式 的 特 味 形式 ,也 是 第 用 的 方法 (见习 题 23 和 习题 24). 


广义 积分 


如 果 积 分 域 [a ,5] 不 是 有 限 的 或 者 如 果 大 z) 在 [a ,5 的 一 个 点 识 多 个 点 上 无 定义 或 无 
界 , 那 么 f(z) 在 这 个 区 域 上 的 积分 称 为 广义 积分 .利用 恰当 的 极限 运算 , 可 以 定义 这 种 积 
分 ， 


MM 


“” dr dr 
例 1: | 一 = lim lim arctan z 
no 了 工 十 工 Mt Mo 


T= = im arctanM = N22. 


1 1 
侠 2:|, 突 = im] 人 = lm 2Vz| = lm (2 -2Ve) =2 


ex , 
1 
1 1 
例 3:| 2 im | 空 - lim lnzj = lim (~ lne}. 
由 之 edt de et E Py 


由 于 这 个 极限 不 存在 , 故 称 这 个 积分 发 散 ( 即 不 收 伍 ). 
更 多 的 例子 ,见习 题 33,78 一 80. 关 于 广义 积分 的 进一步 讨论 见 第 十 二 章 . 


计算 定 积分 的 数值 方法 


在 不 能 精确 计算 定 积 分 的 情况 下 可 以 用 数值 方法 计算 .下 面 列 出 的 特定 的 数值 方法 都 是 
将 区 间 [a,5] 等 分 成 长 度 为 Ar = (5b 一 a)in 的 关 个 小 区 问 . 为 简便 起 抑 , 我 们 用 y 表示 
flatkrAr)= fx) ,其 中 =0,1,2,…,n, 符 号 才 表 示 “ 近 似 等 于 ”一般 地 7 越 太 ,近似 得 
越 好 . 
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1, 矩形 法 


册 
| fr)dr a Ariy+t y+ y+ + yn | 或 Axlyi 二 yz 二 "十 yn |. (16) 


由 p.73 上 的 图 可 见 其 几何 意义 是 明显 的 . 
2. 梯形 法 


, 
| nar ly ty 2 2 + yl (17) 


这 是 (16) 式 黄 个 近似 值 的 均值 .几何 上 就 是 一 系列 直线 段 近似 代 符 这 条 曲线 y = 
Fx), 
3. 辛普森 (Simpson) 法 


ri 
| Flrjdr ~ > iyo + Ai + 2ys + 43s + ys + dys + or + Dy + 491 + yo! (18) 


这 是 将 [4,5] 区间 等 分 成 偶数 个 小 区 间 ( 即 = 为 侦 数 ) ,并 用 过 相应 于 ro ,ziyzzizriyzra， 
a 个 相 邻 点 的 二 次 昌 线 近似 x), 从 而 得 到 (18) 式 .几何 上 就 是 用 一 系 


列 抛物 线 近 他 代替 曲线 y= fx). 
4, 泰勒 中 值 定理 ”有 时 也 可 以 用 ,正如 习题 26 那样 ， 


应 用 


定 积分 作为 和 的 极限 , 它 的 应 用 可 使 我 们 解决 物 再 或 几何 上 的 许多 问题 ,比如 面积 .体积 、 
弧 长 .转动 惯量 . 撒 心 等 等 . 


习题 与 解 管 
定 积分 的 定义 
上 车) 在 [1 尖 证 曙 ， 
3 ' A 27) = {f(z)az. 


证 明 到 SA 大 和 在 有 区间 分 的 了 天虹 
=1 
SD 


FB fn = 2 lim D8 An = lim £7 ar(a+ kb a)) = { /Ce)ar. 
2. 将 lim n> ee 
解 吓 在 习题 中 a= 人 ,二 1, 则 
Ef 
3, (a) 将 | xactz 表示 成 一 个 和 的 极限 ,并 利用 这 个 结果 计算 这 个 定 黎 分 ,(b) 说 明 其 几何 会 
解 杯 (着 护 = 妆 , 则 多 二 外 (二 六 = 各 ,于 是 由 习题 2 


, lvk fi, 
lm - 7 二 | dr, 


~ 


利用 第 一 草 239 是 ,上 蕊 可 与 成 


"TI8 。 


1 1 
nt gt jn (0 or 


这 就 是 所 要 求 的 极限 . 


上 
=1/3-0/3=13. 


0 


注 :利用 微 积分 的 基本 定理 ,有 adr= 委 


(b) 由 曲线 y= 忒 ,x 轴 和 直线 + 一 1 所 围 成 区 域 的 面积 等 于 了 


sm | 1 1 ,| 
4. 计算 jim | 二 + 二 THF 


解 咏 ”所 求 极限 可 写成 


.1 ] 1 1 i 上 上 sn 1 
lml | +t T+aln = lm 2 TT A 
1 


= lm, 


加 dr 
=| T= hn + x) 


运算 中 利用 了 习题 2 和 微 积分 的 基本 定理 . 


5. 证 朋 ]im 1 [sin t reins to tin EL) = 
nr n ni n 


证 明和 饮 在 习题 1 中 令 a=0,5= 纪 则 


, fn ke i. 
Yim sin 六 二 | snuaz = 1 — cet, 


de 有 Pe 


因此 , lim Dsin 算 = 工 二 ost ， 


人 
这 里 利用 了 imset = 0， 
零 测度 
6. 证 明 可 数 集 具有 零 测度 . 
证 明 最 设 这 个 点 集 为 xz1 ,za ,x3 .Ta ,…. 假定 分 别 包 会 这 些 点 的 区 间 长 度 小 于 ef2, ef4, ef8, ef16， 
…, 其 中 :是 任意 正 数 , 则 这 些 区 间 的 长 度 和 小 于 ef2+ el4+ ef8+*…== et 第 二 章 习题 25(a) 中 邻 a= ei2， 


"= 方 ), 这 就 证 明了 这 个 集 具有 零 测度 . 
定 积分 的 性 质 
7, (a) 若 Ax) 在 [a,b1 上 连续 , 且 mw 二 A 记 x) 所 MM ,其 中 mw 和 MM 是 常数 ,证 明 : 


m(b -a S| fr)dr € M(B -a), 


(b) 说 明 (a) 的 几何 合 义 . 
证 明 喇 。” (a) 我 们 有 
mar EEA EM .Ar = 1,2.,n. 


将 上 =1 到 上 = 这 x 个 不 等 式 相 如 ,并 利用 


Am = (x 一生) + Ta -rj+t +th ra) = bu 
ti 


m(b a) SSAn < M(B- 4). 
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当 ao 和 每 个 上 ou 一 0 时 求 极 限 即 为 所 要 求 的 结果 . 
fb} 假定 在 [u.51F 上 六 了) 节 0 且 是 连续 的 ,如 加 5-2 所 

也, 几何 上 亚 然 有 4 成 六 的 面积 所 曲线 y= x) 下 的 面 
积 所 ABEF 的 面积 即 加 (6 -a) 过 站 Ka)a < Mb - 
a), 

若 将 {7}) 宇 0 条件 去 掉 , 则 也 可 作出 一 个 类 似 的 解 
释 . 若 Fr) 在 [ao FE 是 分 段 连续 的 ,这 个 结 举 也 是 成 
立 的 ， 


8. 车 a<b. 证 明 nar < 


| | F(x) | dr, 


证 朋 二 ”由 p.3 上 不 等 碟 2, 有 


(Va)an | NIA CE 
‘i Py 


让 一 


当 ?ce 和 每 个 Ar -*0 时 求 极限 , 即 得 所 要 的 结 杂 . 


9. 证 明 in| -dz 一 0， 
to 0 


证 明 是 | [We ar|<| Ee ge 经 = 每 , 则 a [dr| = 0, 故 所 要 
证 的 结论 成 立 . 
积分 中 值 定理 
(a) 若 f(x) 在 [a 如 上 连 统 ,证 明 在 (a,6) 上 存在 一 点 满足 | /(z)dz = (6 (8 
(b) 说 明 {a) 的 几何 含义 ， 


解 二 (a) 国 f(x) 在 [a,51 上 连续 , 故 存在 常数 和 JM. 便 得 py 所 f(z) 于 MM 成 立 .由 可 题 7 
得 - 


We 
# A 志 M. 
因 所 x) 是 连续 的 , 战 它 可 取 到 介 于 xx 和 MM 之 问 所 有 的 值 ( 见 第 二 章 习 题 衬 , 可 超 93) .特别 地 一 定 存在 
| Ar) 
fH = a 6b, 


两 边 同 梁 5 ~ a, 即 得 所 要 结果 . 
人) 若 fx )3>0, 就 如 习题 7Cb) 图 中 所 示 ，[ f(z)dz 就 是 曲线 y = 扩 x) 下 的 阴影 部 分 面积 ,几何 上 
这 个 面积 等 于 以 底 长 为 (5 4) ,高 为 /( 的 算 形 面积 其 中 为 和 5 之 间 的 某 -- 什 
积分 运算 的 基本 定理 
1. 若 PC)= | Fa)de ,f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,证 明 F(x)= fx) 


证 明 二 2+ 一 Riz) ! | Da -| roaris= 二 f(a 


= FE 但 于 > 利 r+ 丰 之 间 ， 
晤 后 -个 等 导 上 成 立 蚌 利用 积分 第 -中 值 定理 (习题 10) . 
那么 如 果 之 是 (a.5) 上 的 - -点 , 因 站 了 7) 古 连续 的 ,所 以 有 


Flr+A)- Er) A 
+ ) < limfié) = ft7). 


F(xr) = lim 
Bll 


如 果 -aa 战 = .我 们 分 别 用 石 或 堪 极限 ,结果 仍 是 成 立 的 . 


“SO 


微 积分 


12. 证 明 微 积分 的 基本 定理 . 
证 肯 多 ”由 习题 11, 若 F(x) 是 满足 F(z)= f(z) 的 任 一 函数 , 则 有 


Flx) = | Da + es 


其 中 c 是 任意 常数 ( 见 第 四 章 习题 22 最 后 一 行 ). 
因 F(a)= ce, 从 而 有 Ft8) = [FDa + Fta), 


即 | fae = 下 (5) -FIa). 


13. 若 f(z) 在 [a ,58] 上 连续 ,证 明 F(z)= | f(a 在 [a ,5] 上 也 是 连续 的 . 


证 法 1 车 > 是 [a, 交 上 什 意 一 点 , 则 如 同 习题 11 一样. 
JPF(z + 向 一 下 (<) 二 HAS) = 0， 
故 Ftz) 是 连续 的 . 
若 x+ 二 a 和 x= 避 , 则 我 们 分 别 利用 右 和 和 左 极 限 证 明 F(x) 在 z=a 和 z=5 点 是 连续 的 . 
证 法 2 由 第 四 章 习 题 11 和 习题 3, 得 F(x) 存在 , 故 FI(z) 一 定 是 连续 的 . 
变量 变换 和 积分 法 
14. 证 明 p.76 上 关于 变换 积分 变量 的 结果 (15) 式 . 
证 明 叶 “ 令 R(z) = | F(z)dz 和 G4) =| figle)g(n) 和 ,其 中 z= g(x)， 
则 dF= Flix)ar,dG= Figli),g {td. 
因为 和 虹 =g (dt, 则 有 F(x)adr= figti)|g CR， 
所 以 dF(x)=dGt{e), 由 此 有 F(z)=G(lt)+e. 
现 当 去 =a 时 ,t=a, 即 F(a)=Gta)+c, 但 Fta)=Gtz)=0, 因 此 c=0, 从 而 FF(r)= Gi). 因 为 
当 71=83 时 ,x =5, 故 有 


[rer)ae = [fig lg a. 


这 正 是 所 襄 证 明 的 结果 . 
15. 计算 
2 cot(lnz) ! dx 
(a) | (z +2)sin(z 4z -bdr, @) | 于 3 dr, Of 3 
_ Ix Hi warcsinz2 ， rr 
(9) | 2-uanhzrdz se 上 Pa, | a: 


解 吃 (a) 方法 1 令 ++47 一 6=&w, 则 (2x+4)dr=du,(TT2)dr= 吉 du 


所 求 积分 变 为 于 | sinudu= - 方 cosu te =- 广 cos( zx? +4z 一 b) te 
方法 2 


J + 2)sin( xr: + dx - 6) dr = 村 sing tdr -Bd(r: + 4dr- 6) 


= -六 cos(z2 +4z 一 6) + 
fb) 令 pzr=a 则 (dj = 二 ,积分 变 为 


Jeorda = ln | sng |+e = nl sintlnz) |+ ce. 


(ce) 方法 1 
| dx -| 一生 一 -| -一 和 一 -| -一 全 一 一 
vt{r+t+2)(3— r) 了 一 -V6-{r—x) N24- (zi) 


"81 -: 
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i aAr 


+e Ws | J 


=arcsin 志 1 c= arcsin {< 
$12 5 


令 z- 才 =xw, 上 du 
-六 = 上 式 安 为 | -7 


=arcsin( < 1 ) ] =arcsin( 3 ) arcsin( 3 ) 


当 x=1 时 w= 广 , 于 是 由 习题 14， 


人 T= -1 时 a ?i 


Hr - dr = sin 
,7 J (2- i) 到 v2/4— ui SH2 


方法 2 


= arcsin0 ,2 + arcsin0 .6. 


| -2 {tindr= du,2 ‘dr=— 2 ,于 是 积分 变 为 - 75 | tanbudu 


(dj 令 2 = 二, 则 一 
-sncosh2! “+ “ 
(Ce) 令 arcsinz =&, 则 du i Zr rk 所 求 积分 变 为 可 上 au = 可 十 六 三 
15 了 2 


一 1 (amsin 》 ) = a 


[3 .2 
as 
了 se or = 


于 (arcsinz 十 <. 因 此 | 本 于 


in 
0 二 诗 一 -| 2x4+1-1 dr = 了 2r+] yg, : whe 
Vritrt) 2 Vr trt+l 2 Vr trti 
= 本人 +z | 1 arr: | re 
| 
Mi! ~ 1 3 
-we mle 7 HAN (za | 二 
， 2 dr 1 
、， 证 日 OO. 
16 证 明 | {x -2r+4d4) 6 
和 ,全 ( 1) =y3tanu. dr =y Ssec wdu ,21 


dr 
证 明 ez 。 将 这 个 积分 改写 收 | [本 


=arctan0=0; 关 了 = 2 时 =aretantN3=m6, 则 这 个 积分 变 为 


mm 
1 


六 V3sec aaa -三 次 V 3sec udu -了 六 su -Tv -1 
(3 + 3tan wu ) n Agec a 3 了 jn 3° 6 
ee 全 
四 
17, 2 | 一 一， 
求 | (nr 和 
加 于 工 
dy 1 1 _ 
三 乙 ， 虽 分 变 全 = 半 - 二 
(了 2 


解 写 ”人 令 lInr=y,(dr)jr=dy. 当 .r=e 时 y=1; 当 工 三 e* 上 时 ,y= 二 2, 则 天 分 变 为 | 


3 


BB- 
18. 若 (a) n 关 一 1,{b)n 二 一 1, 求 | XInraz. 
解 是 ” (a}) 利 用 分 部 积分 , 令 =lInrdv= x"dry 夸 du=(dr)lr,yw= x if(n+1) ), 则 | xr" nce 
n+l 
Ey 


, Ea ri dr | 
‘=u | w= a ee te 
| ua HU | unt lanr] x n+] Cat) 


‘Inzrdz = | Inrat lr) = 方 (lnr) -i. 


(b | > 
19. 求 | 3 da， 
解 旺 设 27r+1i=y,271+11]= 


Pqy, 则 du 一 dy,w=3YWtln3), 于 是 有 


, 则 dr = xy, 积 变 为 | 了， wty, 利 用 分 部 积分 , 邻 = y.dv= 


" B2- 微 积 分 


[3 + = Jide = wo — [ui = -| 


7 
In3 By 


20， 求 | zintz+ 上 3yadz. 


解 喇 设 2=In(z+3),du=zdr, 划 和 o=- 节 .w= 地 ,因此 利用 分 部 积分 法 有 


十 六 
2 
|zadz +3Jdz= 王 Hz+3 -于 [ 大安 
_ ! 9 
-于 htz+3) -于 |(z-3+ jd 
Ens+3) -| 3rtomnz+ |+ 
= 河中 i A n Cs 


上 机 5 9 
因此 | zln(z+3)dr= 可 一 4n4+ 末 jn3， 


6~x 
21. 求 出 | [37 六 3 人 
, 6 六 B 
解 兴 利用 部 分 分 式 法 设 一 3yr 了 5) = 过 了 + ar 
方法 1 为 了 确定 常数 她 和 B, 用 (x 一 3)(2x +5) 乘 等 式 两 边 得 
6- z= A(2r+)+ Bl(r- ,Mp6-z=5A-3B+(2A+ Br, { 


由 于 这 是 一 个 恒等式 , 故 有 54 一 3B=6,2A+B= 一 1,A=3/11,B= 一 17/11, 肉 此 


6- 2 ,3 
| ad | rs = inl 3 


-号 nl12r+5l+e: 


方法 3 在 等 式 (1) 中 代 人 适当 的 + 管 , 倍 如 在 (1) 中 令 +=3 和 .c= 一 5/2, 立 即 可 得 A=3/11,8= -17 
11. 


22. 利用 代 换 tanzj2=u, 计 算 | 5 


靛 喇 ”由 图 $53 可 见 


入 十 SR 


sinrf2 = 一 二 一 ,coszj/2 = i 
ww 十 到 vlta’ 


图 53 
则 cosr = cog zj2 - sint /2 = 了 
1+a 
且 du= 直 sec zj2dz 或 dr =2008 zf2du = 
士 下 
于 是 积分 变 为 ee nef te 
二 4 2 2 2 
23. 计算 i Tnx 7 
0 1 +cos x 
解 晤 设 r=r-y, 则 
六 sin7 "(Ay jsiny 
7 Te 一 0 ey 
_ ny "ysiny 
"|, 1+ wa | 1+ co 
= A -T= rarctantcosy}) 一 【二 于 一 1， 
nl+ceos y 0 


第 五 章 积 分 


， 有 3 


BB T=w /2-1,T=r/4. 
w Sin 
w SINnr + cosz 


证 明 吐 令 z=72 一 y, 有 


i 
24. 证 明 三 dr=ni4. 


1 六 -snz dr = oy wn- er 
“0 ww sinz + vy O08 0 Yeesy+wsny 1 COST + v sha ) 
2 一 人 
则 1+ 了 = | Yn ST ar 
0 Snr + w coar 1 ww Cosr + wsiny 


-Vet Vey, .op 
0 w sinz + Y Cosr 0 


由 此 有 21= ni2,1= xi4. 
辣 理 可 证 | -sin 2 dr = 于 ,on 为 任 一 实数 (见习 题 94) 

注 :此 三 和 习题 23 表明 某 些 定 积分 在 没有 先 求 出 相应 的 不 定 积分 时 也 可 以 计算 ， 
计算 定 积分 的 数值 方法 


25. 利用 (a) 梯 形 法 ,(b) 辛 普 森 法 ,近似 计算 f 了 所 ,其 中 区 间 [0,1] 被 分 成 n=4 等 份 


解 喇 设 Fr)=11(1+x), 利 用 p. 吕 上 的 记号 ,有 Axr=(8-a)in=(1-0)f4=0,25, 则 保留 4 位 
小 数 有 :yo= F000)= 1.0000,y = 了 (0.25)=0.9412, y=/(0.50)=0.8000, y; = /00.75)=0.6400, y: = 


A{1) =0. $000. 
《ay 梯形 法 有 
nl 
| 1 da 令 [yo = 2 二 22 + 2ya + ya 
_ 0.25, 
= | 1.0000 + 2£0.9412} + 2(0.8000) + 2(0.6400) + 0.500!{ = 0.7828. 
(b) 辛普森 法 有 


1 本 
| ~ Yi + dy -233 + dys + yl 
- 341.000 + 40.9412) + 200.8000) + 4(0.6400) + 0.50001 = 0.7854. 
这 个 积分 的 精确 值 为 mj4*=0, 7854. 
。 、 、 rl 
26. (a) 用 泰勒 中 值 定理 近似 计算 | e dz， 


(b) 估计 最 大 误差 . 
解 安 。 芭 第 四 章 习 是 28 一 样 ,有 


I 1， 由 2 Tr re 

ee 二 |] c+ 有 + 有 + 5 DELr, 
则 用 2? 代 普 zx, 有 

2 | I rie 

”=1+tr+ 有 T+ 有 + 和 1 5 0 Er 


el 1 下 1 0 . 
dr =| {14+ 车 + 车 + 如 dr + 有 (这 里 误差 下 -| < edr) 
0 | 4 0 51 


1 | 1 
二 [t+ tt a tt = 1.408+E 


' 84 微 积 分 


zx! 
Lt 
5 


上 
10 


如 se Er de 


0 sT 


现 |E|= | ed <| 


_ 8 
=1T31 0-0021. 


于 是 最 大 误差 小 于 0.0021. 因而 精确 到 2 位 小 数 ,这 个 积分 值 为 1.46, 利 用 泰勒 中 值 定理 中 的 更 多 
项 ,可 得 到 精确 度 更 高 的 值 . 
应 用 


27. 设 zy 平面 上 有 一 个 由 y=4 一 x* 和 轴 转 成 
的 区 域 , 求 ;(a) 这 个 区 域 的 面积 ,{b) 这 个 区 域 
关于 y 轴 的 转动 惯量 ， 

解 二 (aa) 将 区 域 分 成 若干 小 矩形 ,正如 图 5- 
1 一 样 .在 图 5-4 中 画 出 了 一 个 典型 矩形 , 则 所 要 求 的 


4 面积 = lim Sf 总 ) At 


= lm D7(4- 名 PAT = | xz) dr = 3213， 
{b) 假定 密度 为 1, 则 图 5-4 中 这 个 典型 矩形 关于 
> 轴 的 转动 惯量 为 总 A( 6 )Axi ,所 要 求 的 转动 惯量 = 


图 5-4 tlm» G&A = lin 4- 8)An 
= | zx (4— x )dr= 128/15. 
28. 求 拢 物 线 =x? 从 .<=0 到 -1 这 一段 弧 的 长 度 
解 名 。 所 要 求 的 弧 长 = | TFTFdc= | V1TGrY de 
-Vir = | Vr 


2 
= 隆 | 计 zxYTT+ TIn(e+ YI 于 | = VS + (2 45) 
29. 求 由 习题 27 中 的 区 域 绕 x 轴 旋 转 而 得 的 施 转 体 的 体积 . 
解 三 所 要 求 的 体 各 = Ta Dr re 一 | (4 — x dr 
=512x/15. 


来 题 
30. 若 f(x) 和 g(x) 在 La,bj 上 连续 ,证 明 施 瓦 兹 积分 不 等 起 


(oa Sh na tala) a 


证 明 ez 对 任意 实数 ,我 们 有 
ff + aah a = GoParai Angtr)de + | fa(a) ld >0. 
因此 ,将 
A = | ehar Bp =| fb aC = | falz)dr 


用 于 第 一 章 习 题 13(1) 式 中 ,我 们 有 C 所 A B 这 就 是 所 要 证 的 结果 

31. 除 其 他 的 假定 外 又 假设 g(z) 在 La,5] 上 存在 有 连续, 证明 p.74 上 的 第 二 中 值 定理 等 式 
(8). 
证 明生 。 设 F(z)= | 7(e)a , 则 根据 分 部 积分 法 


第 贡 章 积 分 可 


| Kaz)gGzar- | gC)F Cr)d 


= gtr)Ftzr) - [g(a Fla)de 


a 


= gtp)F(p) - {gn dr 


情形 1 gz 是 单调 递增 , 即 外 420， 
则 出 广 兴 第 -中 信和 定理 ( 见 p,74) 有 


| DEFCDdc = RS g(x)dr = FOLg(B) — g(a)), 


其 中 二 存 {e ,加 内 ,因此 
| /nal rdr= gp)Fepy — Fie g(th) gta)] 


= plalrte) + Bt) — FPF(E)] 


= ga A rr 十 gO) flyaz. 


情形 2 gz( 工 ) 是 单调 递减 , 即 g (雪人 
证 既 与 情形 1 相 类 似 ， 
32. (a) 蔡 f(r) 在 [a .5] 上 连续 ,证 明 对 ia,5]j 上 仔 意 x 有 f(x)= fla)+ 了 (a)(zr-a) 
2 ny) 下 于 
+ a Fe £ Cat 1) + (zt) "fF" Da. 


(b) 利用 (a) 得 到 泰勒 定理 中 的 拉 格 讼 日 余 项 和 柯 卫 余 项 { 见 p.57)， 
证 明 喇 。”(a) 利用 数学 归纳 法 { 见 第 一 音 ). 对 n=, 因为 


sD Hos A FADO) p+) fa), (1) 


所 以 结果 成 立 . 
一 让 
候 六 -~ 和 时 缚 果 成 立 , 则 利用 分 部 积分 法 . 设 汪 于 d= dv, Jr(1)= ws 责 w= 


- rit ‘du= f(z)dt, 有 
i 人 | Ht 
la | + a 
一 六 一 全 六 ， 1 2 
= RD + (Od. 


这 就 证 明了 x = 上 11 了 时 结果 成 立 , 从 而 对 所 有 整数 sg ,结果 都 成 立 . 
{b) 由 积分 广义 第 一 中 值 定理 (p.74) ,我 们 有 


| FDGCDar = Fe GU)de,€ 在 4 和 zx 之 间 ， 


令 RO=Pra(D,G(D= 人 -得 


六 宝林 二 4 Yun+]] _ m+1 
| 人 (0 -三 名 | ex -et = 4 和 六 ， 


[二 
nl 


用 .+ 取代 ,就 得 到 了 拉 梯 朗 日 余 质 形式 Lp.57 等 式 (20)]. 


全 下 1 二” 7,G(4)=1, 有 


"A : 微 积 分 


li fd = 广 -二 全 一 [1g _ OD a) 


nt, 
用 工 取 代 右 ,就 得 到 柯 西 余 项 形式 [p.57(21) 式 ] 
Dn 
33. 证 明 lim| dr - ns. 
人 


Xx" +4 
证 朋 业 ”我 们 有 +4 =x+4r*+4~4x :=(x +2)7 {27 
={r: t+2+20)( r+2—27) 
根据 部 分 分 式 法 ,假设 


1 __ Ar+B ， Cr+D 
T+4 XIr+t2 7 二 25+2， 


则 有 
1= (A+C)x +(B-2A+2C+ Dr + {2A -2B+2C +2D)zr+28+2D, 


A+t+C=0,8B-2A+2C+D=0,2A-2B+2C+2D =0,28+2D=1, 


aa |, 1 1， 1 
解 得 4 六 :b= 可 :C= D 可 ,于 是 


| dx | 二 十 了 可 | 二 
十 4 8 Ear EE 中 


_1 T+1 | ] 工 一 上 1 dr 
=- | + B| adet 8| (tr— 1 +1 


- 工 
”1 


lnfzrz + 2z 十 2) 十 训 arctan(z +1) loin( 2 2x +2)1 arctant x — 1) + 人 i， 


“ dr M +2M+2Y, 1 1 | 
则 Lm ri dm | (和 二) Bctant M+ 1) + ctan( M 一 Di 


8 
我 人 用 | - 宕 ra 表示 这 个 极限 ,并 称 这 类 积分 为 第 一 类 广义 积分 ,这 类 积分 在 第 十 二 章 中 进一步 研究 ， 
也 可 见习 题 78. 
| sned 
34. 计算 iim 下 一 一 一 
< 一 证 
解 号 ”这 个 极限 满足 洛 必 达 法 划 的 条 忻 ,因此 所 求 极限 为 
[| sint dt sinz 元 (sinz ) 
lim CL 4) Tl 4T 一 (47) 
1 3rzeosy3 1] 
127 4 


35. 证 明 : 若 f(x) 在 [4,5] 上 连续 , 则 [rm 存在 . 


证 明 三。 利用 p.78 上 的 记号 , 设 s= >》1 /(&)An. 因 f(x) 是 连续 的 ,所 以 在 区 间 [z.， ,x ] 上 可 找 
二 =1 
到 数 M, 和 zm , 分 别 代表 F(x) 在 这 个 区 间 上 的 上 确 界 和 下 确 界 ,部 满足 办 过 FLz)< MrE[m 
友 ], 那 么 我 们 有 
mb -as DmAn Sa SMAn < SS MG- a), (1) 
=] 二 = 上 


其 中 严 和 闻 为 护 z) 在 [ap 上 的 上 确 界 和 下 确 界 , 和 * 和 S 有 时 分 别称 为 下 和 和 上 和 . 
现在 选择 [a ,5] 的 第 二 种 分 法 .考虑 相应 的 下 和 和 上 和 ,分 别 用 “和 3 表示, 则 一 定 有 > 近 S 和 


第 五 章 积 分 


Ss, (2) 

为 了 证 明 这 点, 我们 利用 第 一 和 第 二 种 分 法 中 的 分 点 得 到 第 三 种 分 法 . 考 卡 相 应 的 下 和 和 和 上 利 ， 
分 别 用 + 和 了 表示 ,出 习题 骂 , 我 们 有 

和 所 1 革 T 5， (3) 

这 就 证 明了 (2) 式 . 

由 (2) 式 易 得 , 随 着 区 间 的 逐步 细 分 ,上 和 是 单调 递减 ,下 和 十 单调 递增 , 义 根 据 (1} 式 这 些 和 也 是 有 
界 的 . 故 它 们 都 是 有 极限 的 ,我 们 分 别称 其 为 ; 和 S. 由 习 夺 0 知 ;过 S. 为 了 证 明 这 个 积分 存在 ,我 们 要 
证 s=S. 

由 十 f(x) 在 闭 区 间 [a ,5 1 上 连续 ,所 以 它 是 一 致 连 妆 的 ,那么 对 任意 给 定 的 6 之 0, 可 取 足 够 小 的 
Ar ,使 得 和 一 jp, 氨 afb 一 a 成 六 , 于 是 有 


， 。 
5- := OM - mAm < FA — &. (4) 


现 S-s=(S-S)1(03S- 5s)+(s 一 ,), 园 揪 号 内 的 每 项 都 是 正 的 , 故 由 {4) 式 这 些 项 均 小 省. 特 
别 地 ,由 于 Ss 起 一 个 确定 的 数 , 故 它 一 定 是 0, 即 $=s, 从 而 上 和 和 下 和 的 极限 相等 ,证 明 完 成 了 证 
明 . 


补充 习题 


定 积分 的 定义 


38. 


37 ， 


38. 


39. 


可 . 


(a) 将 | za 表示 成 -个 和 的 极限 ,(b) 利 用 () 的 结果 计算 这 个 定 积分 ,(c) 说 明 其 几何 合 义 ， 
利用 定义 计算 :a) | G3z + Dadr,(b) (7 -da 


玫 入 mn | 
1 te 二 证 ， 
+1 n+2 n+ | 到 


正明 jim | 


， | 1 
证 明 :车 p> 一 1, 则 lim ): i 于 1 = B71 


利用 定义 证 明 | et 一 人 一 人 


41, 利用 第 一 章 习 题 时 ,直接 证 明 习 题 5. 
| _ 1 1 _ 
2. 证 明 lim | 3 EM 二 本 lnf1+w2) 
二 证 加 者 20 则 说 
定 积分 性 质 
科 . 证 明 p.74 上 (a) 性 质 2,(b) 性 质 3. 


45 ， 


47. 
1 | _ 
. 证 明 对 所 有 的 “有 | cd ln2. 


车 fz) 在 ta .ce) 和 (ec,5) 上 是 可 积 的 ,证 明 


(far = air fA. 


b h 
.车 fz) 和 g(x) 在 [4,56] 上 是 可 积 的 , 且 f(x) 裤 g(r), 证 明 | ftx)dz < | g(x)ax. 


证 明 对 0 所 cr 过 zj2, 有 1- coszx 字 zr. 


in 
正明 | + [Te 


区 
49. 云 克 ， 
积分 中 值 定理 
下. 证明 p.74 上 的 结果 (5)[ 握 示 : 若 w 写 F(z) 所 M, 则 mg Cr) 三 fz}g(z) 守 JMg(r) ,再 积分 并 应 用 p.74 


$1. 


上 性 项 ?.] 
证 明 在 0 二 xz 科 1 工 存 在 二 点 各 和 名, 满足 


* 区 ?7 


,88 ， 


微 积分 


| sinnz 


id TD = Sink, 
52. 证 明 在 0 所 xx 上 存在 一 值 x 满足 


rr 
| 2 "costar = SIRE， 
0 


积分 变换 和 积分 法 
53. 计算 ， :jz eo™ oer dr (b)|, de 
dr csch: a : dr 
Cc) | a :| 空 天 du, Cj ， lI6—x 
dr _ -YX li 
54. 证 明 : (| {3+2r— 了 加 2: 号 ,= -各 宇 上 


55. 证 明 ， 人 jj nu tadu = 到 vV 二 下 土 到 oa uitwva ta lt+r, 
tb) | a — a du = tarcsinufa + ca 四. 


_ .TAY 

56- 六 | 7 

57. 说 明 分 部 积分 法 的 合理 性 . 

58. 计算 : (a) | ccs3adz, (bh) rar 


1 
59 . 证 明 :(a) | Xaictan zr = 五 一 万 + 二 lm， 


wf ri 


的 . (a) 首 4= Ax) 和 w= g(xz) 有 连续 的 #4 阶 导数 ,证 明 : 


ar a a D"|a" I 


称 此 式 为 推广 的 分 部 积分 .(b) 苦 x1 =0, 则 简化 了 什么 ? 请 讨论 .(c) 利 用 (a) ,计算 | i Siadx. 


Ta _ -2 
6!. 证 明 | TD 


[提示 :天 用 部 分 分 成 , 即 假定 TcrT 


A B CtD 
ry ttl , 求 出 A,B,C,D.] 


62. 证 明寺 dr Tal 


计算 定 积分 的 数 人 方法 
63. 利用 (a) 梯 形 法 ,(b) 辛 普 春 法 , 取 = = 4 计算 |-c 的 近似 值 ,并 与 精确 值 n2=~ 0.6931 作 比 较 


64. 通过 sinzx 在 z= 路 ,10",…,90" 上 的 值 .分 别 利用 (a) 梯 形 法 ,(b) 辛 普 森 法 计算 「 sinz udx, 并 与 精确 值 


4 作 比 较 . 

65. 证 明 用 (a) 和 矩 形 法 ,(b) 梯 形 法 近似 计算 定 积 分 的 公式 , 即 p,78 上 的 (16) 和 (17) 式 . 

66. 证 明 用 辛普森 法 近似 计算 定 积分 的 公式 . 

67. 利用 数值 积分 法 计算 下 列 积分 ,精确 到 3 位 小 数 :(a) | 和- ‘(D) | coshzzaz、 

应 用 

68. 设 在 .zy 平面 上 ,此 线 y=sinr0Srsr 和 < 轴 围 威 一 个 区 感 , 求 :(a) 这 个 区 域 的 面积 ,(b) 这 个 区 域 关 于 
y 轴 的 转动 惯 最 ,假定 其 密度 为 1. 


第 五 章 积 分 “ 89 ， 


09. 


70. 


71. 
72. 
73. 
74. 
75. 


76. 


车 一 个 面 上 一 点 处 的 密度 刚好 等 于 这 点 到 z 轴 的 距离 , 求 由 y= x 和 y=x 所 力 成 区 域 关 于 z 轴 的 转动 
惯量 . 

证 明 悬 链 线 y= coshz 从 z=0 到 =In2 这 段 狐 的 狐 长 为 了 

证 明 摆 线 x =a(9- sin8) ,y= a(ll 一 oo69) (E0627) 的 一 拱 的 长 度 为 8a . 


证 明 由 铺 圆 x?ja? + y*/8? = 1 围 成 区 域 的 面积 为 rab. 
求 由 曲线 = snrf0sz 私 mr) 线 x 轴 旋转 前 围 成 的 这 个 立体 区 域 的 体积 . 


证 明 由 y=v a -一 asx 入 a 和 x 轴 国 成 的 区 域 的 形 心 位 于 (0,4af37). 
(a) 若 p= $$) 是 极 坐 标 系 中 一 曲线 的 方程 ,证 明 由 这 曲线 和 直线 上 = 加 和 = 向 围 成 区 域 的 面积 为 


到 | 1 居 卉 ,fb) 求 由 双 纽 线 p? = a?cos2$ 的 一 个 闭路 围 成 区 域 的 面积 ， 


《二 证 明 习题 75(a) 中 曲线 了 长 为 Vp + (dold$) ds$, 
Cb) 求 心脏 线 p==af1 _ woop) 的 弧 长 


厅 题 


77 


78 . 


79 . 


30. 


31. 


83. 


85. 


88. 


89. 


由 第 一 积分 中 值 定理 建立 导数 中 值 定理 ， 
[提示 :在 p.74(4) 式 中 , 设 Az)= 下 (zh ] 


> , 4—E Ar 
证 明 :(a) im | 二 = 4,fb) 四 上 奖 天 = 和 ， 


(0 im 六 = 至 ,并 给 出 这 个 结果 的 几何 含义 . 
cn 


Bi 
站 
-这 些 极限 , 通 闪 分 别 用 | -7 ，| ， 自 和 |- 六 莽 - 表 示 . 由 于 被 积 机 数 在 积分 区 域内 不 是 有 界 的 ， 
故 称 这 些 积分 为 第 二 闫 广义 积分 .有 关 广 义 积分 的 进一步 讨论 ,请 见 第 十 二 章 . ] 


证 明 :Ca) lim | re ‘dr=4! =24, 
, 2 一 上 Adr _x 
(b} 各 | 2 


dr "sin2x 
第: 上 TD 0 区 生 有 


ni 9 
erzfr — enld +| edt 
计算 lim, Tr . 


3 


. 证 明 ,{a) 各 | (+tt+l)dt=3r + rz -2r +37 -27, 


2 
ib} £2| cost” dt =2xeo8x! 一 cost . 


证 明 p.75 上 的 结果 (13)， 
. 证明:(a) /TT anna = 4 有 全 -VanU3+D， 
指出 下 面 的 铺 误 并 涪 明 原因 : 


利用 变换 x = 1/y,1 = | -和 Tr [ T= 一 了, 故 了 了 =, 但 = arctan(1) arctan{ 一 1) = wi4 


—{— m4) = 2, 从 而 有 子 = 0， 


1 
有 COBET 1 1 
. 正明 |， dr an 3 


计算 Ia || 
”rr + 
e n 


证 明 f(z)= | ” 让 让 理 才 在 [0.1] 上 不 是 多 可 积 的 
证 明 习 题 35 的 结果 (3) [提示 :首先 考虑 仅 增加 一 个 分 着 区间 点 的 影响 .] 


微 积 分 


91. 


92. 


93. 


6. 


.证 明 | 一 此 = .下 ， 


. {a) 证明 对 所 有 实数 m, 有 | 


. 证 明 习 题 35 中 s<S ,[ 据 示 : 通 过 作 相反 的 假设 得 到 一 个 矛盾 的 结果 . ] 


车 F(z) 在 [a,] 上 是 分 殿 连 续 的 ,证 明 | [(x)dz 存在 [提示 :将 等 个 不 连续 点 放 在 一 个 区 间 中 ,注意 可 
以 使 这 类 区 间 的 长 度 和 人 年 意 小 ,然后 考虑 上 和 和 "和 的 差 . ] 


2 0<x<1, ; 

着 f(z) = | = 1，。, 束 | 7(z)ar ,并 说 出 其 几何 信义 
6rx-1,1l<z<2, 

计算 |x-[z]+ 去 | ,并 说 明 其 几何 舍 义 ,其 中 [x] 表 示 小 于 或 等 于 的 最 大 整数 

Bl _T 

0 sin”z og 4 

(证 明王 一 


1 + tan' x 


证 明太 Smsur 存在 . 


.5 
证 明 | ea oe0.4872. 


jo 1 + eos xz 2 


第 六 章 偏 导 数 


二 元 及 多 元 函数 

如 果 对 于 变量 x 和 的 每 一 给 定 的 数 对 (x ，y) 都 能 确定 变量 = 的 一 个 或 多 个 值 与 之 对 
应 , 则 称 = 为 x 和 y 的 二 元 函数 这 个 定 愉 与 将 函数 作为 两 个 集合 之 间 的 对 应 关系 的 一 般 定 
义 { 见 p.19) 是 - 致 的 . 这 里 的 两 个 集 是 :(1) 数 对 (x，y) 的 集合 (几何 上 表示 zy 平面 上 的 二 
维 点 集 );{2) 由 变量 x 表示 的 实数 集 . 

我 们 用 符号 f(r ，y), F(x，y) 等 表示 函数 在 (x ，y) 处 的 值 并 记 为 > = f(x，y) ,z= 
F(x ,yy) 等 ,有 时 ,我 们 也 使 用 符号 z = z{zx，y), 而 此 时 的 xz 应 从 两 种 意义 上 去 理解 , 即 > 
既是 函数 又 是 变量 . 

和 例 -: 知 fz, y)=.r++27, 则 3, 一 1)= (3 +2(-1?=7. 

二 元 函数 的 概念 很 容易 推广 到 多 元 函数 . 因此 w= 上 (x,y, zx) 表 东 一 靖 数 在 (zx,，y, z) 
(三 维 空间 的 一 点 ) 处 的 值 ,等 等 . | 


因 变 量 和 自 变量 ,函数 的 定义 域 


如 果 z=FIz，y) 则 称 * 为 因 变 量 , 称 x 和 y 为 自 变量 . 如 果 对 使 画 数 有 定义 的 每 -- 数 
对 (， 当 ) 仅 有 z 的 一 个 值 与 之 对 应 , 则 称 该 郑 数 为 单 值 的 ;而 当 xz 有 多 于 一 个 的 值 与 之 对 应 
时 . 则 称 该 函数 是 多 值 的 ,并 可 将 其 看 作 是 单 值 施 数 的 集合 . 因而 ,除非 舅 加 说 明 ,我 们 的 讨论 
将 仅 眼 于 单 值 函数 . 

使 函数 有 定义 的 点 (6z， 妇 的 集合 称 为 鹃 数 的 定义 域 . 

例 ;: 如 z= 1 一 Cr ++y), 则 z 的 定义 域 就 是 满足 z2 十 这 所 1 的 点 (z，y) 的 集 各 , 即 xy 面 上 以 (0,0) 为 
中 心 ,1 为 半径 的 贺 上 上 吕 其 内 部 的 点 的 集合 . 
室 间 直角 坐标 系 

作 相 人 交 于 点 O( 原 点 ) 并 互相 垂直 的 三 根 数 轴 (x，y，z 贺 ) 便 得 空间 直角 坐标 系 , 它 是 通 
常 的 zy 平面 的 一 个 自然 推广 ,而 xy 平面 用 来 几何 表示 两 个 变量 之 闻 的 函数 关系 .三 维 空间 
的 点 用 三 元 数组 (x ，y，z) 表 示 , 并 称 其 为 点 的 坐标 ， 在 三 维 直 第 坐标 系 中 z= A(x， y) (或 
P(r, yx) 二 0) 一 般 表 示 一 个 曲面 . 

例 ; 满 足 z 一 v/ 一 Cr + yi) 的 点 {x,y，z) 的 集 枸 成 了 以 (0,0,0) 为 中 心 ,1 为 半径 的 半球 面 ， 

对 于 二 万 以 上 的 函数 ,这 种 几何 解释 将 失效 ,尽管 一 些 术 语 仍 可 被 使 用 , 例如 ;(r，y， zz， 
zw') 是 四 维 空间 的 点 ,ww 二 fry 2)( 成 F(zr, yz， ww) 二 站 表 示 四 维 空间 中 的 超 曲 面 ; 财 
而 +y+z:++ wr 二 a 表示 四 维 空间 中 以 (0,0,0,0) 为 中 心 ,半径 为 a 的 超 球面 ， 


邻 域 

所 有 使 得 |x A | 所 个 ， |y 和 yo [之 [其 中 0) 的 点 人 x， y) 的 集合 称 为 (xr,， x) 的 拭 形 
名 域 :而 集合 0 之 |r 一 zo | 之 8,0< 之 |y 一 加 | 达 俯 不 包含 点 (xo， yo)) 称 为 (xo， ww) 的 年 形 去 
心 驴 邻 域 . 类 和 似 地 可 定义 其 他 的 邻 域 ,如 (x 一 z+(y 一 站 之 六 为 (xo，y6) 的 圆 形 5 邹 


域 . 
如 果 点 (ro，yw) 的 每 一 去 心 8 邻 域 都 包含 点 集 S 的 点 , 则 称 (zw， 3 ) 为 集 S 的 极限 点 或 
察 点 和 在 “- 维 点 集 的 情况 -- 样 ,每 一 个 有 界 的 无 穷 点 集 至 少 有 一 个 慨 限 点 ( 见 p.5 和 p,47 


"J+ 


微 积 分 


的 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 察 诺 定 理 ). 一 个 点 集 如 果 包 合 它 的 所 有 极限 点 , 则 称 其 为 一 个 闭 集 . 


区 域 


如 果 点 已 属于 点 集 S, 且 存在 已 的 一 个 去 心 § 人 域 ,其 中 的 所 有 点 都 属于 S ,出 称 已 是 $ 
的 一 个 内 点 ,如 果 点 忆 不 属于 5S, 且 存在 了 的 一 个 去 心 8 邻 域 使 其 中 的 所 有 点 都 不 属于 S, 则 
称 己 是 S 的 一 个 外 点 , 如 果 点 卫 的 每 一 个 去 心 6 邻 域 都 既 包 会 属于 S 的 点 又 包含 不 属于 S 
的 点 , 则 称 PP 为 S 的 边界 点 . 

如 果 点 集 $ 中 的 任意 两 点 可 用 由 有 限 折线 段 组 成 的 路 径 连结 , 且 路 径 上 的 点 都 属于 5， 
则 称 S 是 一 个 连通 集 ， 由 内 点 或 由 内 点 各 边界 点 组 成 的 连通 集 称 为 区 域 , 而 包 会 其 所 有 边界 
点 的 区 域 称 为 周 区 域 , 只 有 内 点 组 成 的 区 域 称 为 开 区 域 . 

图 6-1ta),(b), {c) 几 何 显示 了 几 个 区 域 的 例子 . 图 6-1(a) 中 包含 边界 的 算 形 区 域 表示 点 
集 :a 志 X65 ,c 信 y 坊 d , 它 是 一 维 空间 中 闽 区 间 a 志 x 志 5 的 自然 推广 . 而 点 集 a< 近 x<B,c 世 
yq 对 应 于 不 包 售 边 界 的 挫 形 区 域 . 

在 图 6-1(a) 和 6-1(b) 所 示 的 区 域 中 ,位 于 区 域内 部 的 任 一 简单 闭 曲 线 (与 自身 处 处 不 相 
交 ) 都 能 收缩 成 区 域内 的 一 点 ,这 种 区 域 称 为 单 连通 区 域 . 而 在 图 6-1(c) 中 ,区 域内 环绕 “ 空 
润 " 的 简单 闭 曲 线 ABCD 不 离开 区 城 不 能 收缩 成 一 点 ,此 类 区 域 称 为 多 连通 区 域 . 


极限 


设 所 zy) 在 (zo， wo) 的 基 去 心 9 邻 域 内 有 定义 ( 即 Fx， yy) 在 (xo，yo) 处 可 无 定义 )， 
如 果 对 任 一 正 数 ,存在 某 个 正 数 8 一般, 依赖 于 e 和 (x。，yo)) ,使 得 当 0< Ir 一 zl 所 6 且 
0< ly 一 yl 所 5 时 有 | Fz， y) 一 下达 8, 则 称 2 为 x yy) 当 区 趋 于 xo 县 茜 于 yo( 或 (x， 
y)} 趋 于 (xzo， %)) 时 的 极限 , 记 作 lm fz， y)=4( 或 ， lim f(z, 一 了) 


， 3 :区 


bE et 


如 有 必要 ,我 们 可 用 去 心 的 圆 形 邻 域 0<{zx ~ zo) + (yyo) 过 人 代替 去 心 的 给 形 邻 


域 . 
、 _ 3xy: (x, $A,2), 
例 设 fx (07, =, 2), 


《2}= 6, 因 此 我 们 猜想 lim fz， y)=6. 为 了 证 实 这 一 点 ,我们 必须 证 明 :Xx， yxy) 满足 !=6 时 的 极限 定义 ,这 


当 z 一 1] 且 y->2( 或 (xz 9) 一 (2)) 时 ,人 zy) 赵 于 3{1): 


样 的 证 明 可 用 燃 似 于 习题 4 的 方法 得 到 . 
注意 :由 于 A(1, 2)=0, 所 以 limf(x,y) 隆 了 (1, 2), 事实 上 ,即使 Ar，?) 在 人 12 处 无 定义 ,该 极限 仍 为 
6. 因此 , A(z， y) 当 (zx， (ao， 为 ) 时 极限 的 存在 性 与 J({x，y) 在 (zx。，yo) 钼 请 数 值 的 存在 性 毫 无 关系 . 
需要 注意 的 是 :为 了 使 极限 。 lim f(z， yy) 存在, 不管 (z，y) 以 何 种 方式 趋 于 {zo， 
EHO 30 
Yo) ,该 极限 必须 有 相同 的 值 . 由 此 推出 ,如 果 黄 种 不 同 的 趋向 方式 给 出 不 同 的 值 ,那么 极限 就 
不 存在 (见习 题 7), 这 意味 着 ,与 一 元 函数 的 情形 一 样 , 如 果 极 限 存在 , 则 极限 必 是 惟一 的 ， 
一 元 函数 单 侧 极 限 的 概念 可 容易 推广 到 多 元 函数 . 


第 六 章 个 导 数 


例 1: lim arctan( yfz)= my2，lim arctan( yfx)= 一 可 ， 
ri 下 


例 3: 显然, 例 1 中 两 科 不 同 的 移 向 方式 给 出 不 同 的 结果 , 故 lm arctan( y/z) 不 存在 


3 一 1 


一 般 来 说 ,针对 一 元 函数 的 有 关 极 限 的 定理 无穷 大 的 概念 等 内 容 ( 见 p.22), 作 适当 修改 
后 便 可 应 用 于 多 元 函数 . 
累 次 极限 

累 次 极限 lim | lim f(z， > 并 和 Jin | lim f(z, ?外 (也 可 分 别 记 为 jian lim f(z， 3 和 
lim lim f(x, 3)) 不 一 定 相等 ， 尽管 如 时 lim f(x， y) 存 在 , 则 上 述 累 次 极限 必定 相等 ,但 这 两 


个 时 次 极限 相等 并 不 能 保证 极限 lm /(z，y) 存 在 


rg 
例 :如 果 f(z， y= Tp 则 lim limz ln 1)= 1 县 lim lm = log( ~ 1)= -1. 困 此 , 累 次 极限 
不 相等 . 因而 ji 四 7z，?) 不 存在 
Jr 


连续 性 


设 f(x, 妇 在 (zi，w) 的 某 个 全 邻 域内 有 定义 ( 即 f{x，y) 在 (xo，3o) 及 其 附近 有 定 
义 ). 如 果 对 任 一 正 数 e ,存在 某 个 正 数 8( 一 般 依赖 于 & 和 (zx。，yo)) ,使 得 当 |z 一 zol 和 3 且 
一 yo | 之 8 时 ,有 | 了 F(x y) -f(zo, li<s, 则 称 f(z， y) 在 (xo，yo) 处 连续 , 注意 :要 使 
f(r, yy 在 (xo，%) 处 连续 ,必须 满足 三 个 条件 ; 

,A y)=7, 即 当 (x,y) 一 (xo，yo) 时 极限 存在 ; 

2，F(zo，Y0) 必 须 存在 , 即 f(x ,yy) 在 (xo， 0) 有 定义 3 

3. [=f(xo, Yo}. 

如 有 需要 ,也 可 用 富有 启发 性 的 形式 lim f(z， 3)=f( limz, Jim y) 表 示 了 (zx，Y) 在 


Eb] 


(ro, Yo) 处 连续 . 
_ 3ry, (xr, 3 这 人 12)， 。 一 1 
例 : 如 时 用 7， 2 10，。 (za y=01, 2), 则 (1, 3, 国 而 下 >， 3 在 (1,2 


处 不 连续 . 如 果 重 新 定义 函数 ,使 (z, y)= (1, 2) 时 fr, 7)=6 则 该 函数 在 (1,2) 处 连续 ， 

如 果 天 数 在 点 { zu， ) 不 连续 , 则 称 其 在 (zo，y ) 处 间断 ,点 (ze，3) 称 为 同 断 点 . 如 果 
能 和 上 面 的 例子 中 的 情形 一 样 ,通过 重新 定义 函数 在 间断 点 处 的 值 使 新 的 西数 连续 , 则 称 该 点 
为 原 有 函数 的 可 去 间断 点 . 如 果 函 数 在 zy 平面 上 的 区 域 旬 中 的 每 一 点 处 连续 , 则 称 该 函数 在 
怠 上 连续 . 

一 元 函数 有 关连 续 性 的 大 多 数 定理 , 作 适 当 修改 后 , 均 可 推广 唱 多 元 函数 . 


一 致 连续 性 


在 函数 KKz，y) 于 点 (zu，y) 处 连续 的 定义 中 ,3 一 般 既 依赖 于 ,也 依赖 于 (zo，yo). 
如 果 存 在 这 样 的 3, 它 只 依赖 于 e ,而 不 依赖 于 区 域 多 中 任 一 特定 的 点 (zeo，32 儿 即 同一 9 着 
用 于 多 中 的 所 有 点 ), 则 称 f(x, y) 在 区 域 久 中 一 至 连续 . 与 一 元 函数 的 情形 一 样 ,可 以 证 明 : 
有 界 闭 区 域 上 的 连续 函数 在 该 区 域内 一 至 连续 . 


偏 导数 
如 果 多 元 函数 只 让 它 的 一 个 自 变量 变化 ,而 让 其 余 的 自 变 量 保持 不 变 , 则 函数 对 这 个 自 变 


* 的 ， 


04， 


微 积 分 
2 A(x，Y) 相 对 于 x 和 yy 的 从 导数 分 别 记 为 
区 或 ,f(r y), 区 | 由 j 和 和 [或 lr y), 纪 )， 后 面 的 记号 用 于 需要 帘 出 保持 
不 变 的 自 变量 的 场合 . 
根据 定义 ,当下 列 极 限 存 在 时 ,有 
af _ m Lz + Ar, Y=-fr y) 学 = lim fir, y+Ay)— fr, y) (1) 
a A Ay | 


区 lm 


在 特定 点 (zo ， ma ,fle wf] fl 
vo) 给 出 . 

例 ; 如 果 f(z y) =2x ?+3zy ; 则 f= br +3y 有 f= 6ay. 因此 , (1, 2)=6(1) + 3(2) 
=18, £,(1, 2)=6(1)(2)= 12., 

如 果 函 数 / 在 一 个 区 域内 有 连续 的 信 导 数 了 ， 了 , 则 /在 该 区 域内 必 连 续 ， 但 仅 有 这 些 
偏 导数 的 存在 性 并 不 能 保证 /的 连续 性 (见习 题 9). 
高 阶 偏 导 数 

如 果 f(x,y) 在 某 区 域内 的 每 点 处 都 有 偏 导数 , 则 3f13z 和 3 yay 也 是 x 和 y 的 函数 ,从 
而 也 可 以 有 偏 导 数 . 这 些 二 阶 偏 导 数 记 为 ; 


的 -到 -总 的 -于 -< 


oy 


(2) 


去 | 动 )= 让 一 (= Dyox ™ fo 


如 果 六 和 六 连续 , 则 ,= 5, ,因而 与 求 导 次 序 无 关 ;否则 这 两 个 偏 导数 可 能 会 不 相等 (见习 


题 13 和 43). 
例 : 若 f(x， y) = 27’ + 3xzy ( 见 前 讽 ), 则 三 = [2x， =60r,f = 0y= £. 此 时 Fe (1, 2)=12, 
ll, 2)=6, ft1, 2)= ft(1, 2)=12. 


用 类 似 的 方法 可 定义 更 高 阶 的 偏 导 数 ， 例如 ,3 大 二 = fu 就 是 f 相对 于 yy 求 一 次 .再 相对 
于 + 求 二 次 的 偏 导数 . 
微分 
设 Ar=dr 和 Ay=dy 分 别 是 x 和 y 的 给 定 的 增 量 , 则 
Az = f(T +ArT, y+AYy) - flr, y) = Ar (3) 
称 为 z= 玉 zz,y) 的 增 量 . 如 果 f(z, y) 在 某 区 域内 有 连续 的 一 阶 筷 导数 ,那么 


也 
Az = 开 Az+ 开 ay +eAz + eshy = Fdr + Fdy + eidz + edy = Af, (4) 


其 中 sl 和 es 当 Ar 和 4y 趋 于 零 时 都 趋 于 零 (见习 是 14),， 表达 式 
如 = 了 it 或 a = Slde + (5) 


称 为 > 或 了 的 全 微分 ,简称 为 = 或 了 的 微分 ,或 称 为 Az 或 Ar 的 主 部 . 注意 ,一般 来 说 ,Az 关 
dz. 但 如 果 Azr = dx 和 Ay= dv" 很 小 ”, 则 dx 与 Az 近似 相等 (见习 题 15). 量 dr 和 dy 分 别 
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称 为 x 和 y 的 微分 ,此 时 ,不 必要 求 它 人 很 小 . 

如 果 了 的 增 基 AF( 成 Az) 能 表示 成 形 如 (4) 的 形式 ,其 中 和 es 当 Ax 和 Ay 趋 于 零 时 
都 趋 于 零 , 则 称 在 (xz, y) 处 可 微 . 但 仅 有 大 和 的 存在 并 二 能 保证 广 订 微 ;而 当 f. 和 
连续 时 , 广 必 可 微 ( 尽 管 这 个 条 件 比 必要 条 件 稍 强 一 点 ). 当 f. 和 了 , 在 区 域 员 内 连续 时 ,就 称 
三 在 级 内 连续 可 微 ， | 


有 关 微 分 的 定 埋 


在 下 面 ,我 们 将 假设 所 有 函数 在 区 域 党 内 都 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 即 所 有 函数 在 及 内 都 
连续 可 微 . 
1. 如 果 z= (zi, zz ); 则 


= .321 27 2 
-车 ‘9 


上 式 无 论 zl， zx，…xrw 是 自 变量 还 是 依赖 于 其 他 变量 的 中 间 变 量 都 是 成 立 的 (见习 题 20). 


这 是 (5) 式 的 推广 . 在 {6) 式 中 常用 zx 来 代替 耻 . 
2. 如 果 f(x， x2 Ti) 二 coc 为 一 常数 , 则 df=0, 注意 :此 时 x， 并 不 全 


是 独立 变量 . 
3. 表达 式 P(x, yjdr +Q(x, y)dy 或 简写 为 Pdxr + Qady 星 函 数 关 zx，y) 的 微分 当 且 仅 
= 有 此 时 Pdx + Qady 称 为 恰当 微分 . 
4. 表达 式 Plr, y, zjdr +Q{tzr, y, <}jdy+ R(x，y,， zj)dz 或 阐 瑟 为 Pdr + Gdy ++ 
aP _3Q 3Q_ 3R aR -3 
Rdz 是 函数 放 z，y，*) 的 微分 当 且 仅 当 = 3 ,52 -3y'5z ”3z" 此 时 Pdr + Qiy + 


Rdz 称 为 恰当 微分 . 
定理 3 和 和 4 的 证 明 最 好 是 利用 稍 后 章节 中 的 方法 给 出 { 见 第 十 章 中 习题 13 和 30). 


复合 函数 的 求 导 法 则 
设 z=f(x, 3) ,其 中 z=g(r,s),y 二 有 h(r ,5), 所 以 xz 成 为 r 和 s 的 函数 , 则 


dz dz 9r dz dy de _ de dr dz dy (7) 
Dr Dr ar dy 9r’ os ras dy ds 


-一般 地 ,如果 u = 下 (cl in 其 中 xX1= {ri 1 = f(r 则 


3 。 
du A zi 十 du dx 4 Ou Te 到 一 1,2,",p. (8) 


ar, dx) or, dx dr dx, ore” 


特别 地 , 当 TE HI 只 依赖 于 一 个 变量 ; 时 ， 有 


eu du Ax au x2 Bu oT 
= 十 … 十 二 一 . 9 
ds dxl ds dr ds DX ds (9) 


这 些 结果 , 常 称 为 链 法 则 ,用 于 将 相对 于 一 组 变量 的 偏 导数 转换 或 相对 十 另 一 组 变量 的 偏 导 
数 ， 
重复 应 用 链 法 则 便 可 得 到 复合 函数 的 高 阶 偏 导数 . 


齐 次 函数 的 欧 拉 {Euler) 定 理 
如 果 存 在 某 个 常数 ,对 参数 ) 的 任 一 值 有 等 式 : 
了 (AT1， 0 二 ArF lr, Ta (10) 


" 05 : 


烧 积分 


则 称 函 数 F(z ，x，…,z, ) 是 pp 次 齐 次 的 . 
例 : 由 于 Flaz, jy) =( +20A7) (Ay) -SCAy) = (+2ry -5y) 
=AF(z, y), 
故 F(z, y)=z +2xy 一 5y' 是 4 次 齐 次 的 . 
齐 次 函数 的 欧 拉 定理 可 叙述 如 下 :和 如果 F(z， xz ,zs) 是 pp 次 齐 次 的 , 则 (见习 题 25) 


下 3 
了 + (11) 


隐 阔 数 


通常 ,方程 F(z，y，z)=0 确定 了 其 中 的 一 个 变量 ,比方 说 是 x ,为 其 他 两 个 变量 x 入 
的 函数 . 有 时 就 称 * 为 xz 入 的 隐隐 数 ,以 便 与 所 谓 的 显 函 数 f 相 区 别 , 其 中 的 x= f(x,») 
满足 F[z, y, f(x, y) J=0. 

只 要 牢记 住 因 变 量 和 自 变 量 , 就 不 难 求 出 隐 函 数 的 导数 . 


收 可 比 (Jacobi) 式 


如 果 (wu, 2 和 G(z， vw) 在 某 区 域内 可 微 , 则 下 和 G 相对 于 x 和 w 的 雅 可 比 行列 式 ,或 
简称 为 雅 可 比 式 ,是 由 下 式 定 义 的 二 阶 函 数 行 列 式 ， 


aF aF 
a(F, 0G) _ au OU _ F, F, (12) 
u,v aG 3G| |6, 6G, 
Er 
类 似 地 ,三 阶 行列 式 
F, F, F., 
aF, G, H) _ 
= |G G, Gu (13) 
H, H, H, 
称 为 下 ,G, 玉 相对 于 ww ,ww 的 雅 可 比 式 . 很 容易 作出 进一步 的 推广 ， 
使 用 雅 可 比 式 的 偏 导数 


在 求 隐 函 数 的 偏 导数 时 , 雅 可 比 式 常常 是 非常 有 用 的 . 例如 ,给 定 联 立方 程 
Flx, y, us 0) = 0, Gr, y, 4, wv) = 0. 
一 般 , 可 将 x 和 w 看 作 xz 和 yy 的 隔 数 . 此 时 ,我 们 有 (见习 题 31) 


a(F, G) a(F, G) oF, G) af(F，C) 
du dr, 0) Ou 3 J) gm D(au, x) do dfy, ) 
Ny HG ND FG 

{au, v) 


dtu, wv) 5 VU) dt YU ad{u, 


容易 地 将 此 思想 进行 推广 . 如 考虑 下 面 的 联 立 方程 
Fla, v, wy, x, 9) = 0, Gu, v, WwW, tT, y) = 0, Hla, v, w, Xr, y) = 0, 
不 入 将 ,wv 和 ww 看 作 z 和 yy 的 函数 . 此 时 
atF, G, H) atF, G, H) 


9 dt Yt du VY 


3x HF,6G, 入 ,用 = aF, G, HY 


DH, VY, A(u, Vv, tw 
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-O07 ， 


对 其 余 的 仿 导 数 也 有 类 似 的 结果 (见习 题 33)， 
有 关 雅 林 比 式 的 定理 


在 下 十 ,我 们 假定 所 有 的 函数 都 是 连续 可 微 的 . 
1. 能 从 方程 Fw, my zy zz)=0:G(E， um， zy =0 中 解 出 丸和 > 的 充 要 条 件 
oF, G) 
是 :5 生计 在 区 域 朋 内 不 恒 为 零 
对 mz 个 方程 n 个 变量 的 情形 (其 中 pw<<) 也 有 类 似 的 结果 . 
2. 如 果 zz 和 是 & 和 和 ww 的 函数 ,而 ww 和 ww 是 x 和 ;的 函数 , 则 (见习 题 45) 


dx, y) _ alr, y) Au, v) 
Tr sy Tr ey] Te 3 (14) 
这 是 关于 雅 可 比 式 的 链 法 则 的 一 个 例子 ,这 些 思想 也 能 普遍 化 (例如 ,见习 题 114 和 116). 
3, 如 果 2= Foz ya=gz，y 则 2 和 mw 之 间 存 在 形 如 此 4， vw)=0 的 酒 数 关系 的 
充 要 条 件 是 :3 基 ， 于 便 为 零 ,对 个 元 函数 也 有 类 似 的 结果 . 
在 第 七 章 中 ,我 们 将 应 用 向 量 对 雅 可 比 式 进行 进一步 的 讨论 . 
变换 
一 般 来 说 ,方程 组 
r= Flu, v), 
| (15) 
二 G(lu, wv) 


确定 了 一 个 变换 或 映射 ,该 变换 建立 了 ww 平面 上 的 点 与 xy 平面 上 的 点 之 间 的 对 应 关系 ， 如 
果 uv 平面 上 的 每 一 点 都 对 应 于 zy 平面 上 的 惟一 的 一 点 ,反之 亦 然 ,那么 我 们 就 说 这 个 变换 
式 映射 是 一 对 一 的 ， 当 下 各 在 某 区 域内 连续 可 微 旦 雅 可 比 式 不 恒 等 于 零 时 ,{15) 确 定 的 变 
换 是 一 对 一 的 . 在 此 情况 下 (除非 另 加 说 明 ,总 作 如 此 假定 ) , 称 方程 (15) 确 定 了 一 个 连续 可 微 
的 变换 式 映射 . . 

一 般 情况 下 ,变换 (15) 将 zy 平面 上 的 闭 区 域 匈 映射 成 ve 平面 上 的 闭 区 域 儿 , 因此 ,如 
果 AA,, .AA, 分 别 表示 这 些 区 域 的 面积 . 那么 可 以 证 明 


(16) 


. AA, _ |3(r, y) 
lim AA,, Er vw) 


其 中 lim 表示 当 AAw( 或 Ah。 ) 趋 于 零 时 所 取得 的 极限 (16) 式 右边 的 雅 可 比 式 常 称 为 变 入 
(15) 的 雅 可 比 式 ， 

如 果 异 助 于 x 和 能 从 (15) 式 中 解 出 gx 和 mu. 和 便 得 变换 = 了 (x, y), v= g(x ，Y) 这 
个 变换 常 称 为 相应 于 (15) 式 的 洒 变 换 ， 两 个 变 乒 的 雅 可 比 式 本， 2 和 3。 区 互 为 个 数 ( 见 
习题 55) 因此 ,如 果 其 中 的 一 个 雅 可 比 式 在 某 区 城内 不 为 等 , 则 另 一 个 雅 可 比 式 在 相应 的 区 


域内 也 不 为 零 ， 
上 述 慨 念 可 推广 到 三 维 以 上 空间 中 的 变换 . 我 们 将 在 第 七 章 中 进一步 讨论 这 个 课题 ,并 
将 利用 向 量 符号 加 以 简化 ,作出 解释 . 


曲线 坐标 


如 果 (x, y) 是 xy 平面 上 一 点 的 直角 坐标 ,那么 也 可 将 (wu， vw) 认为 是 同一 点 的 指定 坐标 ， 
因为 在 已 知 (x, %) 的 情况 下 ,由 (15) 式 便 可 确定 (x ，?y) 坐标 Cu, wv) 称 为 该 点 的 曲线 坐标 ， 
例 ;- -点 的 极 坐 标 {p,g) 对 应 于 zx = pa= 生 此 时 ,变换 方程 (15) 就 是 r= penag ,y= psing. 


* OR: 


微 积分 


而 更 高 维 空间 中 的 曲线 坐标 参见 第 七 章 . 


中 值 定 理 


1. 第 一 中 值 定理 . 如 果 f(x ,yy) 在 某 闭 区 域内 连续 且 在 开 区域 ( 不 包含 边界 点 ) 内 一 阶 偏 
导数 存在 , 则 


flxzoth, yo th)— flro, yo) 


= rot 如 ,yo 十 下 ) + 忆 (zo+ 扫 ,yo + 做 ), 0<6 之 1 (17) 


有 时 ,其 中 的 疡 尖 也 写成 彤 =Azr= 工 一 了 0 下 二 人 yy 三 站 一 加- 
2.、 泰勒 中 慎 定 理 . 如 果 A(x, y) 的 所 有 n 阶 偏 导数 在 某 闭 区 域内 连续 ,而 在 开 区 域内 存 
在 nx+1 阶 篇 导数 , 则 


flrot hy yoth)= (aas m) + (hE tk), yo) 


1 好 
he) fros 30) 十 条 


+ 六 (4 充 区] Fa oo) + R,, (18) 
其 中 项 后 的 余 项 R, 由 下 式 给 出 : 
芋 9 3 n+l] 
R=- oi(* 这 1 六) Fr + 贸 ,， 轴 + 区 ),0<0<1， (19) 
而 使 用 的 算 子 符号 分 别 表 示 : 


2 
(4 元 + £3 )flz, Yo) hf ro yo) + kf tro Yo) (4 元 十 虽 元 】 f(xo, yo) 


= {hk Oita ss th Os)f 
一 Br’ Dray gy) Lo Yo) 
hv: yo) + Zhkf os (zos Yo) tk flro, y), (20) 


等 等 ,这 里 的 (及 地 + 过 二 形式 地 按 二 项 式 定理 展开 . 

方程 (18) 中 的 记 和 包 有 了 时 可 写成 := Ax = 一 zo,k=Ay=y 一 yo. 注意 :(17) 式 是 (18) 
式 当 n=0 时 的 特殊 情形 . 

当 对 区 域内 的 任 一 点 (+，y) 有 lim R=0 时 ,利用 泰勒 中 值 定理 便 可 得 到 一 无 穷 级 数 ,该 
级 数 是 f(x ，y) 按 x+ 一 zo 及 y -yo 的 次 军 的 屡 关 式 并 在 对 应 的 区 域内 收 合 . 该 区 域 称 为 收 
敏 域 , 而 级 数 称 为 两 个 变量 的 泰 勤 级 数 . 可 将 上 述 结果 推广 到 三 个 以 上 变量 的 情形 . 


习题 与 解答 


函数 与 图 形 
1 . 设 兵 工 ， y)=x 一 2xyt+3y , 求 ; 


(a) f( -2, 3); (b) f{(, 2); (©) Fz 3 -fry), 0. 


解 二 (a) Ff(-2,3)=(-2) -2(-2)(3)+3(3) = -$+12+27=31. 


多 7 全 )= 全 ) -2 二 放 3 全) 二- 访 + 芝 


Ce) fz, 2+h)- fr, 2- 4 i[z? -2rCytk) ty th) ]- [x -2ry+ 3y]} 


(IT -2ry—2kr ty 二 0 好 十 38 -7 +2iry-3y) 


= (2 tohyt+ 3k )= -2r+6y+3h. 


2. 给 出 下 列 每 个 函数 有 定义 且 取 实 值 的 定义 域 ,并 对 定义 域 作 几 和 何 说 明 . 

(a) f(x, y)=In{{(16- x -yr + yw 4}, 

解 号 ”对 满 是 (16 一 x 一 yy)r Ty 下 记 0, 即 4<x + <16 的 
所 有 点 txt，y) ,该 函数 均 有 定义 且 取 实 值 , 故 所 求 定 义 域 为 :4 二 
巡 16. 这 个 点 集 由 所 有 位 于 以 原点 为 中 心 .4 为 半径 的 图 的 内 部 同时 又 
位 于 以 原点 为 中 心 ,2 为 半径 的 圆 的 外 部 的 点 组 成 . 对 应 的 区 域 如 图 6- 
2 所 示 , 是 一 个 开 区 域 . 

(b) flx, y)=v 6 (27r+3y)., 

解 二 ”对 所 有 满足 2z +3y 所 6 的 点 (zz,，y) ,该 函数 都 有 定 头 且 取 实 
值 , 故 所 求 的 定义 域 为 ,27 二 3y 扩 6， 

XY 平面 上 对 应 的 (无 界 ) 区 域 如 图 6-3 所 示 . 


图 62 

3. 指出 下 列 方程 在 三 维 空间 中 所 表 泉 的 曲面 的 名 称 并 王 出 草图 ， 
(a) 2z 十 43 十 3z 二 12， 
和 解 梧 ”由 于 曲面 在 xy 平面 (z=0) 上 的 截 瘦 为 直线 ;z+2y=6, z=0， 
在 巡 平 面 (z= 册 上 的 截 痕 为 直线 :4yT3e=12,，z=0 在 -zy 平面 (= 


0) 上 的 截 痕 为 直线 :2r+3z=]12,y=0, 在 图 人 4 中 分 别 由 AB, BC 和 AC 
表示 . 因此 ,该 方程 表示 一 个 与 z+，y，z 加 相交 于 点 上 (6,0,0).B(00,3， 
0).C(0,0,4) 的 平面 . 长 度 C4 =6, OODB=3，OC =4 分 别称 为 平面 在 
z，Yy，z 轴 上 的 截 距 . 


2 2 


了 


解 器 ”由 于 曲面 在 zy 平西 (= 一念 上 的 夫 凌 是 酉 四: + 交 


1, zz 二 0; 在 wz 平面 (z=0) 上 的 截 净 


2 


1 Fy 
是 双 曲 线 : 当 -与 = 1, = 六 在 zz 平 而 (> 二 0) 上 的 城 痕 是 双 曲 线 := -7 =1, y=0; 而 在 全 一 平行 于 


zy 平面 的 平面 上 的 截 盖 为 损 加 一 工 3 十- yy zr 一 1, 且 随 着 |p| 由 零 灾 大 , 酉 加 形 截 口 也 
atlt plc) bll+tpte’) 
不 断 增 大 . 因此 ,该 方程 表示 … 个 单 叶 邓 曲 面 ( 见 图 6-5). 


+" 100" 微 积 分 


极限 与 连续 
4. 证 明 lim(x +2y)=5. 

2 
.证 姐 * 和 地: 证 法 1 利用 极限 定义 . 

要 证 : 任 给 >0, 存 在 8>0, 使 得 当 0<|z-1<8,0<|y-2|<8 时 ,有 |x:+2y-5|I<s, 

如 时 0<|xz 一 1|<8 且 0<|y-21<6, 则 1-8<zr<1T8 有 8 2-8<y<2+8(r=1, y=2 除外 ), 

由 此 ,1 一 258+ 守之 2 之 14+28 十 闻 且 4 一 28<<2y 之 4+28. 相 如 得 ,5 一 48 十 六 之 z+2y<5+48 + 
他 或 -46+ 了 CriT2y-5<46+6. 

现 假 设 3 所 1, 则 由 此 推出 -58<x?+2y 一 5S<56, 即 当 0<|z-1|<8,0<|y-2|<8 时 ,| x +2y— 
引 忌 56, 因而 选取 6=e, 即 5=ef5( 或 8=1, 取 两 个 中 较 小 的 一 个 ), 则 当 0<|z-1<8,0<|ly-2|<# 
时 ,有 |zx? +2y ~ 51l<e, lm(z +2y)=5. 

2 


证 法 2 利用 极限 定理 ， 
lim(z +22) = Jimz + lim2y = 1+4~ $5. 


5. 证 明 ; F(x, y)=xz:+2y 在 (1,2) 处 连续 ， 
证 月: 敌 。 由 习题 4， fz, y}=5. 又 FL 2)=1:+2(2)=5. Wf y)= fA(1, 2), 故 该 函数 在 
(1 ，2) 处 连续 或者， 用 与 习题 4 的 第 .种 证 法 几乎 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 ; 任 给 E>>0, 可 找到 人 0， 
恒 得 当 |x -1 |y~2|< 之 时 ,有 | F(x, vy) -Fl, 2)|<e. 
xt2y, (x, y)A(1,2), 
6 确定 = 
Hz (zr, y=(1,2) 
(a) 当 x 一 1],y*2 时 极限 是 否 存 在， 
(b) 在 (1,2) 处 是 否 连 续 . 
钥 名 (a) 由 于 所 求 极限 与 函数 在 (1,2) 处 的 值 无 关 , 故 由 习题 4 得 lmf(x,y)=5. 


(b) 由 于 limfx， y)=5, 而 fF(1, 2) =y, 帮 lmAF(z， 3) 关 Ff(1, 2), 淹 此 ,该 耳 数 在 (1， 2) 处 间断 . 
2 ri 


zx 2 
zy 人 ?3) 天 (0.0) 在 (0,0) 处 的 连续 性 . 


0， (x, y)=(0,0) 
解 电 : 设 (z,y) 沿 路 径 y= mz(xy 平面 上 的 直线 ) 趋 于 (0,0), 则 沿 该 直线 有 


37. 讨论 f(z, y) -| 


2 


li x -az) _1-m: 


2 
i = Hin J. 
ty 2 + mr or {ltm 1+ nm 


由 于 函数 的 极限 依赖 于 趋 于 (0,0) 的 方式 ( 即 直 线 的 便 率 m) , 故 该 函数 在 (0,0) 处 不 连续 
另 一 种 解法 : 
zy TX . Ti-y|_ ， 
由 四 | 四至 天 | = 轴 到 = 1 冯 | 四 | 1 不 相等 ,基因 7(z,?) 不 存在 ,于 是 ， 


+ 


雇工 ,y) 在 (0,0) 处 不 连续 . 


偏 导数 

8. 假如 f(z,y) =2z 一 zy + y ,直接 由 定义 求 其 在 (xo, vo) 处 的 偏 导数 (a)9 Paz， 
(by3 Pay， 
入 呈 a3 fn) 3。 


(x070} 


[2(zo +h)? — (ro+h)yo ty ]— [2x0— zoyo ty ] 
h 


hro 十 2j“ 一 内 ， 
m 9 =lim(4zo +2h ~ ym)=4z0— 
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(b) 革 ty 1 P(x yn)= tim A 3 fxo, wo) 


网 0f30 +R)+ (yo ta ]— [2r — xoyo t+ ye] 
A 


=lim 一 到 ra on Tj zo +2y0 + 8)= ~ zo + 2 
由 于 上 述 两 个 极限 对 所 有 的 点 (zo，ww) 者 存在 , 故 能 写成 (x, y)= = 4x-y， 
(zy)= 一 +2y, 它 们 自身 也 是 ,yy 的 函数 . 
注意 : (zo，%o) 形 式 上 可 通过 保持 y 不 灾 ,对 六 zx, yy) 关于 过 求 导 并 令 工 = zo ,y= yn 获得 . 类 似 
地 ,f(zxo，yo) 可 通过 保持 x 不 变 、 对 f(x，y) 关 于 y 求 导 来 获得 . 尽 竺 这 种 做 法 在 实践 中 常常 十 分 方 
便 , 但 并 不 总 是 能 得 划 正 确 结果 t 见 习题 9). 如 果 偏 导数 连续 ,那么 上 述 懒 法 就 是 可 行 的 . 


， 0 
9. 设 f(x,y)= i 1), 0 :0) 证 明 ; (a)f.《0, 0) 与 上 (0，0) 均 存在 ,但 


(BAZ, 在 00) 外 间 上 
稻 好 (a) £0, 0)=lm Lt WD -jim} -0, 
万 (0， 0)=lim (0， 8 ‘0D, Dim d=0. 


站 一 由 


(b) 设 (zx， 5) 沿 zy 平面 上 的 直线 y= mx 趋 于 (0.0)， mr， =lm am =- 于 所 以 


十 


1+m 


极限 依赖 于 Cx，y) 赵 于 0,0) 的 方式 ,因此 该 极限 不 存在 . 从 而。 ,zy) 在 (0,0) 处 不 连续 . 
注意 ;与 一 元 钢 数 的 情况 不 同 的 是 ,多 元 枉 数 在 一 点 狂 的 一 阶 偏 导数 存在 并 不 意味 者 这 函数 在 该 点 
处 连续 . 


能 仅仅 在 这 两 个 表达 式 中 令 zx=0,y=0 得 出 , 妆 见 第 由理 习 是 5(b) 末 的 流明 
10, 假如 blz, Yy)= x y+ er ; 求 :(a) 思 ， (b) $$, ,Cc) g ,dy 用 ， (e) 风 ， (f) Fa 


如 可 2 2 
解 二 (a) $yte )=3r yt ry =Ir yty er 


(b) 7 Fe Dry = 2m 


2 9 2 
(0) br == 总 ( 苇 )= 如 3 yt ye -6myty (er sy )=6ry+ ye 


Op 3 (9 
ay Oyoy 


3 2 , a m2 | 
(d) 加 j= 2 ) -0+2m e+e 2) 


= ay Dd 2 
=27ye ‘Dryte ‘Dr=dr ye +2ze 


9 由 了 (32 
Dydr dy ax 


(e) $= )= 元 Gm y+ = 3r :ty + ‘2xy te ‘Dy 


一 3z2 +2ry: er + 2y™ 


9 13 3 2 2 2 
(f) 起- 闪 ( 总 )= 芒 人 {2xye™ )=3r +2rye™ yter 2y 


2 2 
一 3z :+2ry ee 十 2 


注意 :在 本 题 中 由 = 名, . 这 是 由 于 在 某 区 域名 内 的 所 有 点 (x，y) 处 ,二 阶 偏 导数 均 存 在 且 连 续 . 
当 这 一 条 件 不 满足 时 ,可 能 有 多 ,天 多 (例子 打 见 本题 43)， 


11. 验证 U(x， yy， =)= (w+ +) 中 满足 拉 交 拉 斯 (Lapiace) 信 微分 方程 :了 攻 + 全 + 


“102 ， 微 积分 


FU 
5 
证 遇 晤 我们 在 此 假说 (>， y, zj) 到 {0,0,0}). 则 
瑟 三 一 3 + yy 十 2 3 “27 =— xr(r + yp 十 zy), 


二 Con) 3 + y+) |) 


3 《3 +y + 2 27’ —y 2 


(rz +ty te (ry (zr 和 十 


=0. 


_ 2y -re FU Yr TU PU, FU 
类 似 地 ,有 地 《 r++t zi) Ee 相 加 ， 便 得 地- TT yt EE 


12. 假如 z= x? arctan 盖 ， 在 {1， 1) 处 求 六 闻 ， 


, 问 之 2 1 (之 1 1 Ee 
一 一 一 。 二 a 本 一 
解 By ”TU 3 2) ” ty rt 


2 x )- {x + 32 ) 2 (2x) 


dray 了 的 dr\rity (x tyy 
pa -2.3-12_1 
9z9y i111 2 . 


结果 可 写成 x (1, =1 
注意 :在 上 面 的 计算 中 ,我 们 利用 了 > 在 (1,1) 处 连续 的 事实 (见习 题 9 来 尾 的 说 明 )， 
13. 假如 Az，y) 在 某 区 域 怨 内 有 定义 , 产 积 六 在 儿 内 存在 且 在 免 中 一 点 处 连续 ,证 明 : 在 该 
点 处 ,有 f=. 


证 了 月 #5 设 贸 中 的 那 点 为 Cx， Vo) ,考虑 
站 一 Fn 十 二， JU 十 A) - flzo, 如 十 &)— f(x 十 大， yo + Flr, yn), 


定义 (1) $x 9) =rTh, yy) fr, y), C2) Bz, = fx, yth)- f(r, y), 
| 则 (3) G= ${xo, Yo +E)— Bes Yu), (4) G= tro th, ym Ptr, Yo), 
应 用 一 元 函数 的 中 值 定理 ( 见 p. 5) 于 (3) 和 (4) ,我 们 有 
(5) G= k$, (x0, yo 8 RI=ElF (Cre th, 加 十 自 相 一 天 (co， yo 十 各 站)|， 0 区]1， 
(8) G= hg (rot Oh, y= (zat h, yo thR) froth, ye)l, 0<B <l. 
再 对 (5) 和 (6) 应 用 中 值 定理 ,我 们 有 
{ 了 ) C= hf (xo + Dh, yo + Bk), 0 1, 0<6 <1, 
(8) 下 = 艇 六 (ze 二 态 左 ， ot Hak}, OLE 1, OL 
由 (7) 和 {8) ,得 
(9) flxo t+ Bh, yat Ba) = rt yo t+ Hk), 
由 于 假定 了 了 ,和 ,在 (xxo，yo) 处 连续 ,在 (9} 中 令 一 0,k 一 0, 便 得 所 证 结果 
fs To: yo) = fy (Tos 3 小 

关于 上 面 等 式 不 成 立 的 例子 ,可 参见 习题 和. 

微分 

14. 设 f(x ,yy) 在 xy 平面 上 的 茶 区 域名 内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,证 明 ;: 


AF = f(t t+ Az, vy thy) — fr, vy) = AMT+ fy + eAr + edy, 


第 六 章 偏 导 数 


其 中 ei 与 e; 当 Az 和 Ay 趋 于 零 时 均 趋 于 零 . 
证 骨 乙 ”应 用 -元 参数 的 中 值 定 理 ( 哆 p.S6) ,得 
Sf = I(rtAar, st ay)— fr, yt ay)| + flr, yt+Ay}- fxr, y)| 
=ArF rt Ar, yt Ay) + Ay (zs yt haAy), OCA ci, O08,<l. 
由 于 假定 了 /, 和 J, 连续 , 故 可 推出 
frthaAr, y+ay) = f(r yte, Plrs yt Bay) = f(r, y) + es, 


其 中 6 一 es 一 0( 当 ar 一 0，ay 一 0 时) 
因此 ,人 恒 得 所 求 结 果 


Ar = Act hayt+ edr t+ eidy. 
定义 Ar=dr, Ay=dy, 得 Af= fdrtfdytedrtedy, 
我 们 称 df = fqdx + fdy 为 f( 成 <) 的 微分 或 A 志 或 Az) 的 主 部 . 
. 假如 z= zy)=zy-3y, 求 :fal Az, (b) dz,(c) 当 z=4, y=3, Ar= -0.01, Ay 
=0.02 时 确定 Az 和 dzx，(d) 不 通过 直接 计算 怎样 确定 f(5.12,6.85)? 


解 辐 (a) A = 7rtAr, ytAy)}- fr, y} 
=i(r+Ary (ytAy) -3y+ Ay)| -|r iy— 3y| 


=2zyAr + (xr’ -3)ay+(Az) yt2rAray F(Ar) Ay 
【上 《5 

和 式 !A) 就 是 Ar 的 主 部 和 = 的 微分 , 即 是 dz， 轩 而 

《by az 二 2zyar+Ttz7 -3Ay= 2 十 《区 ay. 

另 一 种 解法 为 : de= d+ Fd -2dr 1 {123}ay. 

{ce) as = f(rtAar, ytAy})— Fr y= fF(4 -0.01, 3+0.02) — F(4, 3) 

=1(3.997(3.02) - 3(3.02)} — i{d) (4) -3(3)| =0.018702, 
dz=27rydrt (rr ~ 3) dy -204)(3)( ~ 0.01)+ (4 -3)0.02)=0.02. 

注意 ;此 处 As 和 dz 近似 相等 ,这 是 由 于 Ax = dx 和 Ay= dy 充分 小 的 绿 故 . 

{d) 要 求 当 T+Ac=5.12 和 y+Ay=6.85 时 的 (z+Az, yt 可 通过 选取 上 =5.Ar=0.12， 
y=7, Ay= -0.15 来 完成 . 由 于 Ar 和 Ay 较 小 , 需 我 们 和 便 列 用 f(x + Ar, yt+Ay)= 了 XY， y)+Ax 与 
fr, w+ez, 即 x+ 中 近 位 相等 的 事实 来 玛 定 所 装 的 值 . 

现在 == Fr, vy)= (5, 7)=(5)(7) -3(7)=154，, 

dz =2rwWr t Cr: -Bady=2(65)(7)(0.12)- (5 —3)(-0.1%)=5.1. 

因此 ,所 求 的 值 约 为 154+5.1=159.1， 而 通过 直接 计算 获得 的 该 值 为 159.01864. 

,， (a) 设 口 = x , 求 dqU.(b) 证 明 (3x*y-2y jdr+{x 一 4xy+6y )dy 为 某 卫 数 
$x ，y) 的 恰当 微分 并 求 由 之 ，y) 

解 滞 ta) 解法 1: 自 于 

dU er(- 关 }+ ae ， 区 ~ zer (+t), 


dr 


aU, 9U je 可 
MCU 有 + 由 (re ~ ye dr + zorady. 
解法 2; 
dU= rade ) + ed(r) = road(ylr) + 2 "dr 
= ael ( 半 )+ Zredr = (2xef -yo dr + redy. 
tb) 解法 1， 


3 - 志 
假设 (3.c2y 一 2 errT+Tfz3 -4ryt6y )dy= df = de + Fy, 
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则 (TD) 芳 =3my 一 2 (2) = dt6y. 
由 (1) 保持 y 不 变 并 对 z 积分 ,得 
多 = ry 2ry + Fly), 
其 中 F(y) 是 积分 “常数 ”, 代 入 (2) 得 
z+ FF(y) = xz! -4xy+6yY, 四 此 得 
Fly) =6y ,WF(y) = 2 +C 
因此 ,所 有 范 数 $=z?y 一 2xy? +2y3+CC, 其 中 为 任意 常数 . 
注意 :由 于 P=3zx?y-2y?， Qe dry+67 ,有 -3 -4y= GE. 帮 自 p.96 的 定理 3 知 , 函 
数 $(z，y) 一 定 存在 . 而 当 37 产 9& 时 ,这 种 函数 便 不 存在 且 给 定 的 表达 式 不 是 一 个 恰当 微分 . 
解法 2: 
(3z yy 一 2 -dry+6y )ady= (3r wir + x dy)} - (2y dr + 4rydy) + 6y' dy 

= dr) - d(2zy ) + dl(2y’) 

= driy -27y + 2y) 

= d(xiy -2xy +2y + CC), 


故 所 求 函 数 %= x y 一 2xy 二 2 好 十 
这 个 方法 称 为 总 微分 法 , 它 主 要 依赖 于 个 人 组 合 恰当 微分 的 能 力 ,而且 没有 第 一 种 方法 来 得 直接 ， 当 然 ， 
只 有 在 利用 p.96 的 定理 3 确定 绽 定 的 表达 式 是 惟 当 微分 之 后 ,才能 考虑 用 哪 种 方法 去 求 岂可 大 见 般 


法 1 最 后 一 段 的 说 明 . 
复合 函数 的 偏 导数 
dz _ 9zdr .9rdy 


17?. 设 z= 了 f(z， y) 且 x= $(z), YY 二 p(t), 其 中 了， $$, 由 均 可 微 . 征明， re Bydt 


证 明 : 知 。 利用 习题 14 的 结果 ,得 


2 as _ |]: 日 z 人 7 9z ay |， AT A 
de HA Hlar At dyAt A oA 


由 于 当 At*0 时 ,有 Ar-*0, Ay*0,e1-*0,6; 0, 从 一 d'Art dt 


dz_ 9zdr ,dzdy 
故 了 到 才 + 有 


18， 假 如 z=e™ ;T= fcost, y= tsinr, 计算 学 


. 解 暑 、 守 = 严 空 + 六 字 = (ye IC Hsint + eost) + (Dye™ )(foost + sint). 


当 t=7 有 2 时 ,z=0， y= 才 2, 故 邹 = (mw)(— m2) + (0)(1)= -8. 
呈 


另 一 种 解法 : 先 将 x 和 y 代 人 2 得 z=e “~ 短 求 导 ， 
19. 假如 z= 了 f(z, y), 其 中 =$(u, vv), y= 二 yy(u, v) ,证明 : 


= 929 Q2 ax dz9y 
(a) 2 rau ' yd (b) 区 有 Tarav ' 3yav 


i {a) 假定 $y 可 微 ,由 习题 14 得 


az az ji los Ar ,9 hy, hr ,hy 
au lm An = a [lar A 有 A ?An 


-sz 319s 9y 
dxdu Gyodu’ 
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《b) 在 (a) 中 由 AU 民 震 Aw 并 令 AU-0 便 得 所 证 钳 果 . 
20. 证 明 : qx = jd 十 Fy 即使 + 和 * 是 相关 的 变量 也 成 立 . 
证 上 朋 ”不 妨 设 x 和 y 依赖 于 三 个 变量 ,vw， zw, 则 
(1) dr = rdu + rd t+ rad (2) dy = yu +t yay + yd 
利用 习题 19 的 显而易见 的 推广 , 便 得 
和 Mr 十 ody= (gre + yy du +t Cgrty t Sp dv + hk + zyy ) A 


= sda 十 So + 和 bo = dz. 


21. 假如 了 =x 一 xyt+y ,z= pc0s$, y= psin$, 求 ;ta) 3T13p，(b) 9T/ag， 


aT_3Tar ,dTay_ fa.2 ， 二 (一 


了 -于 入 + 生 瑟 -(03o2- (psing) + (3 一 z)(pensg) 


这 也 可 将 z 和 直接 代 人 工 再 求 导 得 出 ， 
22. 假如 U=zsiny/z, 其 中 z=3r*+2s,y=4r ~2s’, z=2r: 一 3s7， 
求 :{a) 39Ul3r, (b) 3Ufas. 


aU _ ao +9U9y Uoz 
本 
解 (a) dr dx or dy Br + Be EE 


(eo) (3) es (een) (CE) or (snZ)en 


__ 6 YY dz yy YYy 
二 os te + drsin 


(hb) aU _9Uazr .93U9y | 9Udx 
Ds Br Os dy ds EE 可 5 


= | (zee 宇 ) 人- 疙 外 0+ 所 ses 之 儿 革 并 (-67+ (sin)( -6s) 


2 1 。 
= -os -E08 -6ssinY. 
I 江 罗汉 证 50 


于 ) = ( 芝 ) + 去 (各 ) 


aVYy 
23. 假如 工 = pcosg，y= psing ,证 明 [ 了 + 到 pi\ag 
证 上 邮 。 利用 贪 导数 的 下 标 符 号 ,得 


V = Vx, + Vy = Voosg + Vsing, (1) 
Vi Vrt Vy = V(~ psing) + V, {peosg). {2) 

等 式 (2) 两 边 同 除 以 p, 得 
六 = 一 Vsing + V, oosg. (3) 


于 是 ,由 (4) 各 (3) 使 得 
vi + 六 = (Voosgt Vsing) + (— Vsngt Teosg = + Vv. 
24, 设 z= 二 了 (wy), 而 下 可 微 ,证 明 ， 
zx (92l97) = 2y(azj3y)， 
证 明星 ” 设 zy=&, 则 z=f(w), 因 此 


dg _ 9a 9u _ az _ de 9 rr 
六 二 有 区 二 (Co 4， 到 = = fF (ur 


.106， 


向 积 分 


25. 


27， 


如 可 
于 是 , a7 f(a) "22 2y 天 = 三 (ae) 2 y， 


可 局 名 
故 I 
另 一 种 解法 : 
由 于 dr= fF Cry)ad(lr y= ry) (rr t+ rdy), 

xz ,ax 
及 ty, 
则 De _ oy (x ) dro pr ) 
Dz J Oy 了 


消去 f(z*y) 便 得 工 芒 = 23 5. 
如 果 有 某 个 常数 证, 使 得 对 参数 1 的 一 切 值 有 F(Az, Ay)=A?F[(zx, 3y); 且 下 可 微 . 证 明 ， 
zfgaFjar)+oaFiay)] = pr. 
证 饥 熏 ， 设 r=u, hy=wv, 则 
Flu, v) = WF{(r, y). (1) 
(1) 式 左 边关 于 4 的 导数 为 


aF _ oF au 9F av _ oF ,9F 
BX -aA 0d da a0 


(1) 式 大 边关 于 的 导数 为 碎 * !' 下 , 故 
dF 


Au 


ty = MF. (2) 


在 (2) 式 中 令 人 ~ 1 得 w=zx， v= 于 是 有 


ZK3aF13azr) TCF = pr. 


. 假如 F(z, y) = x' yarcsiny/x ,验证 ;x(OF/9x)+ y(9Fl9y)=6F. 


证 骨 本 ”由 于 Far, Av) = (azjfhy)zarcsinayjhz=hortzarcsinyfz= Fr y)], 故 出 习题 25 恒 
得 所 证 结论 (p= 61. 当 热 ,也 能 通过 直接 求 偏 导数 来 验证 . 

假设 了 和 g 至 少 二 次 可 微 ,a 是 任 一 常数 ， 

证 明 : Y= f(x+at)tg(x 一 ul) 满足 9 Yl91*=a? (FYjar’). 

证 月 喇 ” 训 刀 =z+at, v=xz 一 af, 则 Y= (x) 二 g(v)., 因此 ,车 fF {usdfidu, g' (v=dgldv, 
则 有 


Qu 
mo 


3Y Bu OYAv _ 
有 af (414) — ag {v), 


3Y ayak ayran ， 
到 -有 gCv) 


再 一 次 求 导 , 并 使 用 符号 了 {uw)==d?* fidu’，, g (vw) 二 dgidv ,得 


(1 FY _ oY_AaYt9u ,9Yidv 
) a df Oud dvat 


= laf 0) af (Wa) + (in) —ag' tu)|l( -a) 


=a ff (u)+t+a’g tu), 


(2 PY_ dAYr_oYrou ,9Yrav 
) 于 二 Br au ax 昌 呈 和 


A A 
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由 (1) 和 {2), 便 得 2 Yj912 = (8 Yar*). 


28. 若 =27r 一 s, y= 二 r+ 二 2s, 涝 


解 晤 从 z=2r-syy=r+z2 中 解 出 r 和 5s, 得 
r= (2r+35 s = (2y— xr)5. 


dr ds 


于 是 ,3 =2/5, 3 二 ”~ 53031572， 
从 而 ,有 
aU _ aar oa 280 Lar 
Br Dror dodr Sor 3 057 
FU 3 (20)- 2 (2 aU 1 a0 or 1312920_ 1 aU )2 
Dy ydri 5 ar Sa/dy 95 oar 5 a /oy 
(2 FU 1 FU 人 1 ); (3 PU 1 5)( 2) 
3 or 5 5 Si Sor 5 A 5 
1 /PU OU PU 
= 过 (2 8 了 了 “未 ) 
{这 里 ,假定 了 U 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ). 
路 函数 与 雅 可 比 式 
29. 设 U=zxiy, 且 (1) x* +y=1, (2) x +y 二 1, 求 qUdt. 
解 旺 由 于 (1) 和 (2) 确 定 了 xz 和 yy 为! 的 ( 隐 ;) 孙 数 , 故 对 +t 求 导 ,得 
(3) Szxi{dzrldt} + dyldt=]1, (4) 2x (dridi) + 3y Cadyldi) =2 
从 (3) 和 {4) 的 联 立方 程 中 解 出 drfdi 和 ayiat ,得 
了 1 1 Sx! l 
dr 2 3 3y -2 dy_ |2r 2:| . lO0r't~-2r 
dt sr 1 lsry -2rd [sx 1 | 152 y — 27 
27 3y 27 3， 


dd _oUdr ,odUdy 2 
Ty (i 


30. 假如 F(x, y, z)=0 在 xy 平面 上 的 某 区 域 久 内 确定 了 zz 为 x 和 y 的 -个 隐 范 数 ,让 明 


+ { 让 人 
和 1 


(a) = JF, (b) 宕 = 一 玉 /已 (其 中 已 天 0)， 


证 明 尝 由 于 = 是 + 和 > 的 函数 , 故 妖 = 于 + 开 d 于 是 aF = jd dy + de = 


(+ 革 闫 r+ (对 + 并)y=0, 而 x 和 yx 是 月 变量 , 故 


(0D 3 er + Fax =0, (2) AF ， dFer =0, 


二 Dy OzAdy 


由 此 便 得 所 需 结果 ， 如 果 愿 意 的 话 ,方程 (1) 和 (2) 也 能 直接 求 册 . 

31. 假如 FEIr ye 0v)=0, 有 Gle, y, u,v)=0, 求 :(a) 9ul9r,(b) dufdy, (ec) dvld.r, 
(d) poy 

解 本 一般 地 .这 两 个 方程 确定 了 因 变 最 x 和 w 为 自 变 最 : 和 y 的 ( 隐 } 函 数 ,用 下 标 符号 ,我 们 有 


(1} dF = Fadr + Fayt Fdn!l FaAv=0, 
(C2) dG Gdrt Ordyt Gdu t+ Gdv=0. 
半 因 次 4 种 海 x 和 |y 的 函数 , 玫 
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33， 


(3) du = udr +t wdy, (人 4) dv= vdr + wdy, 
将 (3) 和 (4) 代 人 (1) 和 (2), 得 
(5S) dF = (CF. + Fu +P,v, )drt(F,+F,a,t+F,v)dy=0, 
(6) dG = (6, + Gu + Gv drt(G, + Gn + Go,) dy=0. 
由 于 工 和 ?为 自 变量 , 故 (5) 和 (6) 中 dx 和 qdy 的 系数 为 零 , 因 而 可 得 
了 二 Fy 十 和 二 
8) 
一 个， G,. 


Gu + 人, = Gu + GV, = — 


解 (7; 和 (8), 便 得 


-下 FF, FE - 
aF, G) atF, G) 
(a) du -GG Ce _ 或 了 ， 区 (b} dv CG, 一 全 _ _ dtu, 3] 
Mar TF FT HAF,C: Mu a TF FT NF, CGY: 
EI du, 0) 
-GCC GG, 
一 已， 所 F, -EF, 
a(F, C) AF, G) 
ag | -GG Gl ay, vy _Dn_ | -| dln, ) 
(©) Ww By -FE FI A, Gy (d) w= F FF atF, GY): 
Sas v) du, ov 
-人 已 G, &, 
2 Ft ga, G)p sf b, G 
西数 行列 式 | 记 为 5 全 2 或 几 [号 人 ), 它 是 下 和 G 关于 w 和 ?的 雅 可 比 式 并 假定 其 不 
等 于 零 


注意 ;只 要 想 好 记忆 规则 , 便 能 利用 雅 可 比 式 立即 写 出 所 来 的 从 导数 { 还 可 参 见习 题 33) 
假如 ww* -v=3x+y 且 妈 -2v =x 一 2y. 求 ; (a) Dafar， (b) plar，(c] Ouldy, 
(d) dvldy. 

解 zz 解法 1 将 wu 和 。 看 作 是 x 和 y 的 函数 ,对 给 定 的 方程 关于 x 求 导 , 得 


du dv _ du dv _ 
人 2 元 -有 =3， (2-40 有 = 


da _l1-l2v du_ 2 一 3 
解 之 ,得 3 一 TBu5’ 3 ”Tgw 
而 关于 y 求 导 ,得 
du du _ Au du 
Dal (D0 一 2 


解 之 ,得 3 = 1-8uwv' dy 1-8uw 


当然 ,我 们 假定 了 1 一 8wuv 才 0， 
解法 2: 由 于 已 知 方程 为 :下 =w? 一 vu-3z-y=0, 及 局 = -2 -z+2y=0, 因此 , 若 假定 1 一 8 天 
人 0, 则 由 习题 31, 得 


工 F, 一 分 -1 
a(F, G) 
Bu dr | Cr G, | 加 -1 -0 1 — 12% 
ar dF, G} fF, Fl 2 出 1 — Buw’ 
全 有， 了 
G, 了 5 1 一 和 
其 他 的 偏 导数 也 可 类 似 地 获得 . 
息 如 Fla, v, rw, ry)=0, Gu, ov, ww, x, y)=0, Hi, v, WwW, XY, y)=0. 求 : 
Ov OT dr 
(a) 3 2? (b) 条 2 (Ce) EE 
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35, 


一 一 


解 辐 ”由 含有 5 个 变量 的 三 个 方程 ,我 们 能 (至 少 是 理论 上 ) 通 过 其 中 的 2 个 变 基 来 确定 其 余 的 3 个 
变量 , 因此 ,三 个 变量 是 办 变量 ,2 个 变 景 为 自 变量 . 如 果 要 确定 3w/3y, 那么 我 们 知道 v 是 因 变 量 , 而 y 


是 自 变 量 ,从 另 一 个 自 变量 我 们 却 并 不 知道 ， 不 过 ,特殊 记号 了 帮 着 指明 了 我 们 是 在 保持 z 不 变 的 


情况 下 获得 到 的 ， 基 了 为 男 一 个 自 变量 . 

(a) 视 过 肯 量 ,关于 ?对 给 定 的 方程 求 导 ,得 

(1) Fu, +Fhv t+ Forw, + F,=0, (2) Gu, + Go, t+ Goiw, + G, =0, 
(3) Hw + Hw, + How, + H, =0. 

从 联 立 方程 中 解 出 %, ,得 


FE, FF, FF, 

Ce G, Cu 
AF, G, H) 
_ dv 一 一 H, HH, H, __ (us zz 
7 FF Fl dE,G,HI 
dC, Uy Te) 

G, GG GG, 

HB, H. HH. 


方程 (1) 、(2)、(3) 也 能 像 习 题 31 中 那样 利用 微分 获得 ， 
正如 在 本 题 和 习题 31 中 所 看 到 的 那样 , 雅 可比 法 在 要 立即 写 出 所 需 结果 时 是 十 分 富 于 启发 性 的 ， 


广 意 到 计算 | 的 绩 果 为 :每 个 雅 可 比 式 的 商 的 负 妆 ,其 中 分 子 包含 自 变 量 y ,而 分 母 则 在 相应 位 置 上 
包 舍 因 变量 ,利用 这 和 组 人 台 , 便 有 


atF, G, H) aF, G, H) 
dz| ， 下 ) 守 _ 二 
(b) 元 | .= 一 到 F 人 7， ,RF OH) 
Tr yu dt 名 


32z:+x 


Ow 
3 一 一 + 一 1 有 明 ， ”一 一 
假如 zx” 一 xx 一 y 0, 证 明 :33> By 


证 明 晤 ” 视 y 为 常量 并 牢记 zx 是 依赖 十 自 变量 x 和 y 的 因 变 量 , 关 于 z 求 导 , 求 得 


空 


2 9 A 
3 二 
证 


3z 二 0 有 (= 


29z ,9x_] az 
3x yy 1= 0 有 (02) 3 = 3 ， 


对 (2) 关 于 z 求 导 并 利用 t1), 得 


ER 一 
dedy (3 5 ry (23 玉 


这 个 结果 也 能 通过 对 (1) 关 于 wy 求 导 并 利用 (2) 得 到 ， 
设 w= 了 flr, y) 且 v=g(x, y), 其 中 了 和 g 在 某 区 域内 连续 可 微 . 证 明 ; ww 和 w 之 间 存 


在 形 如 $(u， wv) =0 的 函数 关系 的 充 要 条 件 是 雅 可 比 式 为 零 ,即便 有 开关 2 -0. 


1 ~- 6z[z/(3% 了 2 中 - 322 +z 
(3z 一 zr) (327 一 rx) 


1) = 


证 明 凡 必要 性 ”我 们 要 证 :如 果 函 数 关系 $(w，w) =0 存在 , 则 雅 可 比 式 了 -区 一 0 为 了 做 到 这 
一 点 ,我 们 注意 到 
d$= Bdaut hado = hudrt udy) tt vdr + vay) 
= (Bu Fv adr + a + hv dy = 0, 
玫 《1) Bu 二 各 久 一 0，(2) 由 如 十 加 ,=0. 
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现 千 和 反 不 能 全 为 者 ,因为 否则 & 和 便 不 存在 函数 关系 ,与 假设 矛盾 . 由 此 ,从 (1) 和 (2}) 推 出 


_ Ati, V0 
下 2 a 了 
Y ¥ 


充分 性 我 们 要 证 :如 果 获 可 比 式 3 革 一 0, 则 4 和 之 闻 存 在 函数 关系 , 即 $x, ==0， 


无 假设 zx =0 上 昌 ww =0. 此 时 , 雅 可 比 式 恒 为 零 且 4 是 一 个 常数 C, 故 得 到 平凡 的 函 煞 关系 au = 
C1. 

现 假 设 a, 和 ww, 至 少 有 一 个 不 为 零 ;为 明确 起 见 ,假定 #0. 则 模 据 p. 98 的 定理 1, 可 从 方程 x = 
fz y) 中 解 出 zz 得 x = Fta, vy), 由 此 推出 ; 

(1) a= fF, y), y|, (2) v= glF(u, vy), yi. 
于 是 .分别 有 

3) du= wdr Fwdy=u (Fdat fady) +t wdy=u Fdat (uF, + ww)dy, 


(4) du= vdr + wdy= (du tt Fdy) tt wady= wv Pdu tvF, + vw,)dy. 
自 (3) 得志 F, 二 1 晶 志 FF, 十 志 =0 或 (5)F,= 一 忆 jus. 利用 此 式 ,( 人 和 变 为 


(6) dv= wu Fdut lv,( — wf us) + v, | dy= vw.Fdut+ (Es oy. 


IT 


但 由 候 没 3 区 一 | 人 | = wm 一 wose0, 故 (6) 又 变 成 do = wFuau. 这 本 质 上 喜 味 着 (2) 


的 了 8 0, 也 就 是 说 u 只 恢 闲 于 x 而 与 y 无 关 , 即 是 4 的 西数 , 换 句 话说 函数 关系 (wn， wv) = 0 的确 存 
在 . 


36. (a) 若 w= 塘 之 且 "= arctanx + arctany， 求 了 
《by a 和 有 加 站 关系 由 1 如 有 , 求 此 关系 . 
ty lt 
Au ao) az 有 | 人 一 大 (ly 
解 团 (al) Fer 一 vt 三 1 =0 《如 区 天 1 
1+ 好 lty 
(by 由 于 雅 可 比 式 在 一 个 区 域内 恒 汶 零 , 故 由 习题 35 题 ;x 和 ww 之 间 必 存在 函数 关系 . 可 以 看 四 
tanvg 三 ;上 即 wv) 二 上 一 tanv = 二 0. 我 们 能 直接 证 明 这 一 点 ,方法 是 : 洁 从 其 中 的 一 个 方程 中 解 出 ( 比 
如 说 》z， 再 将 其 代 大 另 一 个 方程 , 例如 ,从 w= 二 arctanxz +arctany, 可 求 出 atctanx = wv 一 atctany; 弛 
= tan(w — ) tanv 一 tan(arctany)} _ tanv—y 
工 一 an ”arctan T+ tanvtan(arcany) ™ TT ytanv 
再 将 其 代 人 x = (z+y)1(1 一 zy) 并 加 以 简化 得 w= tanw. 
37, (a) 设 工 = 一 w+ wy = 一 — wt, z= Wi 二， 计算 雅 可 比 式 各 了 汪 并 (bb) 解 
该 雅 可 比 式 不 为 零 的 含 尽 ， 
Te Te Tw | 1 -1 1 
解 晤 (a) 兴 下 - = -2 -2w 
Zs Ky Iu 1 0 
一 Great + 2u + bu vw +2r. 
fb) 如 果 该 雅 可 比 式 在 一 个 区 域 吕 内 不 为 零 , 则 在 罗 内 ,借助 于 rz，y，F* 便 可 从 给 定 的 方程 中 同时 
解 出 总 ，m， 中 ， 
变换 , 曲线 坐标 
38. 设 xy 平 面 上 的 区 域名 由 ty=6, rr-y=2 及 y=0 围 成 (a) 确 定 ww 平面 上 的 区 域 党 ， 
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使 得 贸 在 变换 < 一 w+ uiy=z 一 5 下跌 成 党 、(b) 计算 守 3、(e) 将 多 和 下 的 面积 


之 比 与 (b) 的 结果 作 比 较 ， 
解 后 (a) 区 域 及 如 图 66(a) 所 示 , 是 一 个 由 直线 +y=6, rx -y=2 及 y=0 图 成 的 三 角形 ,为 了 
便于 区 抹 , 这 三 亲 直 线 分 别 以 点 线 、 虚 线 及 租 线 标 出 . 

在 给 定 的 变换 下 ,直线 + + y=6 变换 成 (ut+ ww)+ (ww)=6, 即 2u=6 或 &=3, 这 是 wv 平面 上 的 
一 条 直线 (以 点 钱 标 出 ), 见 图 6-6(b) 


{位 ) 区 于 隔 人 hb) nv 平面 
图 56-6 
类 极地 ,xz 一 y=2 成 为 (a 十 vw} 一 {a 一 必 ) 二 2 或 二 1, 这 是 wv 平面 上 的 一 条 直线 {以 腊 线 标 出 }， 同样 


地 ,y=0 成 海 一 v= 人 0 或 = 名 , 它 是 ww 平面 上 以 粗 线 标 出 的 -- 条 直线 . 因此 ,所 求 的 区 域 由 4 二 3,z 
二 1 及 =v 围 成 ,如 图 6-6tb}) 所 示 . 


dT dr 2 
训 元 | |) t)| ll 1 
a y) _ 一 
Cb) } 一 一 一 2 
站 Dy dy 已 《 ') 《 ) 1 一 1 
Ax du du Hu Bo | 


(c) 三 角形 区 域外 的 面积 为 4, 而 三 角形 区 域 禄 的 面积 为 2, 困 此 ,它们 的 比值 为 42=2, 与 (b) 中 雅 
订 比 式 的 纺 对 值 一 - 歼 . 由 于 这 里 的 雅 可 比 式 是 常数 , 故 zy 平 硬 上 桩 一 区 域 统 的 面积 都 是 由 其 映 成 的 xm 
平面 上 对 应 区 域 沉 的 面积 的 两 倍 ， 
设 xy 平面 上 的 区 域 由 妇 + 天 = 扫 宇 + 妇 = 姑 , 工 =0 及 y= 和 十 戌 ,其 中 0<a<z. 
{a) 丧 定 在 变换 x= pcos$ ,y= psin$( 其 中 p>0,0 二 $<<2x) 下 由 轨 所 瞎 戌 的 区 域 避 ，(PB) 
讨论 a。=0 时 发 生 的 情况 (中 计 算 吕 = 券 。 (4d) 计算 四 2 
解 喇 。” (a) 区域 护 如 上 面 的 图 6-7(a) 所 示 ] 由 =D( 点 线 ) ,y=0( 点 划 线 ) ,x? + y= a* (虚线) ,x* + 
y= 可 ( 粗 线 } 肝 成 . 

在 纵 定 的 变换 下 ,x + =a 和 二 y= 记分 别 威 为 户 =a 和 = 太 或 p=a 或 0=5, 叉 = 
D0, sy 成 为 $= 子 .ap 人 Sb;y=0， AT 达成 为 $=0,a 寺 pb 

所 求 区 域 :* 如 图 6-7(b} 所 示 . 
另 一 解法 :利用 事实 :p 是 到 .zy 平面 上 原点 口 的 距离 ;$ 是 与 x 轴 正 向 前 夹 前 , 则 所 求 的 区 域 显然 由 a 志 
P52 给 出 ,与 图 67(b) 所 指出 的 相同 . 

tb) 若 &=0, 则 区 域 如 变 成 了 半径 为 上 的 圆 形 区 域 的 四 分 之 一 (由 3 边 围 成 }, 而 贫 仿 是 矩形 区 域 . 
为 此 ,点 +=0, w= 个 映 成 p=0,$ 椒 确定 , 故 该 窑 撞 在 这 点 不 是 一 对 一 的 ,这 种 点 有 时 称 为 奇 点 . 
| 


9 9 
Fp Poos$) (es) | easg ~—psing 


3 


AP 坊 (psing) sing pcosg 
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=p(cos $+ sin'$)=p. 


(d) 由 习题 45(b) 并 在 其 中 令 w=p, w= 名 ,得 


atxr, y) atp, $) map $) 1 
残 0 前 到 和 = 1 于 是 ,由 (e) 得 列 人 一 = 


这 也 能 通过 直接 求 导 得 到 . 
注意 :由 这 些 变换 的 雅 可 比 式 不 难 找 出 p=0( 即 z=0,， y=0) 为 奇 点 的 原由 . 


中 值 定理 ,泰勒 定理 
和 和. 证 明 二 元 函数 的 第 一 中 值 定理 . 
证 阴干 设 Rt= Faxo+ 天 ,加 二 在) 由 一 元 函数 的 中 值 定理 ,得 


F(1)— F(O) = F(O,0<8<1. 
如 果 二 = ze+ 天 ,= 加 + 时, 则 王 ( 站 = rz 页 由 习题 17, 得 


F(t) = 大 ( 空 +{ 健 )= Af: + EF, 
及 FI0)=RE(To+ Rm， 加 十 氏 ) 十 (zzo+ 郑 ， 加 十 大 )， 
其 中 0<8c<1. 因此 ,(1) 成 为 


fxo th, yo tk) Co fro yo) = F(xot+ 扩 ,， yo + 殿 ) 二 庆 记 《xo 十 报 ， yo + 懂 )， 


其 中 0<8c<1l, 尼 即 为 所 求 . 


(1) 


(2) 


值得 注意 的 是 ; (2) 与 习题 14 当 产 = Ax 时 的 (1) 相 似 ,但 由 于 只 涉及 一 个 数 8, 因 而 比 之 更 为 对 称 


《也 就 更 为 有 用 ). 
41. 证 明 二 元 函数 的 泰勒 中 值 定 理 . 
证 明 周 ”与 习题 40 中 一 样 , 令 BO)= f(zo t+ 有 天， 加 + 此 )， 出 一 元 应 数 的 泰勒 中 值 定理 ,得 


FD) FY (0) 。 Fo (0) ,. 
5 ++ + 0. 


F{t) = FO) + FAO + 


令 1=1, 得 
ty {ntl 
FOD) = FO + FO + EI +t E+ ht, 0 < ol. 
由 习题 和 ,可 得 


天 (0) 过 hf Co, Yo) + kf (zo, yo) 三 (5 天 十 h(n, ye), 


其 中 我 们 采用 了 符号 算 子 记号 ,类 似 地 ,并 考 写 到 二 阶 偏 导数 的 连续 性 ,可 得 
PF) = 号 FI) = (hf + ky,) 


=- 叶 英 要 + 之 )+4[ 续 实 + 壬 光 ) 
ar dt + By dt dr at ny dt 


(1) 


(2) 
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= hf + 2hkf, + hf,. 


由 此 ,得 出 
FO0)= ha’ fro, Yo) + 2hkF, (xo, Yo) 十 k* f(ro, xo) 


= (ht) Fas 


同样 地 ,我 们 能 证 明 { 由 数学 归纳 法 } 对 所 有 的 正 整 数 n ,有 
昌 n+l 
FN = 人 子 + 天 ro 加) 下 全 ”一 (4 六 十 点 二) 乒 m 十 大， + 做 )， 
其 中 0<p<1. 将 这 些 导数 表达 式 民 入 (2), 便 得 所 求 结果 . 
42. 将 zy+3y-2 按 z-1 和 yy+2 的 寡 次 展开 . 
解 辐 ”利用 带 有 = 工 一 .xo ,此 二 yy 一 yy 的 泰勒 中 什 定 理 , 其 中 z= 二 1, yw = 一 2, 江 


Fry yr yt3y 2, f=2ry f= t+3, fo =2y, fy =27, fy =0, frm =0, fey 2, fw =0, 
fw =, 而 折 有 更 高 阶 的 篇 导数 全 为 鹤 , 因 此 
fl1, —2) =—10, £1, —2) =-4,f(1, -2) =4, 4,t1,—2)=-4, 
fall 2 =0, £1, —2)=2, fstl, -2)=0, 
fu {ls -2) =0, fs(1, -2) =2, £4(], -2) =0. 
由 泰勒 定理 
Fr, y) = Fl — 2) + hftl, -2) + kf, tl, -2) 


+ 2 +2 + 2)1 
+ fl — 2) F 3R7 RF (1, — 2) + Bh ftl, —2) th fotl, -2)) + RR:, 


其 中 R; 是 余 项 上 且 此 处 为 零 . 
将 上 雷 求 得 的 导数 值 代入, 便 得 
zy+3y -2=-10-4r- 1) +dy+2) -2(r- 17 


+2r— ly+2)+(r -1) (yt+2). 


这 能 用 代数 方法 直接 加 以 验证 . 
未 题 
ri 
43. 设 f(z， -1 人 人 
0， (rz, $y)=(0, 0), 


计算 : (a) f.(0, 0), (b) (0, 0), (ce) £60, 0), td) £00,0), (te) £,(0, 0), 
(f) £0, 0). 

, . Fh OHO00_, 0 
解 二 ia) 0,0) lm f lim 0. 


ht 


(5) £60, 0) = lm LE OF AO Dj 0 =0. 


如 果 (z， 3) 隆 (0,0)， 


oo _g -1 (cA ) (所 六 ) 
RE EA Cr yy ty rty 9 


je 


Ty 


于 是 


(c) ft{0, 0)=lim Of 0) =lim 上 =0. 
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(0) £00, 0)= me 全 一 Ao 0 =lim Sh= -1. 


th, 0)— £00, 0 让 -1 
h hh 


但 fr.(0, 0) = lim 


注意 ,在 (0,0) 处 六. 关 万， 参见 习题 13. 
44. 证 明 : 在 变换 zx = pcosg， 下 ,方程 


EV 19V 18V 
= = 0 变 为 2 十 十 = 0. 
dt EE 4 a 9p 0 EF 
证 明 5 我 们 有 
AV_AVan yat 
gr Bo + Dar (1) 
ayv_ avapo avas 
yt ay (2) 
记 住 和 # 是 z 和 y 的 晴 数 ,对 了 = pecs ,y= psing 关于 zx 求 导 ,得 
1 = psing 3 + cosp 38, 0 = peoeg 了 + sing 了 8， 
解 此 联 立 方程 ,得 
类 似 地 ,关于 y 求 导 , 则 
0 = psing 95 + cosf 了， 1 = peosg 六 + sing $8. 
解 此 联 立方 程 ,得 
如 » 
赵 = Sin$， 区 = (4) 
那儿 ,由 (1) 和 !(2) 得 
oY- Y singaV 
ay dV coefaV 
By ee {5) 
因此 
VvV ofav 3 a faVv ag 
A )= 站 ( 绽 ) 吕 + 部 (总 六 
a aV 用 DVD $aVY a 
-yy 光 -os 
FV singDw sing BV 
= (oon 5 + 了 5 } (ost) 
a $aV sing FV sing 
+{- sn Fe + oo 本 3F 和 a )( 2 ). 
化 简 , 得 
PV 18 3 VV, 2singoosg AV _ 2singeoep FV J Sn paV ， si $FV (7) 
rap pp 7 p Ie pf op" pr AP 
类 人 地 ,有 


PV 2 V _ 2singcos$ aV , 2singeos$ FV ,ews $aV oo $FV (8) 
EE 5 9p’ po ap 下 9p38 疡 96 or 38 


将 (7) 各 (8) 相 如 , 便 得 所 党 结果 : 
EV OV _ 3Y lav .lmv_p 


ax: ay ap” p dap | pp” a 


45. (aa 若 了 = 站) y=g(u, v), 其 中 尺 =$(r, ss), v= ylr, 5) ,证 明 :3 区 = 


g(x, ydlu, v) 
9 {nu, vj atr, 5) 

d(T, y) .oT y)9(u, v) 6 日 
(b) 假定 了 人 一 站 天 0， 证 明 : ‘30 wpa =1, 并 作 几 何 说 明 . 


解 三 ”ta) 假定 各 偏 导数 存在 ,并 利用 行列 式 的 乘积 定理 (见习 题 115) ,得 


Bf 
多- 


Ts FF TU TH + TU 


"| 
;| 


Pr Meds + Yds 


I x [ 如 
一 | ‘| _ Hr, y) an, v) 
Wy oy dw, v) afr, so) 


(hb) 将 =z s=y 代入 ta) 的 结论 中 , 则 
az vy) a, AT, vy) 
an, 9] ax, y) a{z, y) = 上 
方程 += 了 4, my=gtay VV) 在 xy 平 而 上 的 点 Cx, 3) 与 wv 平面 上 的 点 tw tr 之 间 定 兴 了 一 个 
变换 . 其 逆 变 换 由 三 站， yy)， = 二 x+，y) 给 出 ， 上面 获 得 的 结果 表明 ;这 两 个 变 挽 移 雅 可 比 式 互 鸭 


倒数 . 
46, 证 明 : Fizy， -2z)=10 在 适当 条 件 下 满足 方程 z(9z/3x) ~ yazlay)=2zr, 请 癌 这 些 
条 件 昨 什么 ? 
证 明 忠 设 x=m v=z-27x. 则 Ftu, o=0 日 
(1) dF = Fadut Pdv=F, (ady tur) tr (dz -2dr)=0, 
取 xz 为 因 变 其 ,而 x 和 y 为 自 变量 , 则 有 dz = zdzx + zdy. 将 其 代入 (1) 得 
OF + Fz, -2F, dr + {arF, + Fx)dy=0 
由 地 x 和 y 旦 日 变量 , 故 有 
{2) yF, + Fg, “2F, =0, {3) rh, +t Fz,=0, 
从 3) 中 解 出 所 并 代入 (2), 则 再 除 以 F, (假设 其 不 等 于 零 ) 便 得 所 需 结论 .rz, - ye, =2x. 
只 要 慨 定 Fiw，w) 连 续 可 微 且 FF, 关 0, 则 所 述 结论 一 定 成 立 . 


补充 习题 
函数 与 图 形 
3 股 尖 rr 四 = 全 二 来 1) fb, 3， 于 和 各 -人 (0) fsty, oy) 


咎 . 设 g(r ,vy ) = :ta 求 ; {a) gll, —2, 2), (bh) gtx+1, y—1, 2 )}, 


{ce) gry, ze, x ty). 
和 扫 , 求 使 上 列 函数 有 定妆 并 取 实 值 的 定义 域 , 玉 对 定义 域 作 几何 说明， 
2x— 7). 


{a) Flr, WD = tb) Flzx, y)=lnCrt vy), (ce) Fx, ») =arcsin( Ty 


50、(a) 函数 flz， y, 2) = - Ty 在 什么 范围 内 有 定义 并 取 实 值 ? 


全 十 + Fe 
(bh) 对 这 个 定 祥 域 作 出 几何 说 明 . 
51. 指出 下 列 每 个 方程 在 3 维 空间 中 所 代表 的 曲面 的 名 称 并 画 出 草图 


(ay 37+2z— 12, (hb) d= + ye， fc z= 4y, {d) 2 + z= yy 


*116 


微 积 分 


52, 
对 满足 下 列 关 系 式 的 点 (z+，y，z) 的 集合 作出 几何 措 述 : 


54. 


(e} x + +z :=16, {fy) zx -dy 42 二 6， [| zr + =2y, 【hy 下 一 开 十 久 ， 
人 天 =4z， 0) x: + + -drt6y+2s -2=0. 
作出 由 三 +y¥=a 和 x +s? =a? 所 转 的 区 域 的 图 形 , 其 中 «是 一 常数 . 


(ay z+ tal, rt ty = (hb) r+ty rrty. 

函数 x = f(x,y) 的 等 位 线 是 指 由 fz， y)=cte 为 任 一 常数 ) 确 定 的 xy 平面 上 的 有 昌 织 . 等 位 线 从 几何 
上 提供 了 责 示 函数 的 一 个 方法 . 类 似 地 ,tw = A(x,，y，z) 的 等 位 面 是 指 由 及 x，y，z) = clc 为 任 一 常 
数 } 确 定 的 空间 直角 坐标 系 (xyz) 下 的 曲面 ,描述 下 列 每 个 函数 的 等 位 线 (或 等 位 面 ) 并 作出 其 图 形 ，; 

(a) flxs y)=In(x ty 1), tb) flr, y)=4cy, (ce) fe, 7)=arctanyl (zr +1), 

(dd) Flr, 人 = 了 + (e) flr, ys zs)=7 + dy +162, (f) flxs y, xz}=sin(r +z)/{1-y), 


极限 与 连续 


55. 


50. 


S7 . 
358 ， 


59， 
60. 


61, 


62. 


63， 


利用 定义 证 明 :(a) lm (3x -2y)= 14, (bh) 0 lm (zy-3r+4)=0 


4 yt2, 1) 
设 limf(x， y)=AH limgl(z, y)=B, 其 中 lim 家 示 求 当 (x， y) r(xo, 如) 时 的 极限 ,证 明 : 
{a) limj f(x, y}+ g(x, y)|=A+B, (by lim{ f(x, yg(x, y}|=AB. 


在 什么 条 件 下 ,两 个 函数 的 商 的 极限 等 于 它们 极限 的 南 ? 证 明 你 的 答案 . 
下 列 极 限 是 否 存在 ?如 存在 , 求 其 值 . 

.3—z+ ， 3r 一 了 
中 吉大 六 ， 9 妈 凑 -部 ， 

2 me | 

， _ ， . : { 2 十 2) 
Cc) ne sin x, (d) 由 ”本 To ， 
Oi 

rl me 

. xX+y-1 . arcsin( xry—2) 
四 mT 人 刘 ont 全: 
分 别 叙述 三 元 函数 .* 元 消 数 的 极限 的 定义 ， 
当 (z， yx) 一 (0,0,0) 时 ,lim 并- 这 二 六 是 否 存在 ? 证 明 你 的 答案 
讨论 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 连续 性 : 


(2) T+ yy (Cres »0). (hb) Izy (0, 0). 


2 2 ， 1 
(9 pe, 0 ty sn (天 0 0) 00 
全， {，3) = (0 0); 


利用 定义 ,证明 f(z, y)= xy+6z 在 下 列 点 处 连续 : 
(za) (1, 2), {b) (xos yo). 
证 明 ; 习 题 从 中 的 函数 在 由 0<7 所 1, yl1 所 确定 的 方形 区 城内 一 致 连续. 


仿 导 数 


64. 


65, 


66, 


67. 
68. 


69. 


设 /(z，y)= 主 ,用 定义 来 其 在 (2， - 1) 处 的 (9) 光 及 (是 于 ,并用 求 导 法 则 检验 你 的 答案 


， (x: zy) (rt y), (zr. y)¥(0,0) 
| = » 1 rus ' 站 0, 0}, 
设 (x,y) 0, (x, y)=(0, 0) 求 :(a) FO, 0), Cb) £0, 0) 


对 上 一 古 中 的 隙 数 ,研究 极限 ”wy 天 (z，y) 并 说 朋 这 个 极 形 (如 存在 ) 等 于 或 不 等 于 f (9, 0) 的 理 


Tr Fh, 0) 
由 


设 fr, y)=(z 一 yjsin(3z+2y), 计 算 (0, zj3) 处 的 {a} 大 :大 fe ;8 放 ,(1) 丰 . 
(6) 对 (z，y) 天 (0,0), 通 过 直接 求 导 证 明 z= zyten(y/x) 满 足 方程 z (到 ) + >( 芒 = 2，(b) 车 在 (0， 


0) 处 ,z=0, 试 讨论 (a) 在 其 他 点 的 情况 . 
对 函数 (a) (2z 一 y)f(c+y),(b) ztanzy 及 {ec) coshty + coszr) 检 验 所 ,= :的 正确 性 , 措 出 可 能 的 例外 


点 并 对 这 些 点 进行 讨论 . 
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70. 证 明 z=inj(zx -a+ (y-5)| 除 点 (a， 6) 外 满足 全 + 0 


71. 证 明 z= xeos(yjx)+tan(yjzr) 除 了 z=0 的 点 外 , 均 满足 x +2.cyes + yz 一 人 0 


证 明 ， ,fy ww 1 
72. 证 明 :如 果 tw 人 0, (hb) 工 Fy Dy de +2 


:5 Bt 下 TW 
ray + 2 Faz t+2y8 Byas 0, 指出 可 能 的 例外 点 . 


73. 设 z= 一 xyt+3y ,对 z=5, y=4, az= -0.2，Ay=01, 计 算 (a) Az, tb) dz, 说 明 Az 和 de 近似 
相等 的 原因 . tc) 求 z=5, y=4, Ax 一 -2,Ay 一 1 时 的 Az 和 和 dz. 
74. 利用 微分 ,计算 这 (3.8)7+202.1 的 近似 值 ， 
75, 设 (a) F(x, y)= Try- dry +8y’, (bh) G(r, y, 2) = Bry ?3x ye 
(c) F(x, y)=xy ln(yjz), 求 dF 和 d6. 
76. 证 明 : (a) dt UV)= UaU + VaU, (b) d(UIV)= (VdU - UV (te) d (lnU) = (dU, (d) 
darctanY)}= {dVY(l+ 到) 其 中 各 Y 是 二 元 或 三 元 以 上 的 函数 . 
77, 确定 下 列表 达 式 是 否 为 某 个 函数 的 怡 当 微分 ,如 是 的 话 , 求 此 画 数 ， 
《ay (2xy + 3ycosd zr )dr + (2 y+sindz)dy, {b) (ry — y dx + (22er ~ x}dy, 
(ce) (2 -3y)drt+(l2y ~ 3r) dyt+ 3x de. 
全 函数 的 求 导 法 唱 


78, {a) 设 U(xzx， y. 2})=27x° — ye + xe!, 之 二 sin， y= 一 上 十 1 ， z=3e 求生 


上 = 省 


{b) 设 Hizr, y)=sin(37 一 y) ,r+2y=2t ,一 Y= 36 求 9 

79, 设 F(z, y)= (227+ yy -27), T=24—3u, y=&t+2v, 在 =2,vu=1] 椒 求 (a}y 9Fl9u, (tb) 3F7am， 
(ce) F Fl , (d) Flav, (e) HF: Plaudw. 

80, 设 UU 二 x FCyjz), 症 对 下 作出 适当 的 限制 下, 证明 ;x (9U13x) + yl2Uj9y)=2U. 


81. 设 z= woosa vsing 且 y= msina + weosay 其 中 a 是 常数, 证 明 :3 ) + (YY) = (HY) + (至 ) . 


dy 
， _ _ du _ dw dnR_ dg du_ Loan dv_ _ lou 
82. 证 明 : 若 = peos$ ,y= psin$, 则 方程 了 5y 现成 为 5 一 万 泽 ， Er 
83. 利用 习题 82 证 明 :在 变换 z= pcos$，y= psin$ 下 ,方程 0 芝 + 生生 0 成 为 2 车 + 工 3 + 十 守 学 =0 
: : A YA dx dy Bp pap pa “ 


隐 函 数 和 雅 可 比 式 
84. 设 FIz， y)=0, 证 明 dyldx = 一 FiF,. 
85. 设 工 二 一 3xy 一 0, 求 : (8) dyjdx, (b) a yldr’. 


86, 设 x + v= 2yu 一 rv =4zr, 求 :(a) 天 ， 《by 于 


87. 设 zx= 了 x， 9), vg(z， 2) 可 微 ,证 明 :给 竹 + 季 苇 一 1 解释 清楚 每 个 偏 导数 中 哪些 变 景 是 自 变 量 . 


88. 设 [(z，y， rs)=0, g《 工 yr)=0, 证 明 ; 臣 于 + 学 斑 =0, 说 明 那 些 变 量 是 自 变 量 . 你 能 使 用 什 


么 符号 指出 所 考虑 的 自 变量 ” 


2 _ar 2 
89. 设 F(x， 人 =0. 证 明光 = _ Fab, a + EF 
J 


W. 设 Flu, v=30 -uv, Gn, 如) =2uw + 态 ,并 曾 E :G9 的 人 


91. 设 P=z+3 六 一，G=2z7 ys 且 和 =229 一 2 求 于 人 二 在 (1，-1,0) 处 的 人 


92, 设 =arcsinzr +arcsiny 再 了 三 工 vl 一 多 ty v1 ,确定 w 和 % 之 间 是 否 存 在 函数 关系 ,如 有 , 求 此 关 


系 式 ， 
93. 设 F=zyt+yrt+ar,G=x y+ 上 且 HH=x+y+z; 确 定 下 ,G, 日 之 闻 是 否 有 函数 关系 相连 ,如 有 ， 


求 此 关系 式 . 
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向 积 分 


94, (a) 设 x= fw， Uy ww), y= glu, Us w)H z= hu, Us ww), 并 假定 愉 于 站 台 关 0， 证 明 ; 


(x y, 2) dW Vv WwW) . 
省 3， 多 =1。(b) 借助 于 变换 解释 (a) 中 的 结论 ， 


05, 设 f(z, y, xz)=0 且 g(x, yz)=0, 证 明 : 


dx da _ dz 
4 Hf 8) NF, 8) 
入 与 dz, I) A+, y) 


{ 慨 定 结论 中 各 部 分 均 有 意义 ). 
96. 设 方程 了 + 六 二 w,， y+ 三 V0, 十 ZX 二 Ww 确定 了 xz， yz 为 ww， ww 的 二 次 可 微 函数 , 求 ;(a) 六 ， 


可 本 
(b) En 《e) 区 把. 
97. 就 妈 二 了 (zy 4)， v= 二 g(x， YZ2) ww 二 有 h(x， y，z), 投 述 并 证 明 类 似 于 习题 35 中 的 定理 . 
变换 ,曲线 坐标 
娩 , 已 知 变换 工 二 24+v, y= 一 3v, (a) 设 .xy 平面 上 的 区 域 久 由 zz=0, =1.y=0,y=] 围 成 , 画 出 在 此 
变换 下 由 邹 映 成 的 ww 平 而 上 的 区 域 多 的 章 图 ，(b) 计算 :3,(6) 将 (b) 中 续 果 与 外 和 镀 的 面积 之 比 
作 比 较 . 
99. (a) 证 明 ; 在 线性 变换 式 = ww 十 asvs y= 加 妈 二 bv(arbz -ez 本 了 0) 下 ,xy 平面 上 的 直线 和 圆 分 别 观 射 
成 xm 平面 上 的 直线 和 圆 ，(b) 计算 此 变换 的 雅 可 比 式 了 并 讨论 0 的 意义 . 
100. 已 扼 x= oosxeosnpy= sinasinho (a) 证明: 通常 ww 平面 上 的 坐标 曲线 =a 和 za= 卢 分 别 中 成 zy 平 
面 上 的 双 曲 线 和 酉 加. 《b) 计算 | 和 区 | (o) 计算 | 站 2 
101, 已 憩 x=2#+3v0— ww, Eg=u -2v+ tw, z=24—20+ rw, ( 四 设 训 是 ow 安 间 由 2 二 0,2 有 y=0,y 
=4, 2 二 0, z=5 所 围 成 的 区 域 , 通 出 在 此 变换 下 由 贸 所 映 戌 的 warm 空间 的 区 域 宽 的 草图 .【b) 计算 
A (加 将 (b) 中 结果 与 多 和 多 的 体积 之 比 作 比 较 ， 
102, 已 知 球 坐 标 变换 x = rsinfoos$ ，y= rsinpsing，z = rcosg ,其 中 r20， 0 和 9 和 x, 0 过 上 <2r, 描述 掌 标 曲 
面 (a)r=a， {b)8=6, tc)$=c, 其 中 闪 ， D, © 是 行 一 常数 . 
103,{a) 对 习题 102 中 的 球 坐 标 变换 ,验证 ; 


= 5 9 2) - rsind, 


tb) 讨论 了 =0 的 情况 . 
中 信 定 理 


104, 证 明 国王 卫生 于， 0<9<1, 其 中 之 >0,y>0. 


105, 将 f(x,y)=sinzy 按 x -1 和 >- 子 的 血 次 展开 ,直至 二 次 项 . 

106, 将 F(x, y)=y jz 按 x-1 和 y+1 的 军 次 展开 ,直至 二 次 项 并 写 出 余 项 . 

107. 证 明 三 元 函数 的 第 一 中 值 定理 . 

108. 将 泰 勤 中 值 定理 推广 至 三 元 函数 并 证 明之 . 

杂 题 

109. 车 F(P，V，T)= 0, 证 明 :(a) 耻 ，(b) 名 3 

于 |， 《5 "55 

沁 下 结果 在 六 学 中 很 用 外 关中 P,V ,个 对 应 于 物理 系统 中 的 压力 ,体积 和 温度. 

116. 证 明 F(xjy, zjy)=0 满 中 (8x/9x)+ yDzj90y)=z. 

111. 证 明 F(x+y-z, zx 十 y)= 二 0 满足 zx(9z/9y) y(t9zjDx)=x 一 y. 

112. 车 = fw， vy), y= g(au, 2) ,证 明了 2 一 + ,其 中 = 3 3. 


1t3. 车 z= flu, vw), y= gt, vs z= htn, De. ?ys = 由, 证 明 


3 dr + Er Ed + Rd = 0 


_3P aT 


=-1. 
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114. 


11s， 


li6. 


117. 


118, 


119. 


120. 


121, 


车 = $v) y= pu, vw, ww)Hu= flr, s), v=g(r, s), w=htr, s) 


证 明 :3622 划一 站， 9(R, 0) | Or, y) dv, ww) + Hz WA, wu) 
dtr, s) atu, v} or, s) + ew, Ww) aCr, s) tT rw uu) Cr, s) 
_ | e f|_latBw aft+ty 
ta) d| |g hl Joetdg cf+dh 
则 ，(b) 将 ta) 中 结论 推广 到 3,4,… 阶 行列 式 . 
若 上 ，y 和 z 是 xx，zy, tw 的 函数 ,而 zy, 也 又 是 r, yt 上 的 函数 ,证 明 ， 


| . 因而 建立 了 习题 45 中 涉及 的 二 验 行 列 式 的 染 法 法 


x, yy 2) Dr ys 人 ww) 
lr st) Au, vw) ar ss £) 


设 和 也 分 别 表 示 算 子 313z 和 3/3%y, 证 明 : 若 f(x + 有，y+ 包 ) 的 泰勒 级 数 存 在 , 则 能 写成 形式 


Firth y+) = er fr, y). 
给 定 方程 F(x，…, 江 ,， yi 其 中 j=],2,… ,入 
证 明 :在 关于 已 的 适当 条 件 下 ,有 
dy, - ot Fi, Pas Pos )) FL, Fors Fn) 
3 
{a) 设 FIr，3) 是 二 次 齐 次 少数 ,证 明 ; 


3 六 FF 2 FF 
TIE t+) Fy 2F. 


(b) 利用 特殊 情形 Fz ，y) = zx Ink yfz) 作 出 说 明 . 
注意 :使 用 D, =3/3x, D, 二 9/3y, 上 述 结 果 能 以 算 子 形式 写成 (xzD, + yD, 下 =2F. [提示 :在 习题 25 


的 方程 (1) 的 两 边 ,关于 4 求 导 两 次 ]. 
习题 119 的 结论 可 作 如 下 推广 : 若 FIzi， zzz 是 扬 次 齐 次 函数 ,并 对 尾 一 正 整 数 >, 记 Dx, 到 


alar , 则 
(ziD, tmD,, + + rmD = 直下 ， 


{a) 设 xz 和 yy 按照 x+iy= Cu tio) ;由 x 和 nm 确定 , 证 明 : 在 这 个 变换 下 ， 方程 + 0 成 为 了 
2 
+134-0 


(hb) 如 + y= 二 FCw+ iw),(a) 中 结论 是 否 成 站 ?证 明 你 的 陈述 ， 


向 量 与 纯 量 

在 物理 学 ,有 些 量 要 由 大 小 和 方向 两 者 刻画 ,例如 位 移 、 速 度 , 力 和 加 速度 . 为 了 描述 这 种 
量 ,我 们 引进 向 量 的 概念 ,向 量 是 由 一 点 到 另 一 点 Q 的 有 向 线段 FQ ,P 称 为 起 点 ,Q 称 为 终 
点 . 我 们 用 黑体 字母 或 上 方 带 箭头 的 字母 表示 向 量 . 因此 ,PQ 记 为 4 或 及, 如 图 7-1 所 未 , 向 


量 的 大 小 或 长 度 记 为 | PQ| ,PG, |4 | 或 [|. 

物理 学 中 还 有 一些 量 只 由 大 小 刻画 ,例如 质量 ,长 度 和 温度 . 这 种 重 常 称 为 纯 量 , 以 区 别 
于 向 量 . 但 需要 强调 的 是 :必须 从 这 些 量 中 去 除 诸如 米 、 度 等 单位 ,它们 与 实数 并 没有 什么 差 
别 ,因此 我 们 能 像 通 常 那样 用 普通 文字 表示 它们 . 


向 量 代数 


通过 适当 定义 ,数值 代数 中 所 熟知 的 加 法 ,减法 ,乘法 运算 能 推广 到 向 量 代数 中 来 ,下 面 的 
定义 基 基 本 的 ; 

1. 如 果 两 个 向 量 4 和 吾 有 相同 的 大 小 和 方向 , 则 不 管 它们 的 起 点 如 何 ,就 称 它们 是 相等 
的 . 因此 ,在 图 7-1 中 A=B. 

2. 与 向 量 4 的 方向 相反 而 大 小 相同 的 向 量 认为 一 A( 见 图 7-2). 


图 7-2 


3. 图 7-3(a) 中 向 量 4 与 B 的 和 或 合成 为 如 下 形成 的 向 量 C: 以 A 的 终点 为 起 点 作 向 量 
B 并 由 的 起 点 连 向 B 的 终点 [ 见 下 面 的 图 7-3(b)]. 和 向 量 C 写成 C= 4 二 下 . 这 个 定义 与 
向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 (如 图 7-3(c) 所 示 ) 是 等 价 的 . 


C=A+8 了 


(a) tb) te) 


向 量 的 加 法 可 立即 推广 到 两 个 以 上 的 向 量 . 例如 ,图 7-4 显示 了 获取 向 量 4,B,C,D 的 
和 或 合成 E 的 方法 . 
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4. 向 量 各 与 B 的 差 ,由 4 -下 表示 , 它 是 这 样 的 一 个 向 量 C :与 号 相 加 便 得 4， 等 价 地 ， 
起 -BB 可 定义 为 +( 一 昌 ). 如 果 各 = 下, 则 -下 定义 为 零 向 量 并 用 符号 加 表示 . 这 是 一 个 
大 小 为 零 但 方向 不 确定 的 向 量 . 

5. 向 量 4 与 纯 量 wx 相 乘 产生 向 量 m4 ,其 大 小 为 A 的 大 小 的 | 产 1 倍 ,其 方向 当 总 为 正 
时 与 &4 相同 , 当 m 为 负 时 与 4 相反 .如 m=0, 则 m4=0, 即 为 零 问 量 ， 


向 量 民 数 定律 


如 果 和 ,BC 为 问 量 , 且 m,n 为 纯 量 , 则 
1. A+B=B+ 有 妇 , 加 法 的 交换 律 ， 
.A+(B+C)=(A4+B)+C, 加 法 的 结合 律 ， 
mn 和) 二 Cmn)A 二 nn(m#) ,乘法 的 结合 律 ， 
(二) 太 二 mi& 十 nh, 分 配 律 ， 
. (+ 有 )= mAk + mB ,分 配 律 . 
注意 :在 这 些 定律 中 ,只 定义 了 一 个 向 量 与 一 个 或 多 个 纯 量 的 乘积 ,在 p. 123, 我 们 将 定义 
向 量 与 向 量 的 飞 积 . 


单位 向 量 


具有 单位 长 度 的 向 量 称 为 单位 向 量 , 如 果 4 是 任意 一 个 长 度 A>0 的 向 量 , 则 4/4 为 一 
个 单位 向 量 , 记 为 a, 它 与 4 有 相同 的 方向 , 故 A = Aa. 


基本 单位 向 最 


基本 单位 向 量 i ,j,k 为 与 直角 坐标 系 中 xx,y,x 轴 的 正 向 一 致 的 单位 向 时 【参见 图 7-5). 
除非 另 作 说 明 ,我 们 均 使 用 右 于 直角 坐标 系 . 这 种 坐标 系 的 名 称 浙 
自 于 事实 ; 当 右 手 的 四 个 手指 由 Oz 旋转 各 "至 Oy 时 ,大 姆 指 指向 
z 辆 的 正 疝 . 一 般 地 , 设 三 个 向 量 4 ,B,C 有 相同 的 起 点 且 不 共 面 ， 
如 果 当 右手 的 四 个 手指 由 A 旋转 小 于 180" 的 角 至 B 时 ,大 姆 指 指 
向 的 方向 ( 见 图 7-6), 则 称 A ,B,C 形成 右 于 系 或 右 旋 系 . 
向 最 的 分 量 

3 维 空间 中 任 一 向 量 和 均 可 表示 为 以 直角 从 标 系 的 原点 口 为 
起 点 的 向 量 ( 见 周 7-7). 设 (A 4: ,A;) 是 以 口 为 起 点 的 问 量 各 的 
终点 的 直角 坐标 ,向 量 A1i,Ayj ,4 分 别称 为 A 在 x,y,x 方向 上 的 直角 分 向 量 或 简称 方 分 
向 量 . 而 A ,4; ,4; 分 别称 为 站 在 rz，y，z 方向 上 的 直角 分 量 或 简称 为 分 量 . 

出 于 Al, Aj ,4 天 的 和 或 合成 为 问 量 4 , 故 各 能 写 为 


(LI La hu 


图 7-5 
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人 


本 
do 


和 


图 7-6 图 7-7 
A= Ai+tA,j+tAk, (1) 
胡 的 大 小 为 
4=141=VA +AIE+A3. (2) 
特别 ,由 口 到 点 《z，y，z) 的 位 置 向 量 或 径 向 量 + 写 为 
r = 旭 + 妇 + 尖 ， (3) 
且 其 大 小 为 r=|r|~V ri+y+ 放 ， 
点 积 或 纯 量 积 


两 个 向 量 和 与 B 的 点 积 或 纯 量 积 定义 为 4 与 B 的 大 小 及 其 夹 朋 余 芒 的 乘积 , 记 为 各 .如 
( 读 作 4 点 吾 ). 用 符号 表示 为 
.B= 4Beosg,0 扫 日 过 ， 《4》 
注意 4 ,如 是 纯 量 而 不 是 向 量 . 
下 列 定 律 成 立 : 
1. 4:B=B':A, 点 积 的 交换 律 ， 
2. 太 :( 力 + 僻 ) 二 四 :入 十 :人 ,分 配 律 ， 
3. m(A'B)= (mA):B=A'(mB)=(A'B)m ,其 中 m 是 纯 量 ， 
4. ri=)"j=k*k=1, i"j=j"k=ki=0, 
5, 如 A=A1it+AJj+AEKHEB=Bi+B,j+Bk, 则 
A.B= AB + AB,+A:B, 
和: 有 = A? = A?+A?l+A?, 
B.B=B = B+B+Bi, 
6. 如 44. 了 =0 且 A 与 也 为 非 零 向 量 , 则 4 与 也 垂直 . 
义 积 或 向 量 积 


入 与 召 的 叉 积 或 向 量 积 定 习 为 一 个 向 量 C= 4XB( 读 作 A 叉 B), 其 大 小 为 4 与 B 的 大 
小 及 其 夹 角 正 弦 的 乘积 ,其 方向 垂直 于 4 与 B 所 在 的 平面 且 使 A4,B,C 形成 右手 系 , 用 符号 
可 表示 为 
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AxXB= ABsin, 0 An, (5) 


其 中 & 为 与 4&4XB 方向 一 致 的 单位 向 量 . 如 A=B 或 A 平行 B, 则 sin8 二 0, 二 此 我 们 定义 
AxXB=0 
下 列 定律 成 立 ， 
,AXB= 一 BXA,{ 丸 积 的 交换 律 不 战 立 )， 
-AX(B+CO)=A4AXxXB+ 和 XC, 分 配 律 ， 
mxXB)= (maA)xB=AX(mB)=(A XB)m, 共 中 mx 为 纯 基 ， 
EXi=}jXj=kXE=0, ixj=k, jXk=i, kxi=), 
.如 A=Alit+Aj+AkKHB=Bi+B,j+Bkr, Mj 


nn 刁 Ca ta 一 


| 


站 xB= 和 A A A 


IB: B, | 


6. | 六 XB|= 以 站 和 B 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 

7. 如 xXB=0 且 A 与 B 不 是 零 向 量 , 则 有 与 8B 平行. 
三 重 积 

三 个 问 量 A , 吾 ,C 之 间 的 点 乘 和 允 乘 可 以 产生 形 如 [4 下) 入 有 X 人 及 本 X( 理 X 
C) 的 有 意义 的 乘积 . 并 成 立 下 列 定律 : 

1. 一 般 (&4:B)CA(B'C). 

2. A:BXC)=B:(CXA)=C-(AXB)= 以 有 ,B,C 为 梭 的 平行 六 面体 的 体积 或 这 
个 体积 的 负数 ,这 取决 于 太 ,B,C 是 否 形成 右 于 系 . 如 果 太 = Ali+Asj+ Ak, B=Biit+ 
Byj+Byk HC=C.i+C,j+Ck,W 


和 Al A A | 
A-(BxC)= B B Bl (0) 
Cr Ca C3 


3, 入 x(BXC) 关 (4 XB)xC,( 叉 积 的 结合 律 不 成 立 ). 

4.AxX(BXOC={(A.CB- (4A.BIC, 

(AxXB)xXC=(A:C)B-(B:C)A. 

积 4"(BxC) 有 时 称 为 纯 量 三 重 积 或 框 积 并 可 记 为 [4BC ]， 调 积 A x (BXxC) 称 为 向 量 
三 重 积 . 

在 丸 -(BXx 忆 ) 中 ,有 了 时 可 上 略 去 区 括号 并 沁 成 及 "BXC, 但 在 入 x(Bx 人 CC) 中 的 圆 括号 必 
须 使 用 (见习 题 29). 注意 到 六.(BXC)= (A XB):C, 这 一 点 常 表述 为 :在 纯 量 二 重 积 中 ,点 
乘 号 和 叉 乘 号 可 灾 换 位 置 而 不 影响 结果 (见习 题 26). 

向 量 分 析 的 公理 化 方法 

从 上 面 的 讨论 中 可 以 看 出 : 当 :个 向 量 + 相对 于 荣 个 坐标 系 的 3 个 分 量 (x，y, zx) 已 知 
时 ,使 可 确定 该 向 量 为 r= zi+ w+z. 因此 ,采用 下 而 给 出 的 公理 化 方法 俩 是 十 分 自然 的 
了 : 

定义 ”一 3 维 向 量 为 一 实数 的 三 元 有 序数 组 (A ,A;,A;). 

由 此 ,我 们 就 能 定义 向 量 相等 ,向量 加 法 和 和 威 法 等 .因而 ,如 A={Al, Aj, A;} 由 B= 
{BI1,B; ,Bys), 则 定义 
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1. 丰 =B 当 且 仅 当 Al=B,, A,=B,, A;= 8B,, 
2. A+B=(A,+ BH,At+B,,A,+B,), 
3, A-B=(A,~B,A,-B,A,—B,), 
4, O=(0,0,0), 
5, mA=m(A,, 总 2， A;)= {mA,, mA,, mA3), 
6, 站 'B=AlB, +A,B, +AiBi, 
7. 各 的 长 度 或 大 小 = | 各 | = "有 = AT TAL+ A 
从 这 些 内 容 ,我们 可 获得 向 量 的 其 他 性 质 ,如 二 +B=B+A,A+(B+C)={(A4+B)+ 人 CC,AA: 
(B+C)= 妨 "B+ 入 *C 等 . 通过 定义 单位 向 量 
i = (1,0,0,7= (0,1,0),xk= (0,0,1), (7) 
我 们 能 证 明 
= AlitAj+ Ak. (8) 


同样 地 ,可 定 多 有 XB=(A,B; 一 AB,,AsB1 一 AlB:3,A1B, -AB). 

在 建立 了 这 套 公 理化 方法 之 后 ,我 们 使 能 对 有 关 结 论 作出 几何 或 物理 解释 ， 同 如 ,能 证 明 
A:B=ABcosd, |AXB|= ABsind 等 . 

在 土 面 ,我 们 考虑 的 是 三 维 向 量 , 很 容易 将 向 量 的 概念 推广 到 更 高 的 维 数 , 例如 ,四 维 向 
量 定义 为 四 元 有 序数 组 (4 ,A; ,A;,AA,). 


向 量 函 数 


如 果 对 于 纯 量 w 的 每 个 值 ,都 有 一 个 向 量 和 与 之 对 应 , 则 称 4 为 上 的 函数 , 记 为 A(n)， 
在 三 维 空间 中 ,可 将 A Cu) 写成 A(x)=A(w)it A + As(uD)k. 

容易 对 这 样 的 函数 概念 作出 推广 ,如 果 对 每 个 点 (zx ，y，*) ,都 存在 向 量 & 与 之 对 应 , 则 
各 为 (zz，y，2) 的 函数 ,表示 为 讨 (z，y，2s Ar ji+tAlr, y, Zz) +Allr, y, 
zk， 

由 于 向 量 函 数 A(x，y， x) 对 某 区 域内 的 每 一 点 都 对 应 于 一 个 向 量 , 故 有 时 就 称 向 量 函 
数 确 定 了 一 个 向 量 场 . 类似 地 ,由 于 $(x，y，z) 对 菜 区 域内 的 每 一 点 者 对 应 了 一 个 纯 量 , 故 
称 其 确定 了 一 个 纯 量 场 . 


向 量 函 数 的 极限 ,连续 与 导数 


向 量 函 数 的 极限 .连续 与 导数 所 遵循 的 规则 类 似 于 对 纯 量 函 数 所 作 的 讨论 . 下列 陈述 证 
实 了 这 种 相似 的 存在 ， 

1. 如 果 对 任 一 给 定 的 正 数 e ,存在 某 个 正 数 ,使 得 当 |&w 一 wo| 志 6 时 有 |Atw) 一 ACw0) | 过 
se , 旭 称 向 量 耳 数 (ua ) 在 zu 连续 . 这 等 价 守 lim A(u)= 和 (wo). 


2. 仿 如 模 限 im 信人 售 。 一 全 存在, 则 将 此 极限 定义 为 4(w) 的 导数 , 记 为 给 ， 当 
Bu 下 HH 


A(a)=A(D)EtAs(w)j+ As(n)k 时 ,有 4 = 人 i+ 地 二 + 人 3k. 策 高 阶 的 导数 ,如 
dAjduw? 等 ,也 能 类 似 地 定义 . 
3. 若 和 (zyyz)=Ar yziit+tAir yy zt+Aizry zi, 则 各 的 微分 为 


DA 0 和 间 并 
好 4 = 了 9 十 了 十 二 一 dz ， 


EE 


4. 刁 积 的 求 导 法 则 也 类 似 于 纯 量 爽 数 . 但 当 涉 及 到 丸 积 时 ,要 注意 义 积 的 次 序 ， 举 例如 
下 : 
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d _ dA, as 
(a) A) 
3 14.B)= 4.0B 194. 
(b) 35(4°B)=A4 Dy "Dy B, 
a 器 
(0) 产 (4xB)=Ax 守 + 革 xB. 


向 旱 导 数 的 几何 解释 


如 果 为 连接 坐标 系 源 点 O 和 点 (x，y,z) 的 向 量 , 则 向 量 函 数 r(w) 的 表示 式 定义 了 
了 了，Yy， 为 w 的 函数 ， 当 变化 时 ,r 的 终点 撕 
出 一 条 空间 曲线 ( 见 图 7-8), 其 参数 方程 为 x = 
zf ,y= 二 yun), z= (wu)， 如 果 参 数 2 为 从 
曲线 上 某 定点 开始 度量 的 张 长 ;, 则 


I 


dr _ 
=T (9) 


为 一 单位 向 量 , 其 方向 为 相 切 于 曲线 的 方向 ,并 
称 之 为 单位 切 向 量 , 如 果 a 十 时 间 z, 划 


dr 
BY (10) 
就 是 描 出 该 曲线 的 r 的 终点 的 运动 速度 . 我 们 有 图 了 8 


ddrds_ dr 
vx I (11) 


由 此 ,可 以 看 出 y 的 大 小 为 w= dsjdt .类 伏地 ,有 


2 = 上， (12) 
这 是 描 出 该 曲线 的 r 的 终点 的 加 速度 . 这 些 概念 在 力学 和 微分 儿 何 中 有 着 重要 的 应 用 ， 
梯度 , 散 度 和 旋 讼 
考虑 由 下 式 定义 的 向 量 算 子 Y ( 倒 三 角形 ) 
,9 .9 ,3 
= 天 了， (13) 


那么 , 当 %(z，y，x) 和 A(z，y，z) 在 一 区 域内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 (这 个 条 件 在 许多 场合 
都 比 所 需要 的 条 件 要 强 ) 时 ,我 们 便 能 作 如 下 和 定义; 
1. 梯度 4# 的 梯度 定义 为 


,dg ,9 a .0% .ag ,a§ 
gradf = V$ = (1 产 +j 训 1k 有 =i 芝 +1 革 + 入 
= Dr + 3 (14) 
-- 个 有 趣 的 解释 是 :如 果 $x,y, zx)=C 为 一 曲面 的 方程 , 则 V$ 是 这 个 曲面 的 法 向 (见习 题 


36), 
2. 散 讼 4 的 散 度 定义 为 


. ,9 日 可 , ; 
dirh = .4 = (i 训 上 天 (二 + 


“126， 微 积 分 


oA 上 DA， 1 2A, 
~ ar dy 局 各“ 


3. 旋 度 4 的 旋 度 定义 为 


他 | 9 。 ， 
curlA = VYxA= i tj tk At Aj + Ask) 


(15) 


i jj Kk 
-213 9 3 
or dy A 
1A1 A 入， 
9 3| 3 9 9 日 
= iY Oz _ pox oz | klor oy 
4 43 六 及 Ai Az 
人 (9 
注意 :在 行列 式 的 表达 式 中 , 算 子 志 ,六 ,六 少 须 位 于 A,As ,4s 的 前 而 ， 
有 关 V 的 公式 
如 4, 吾 ,U,V 的 偏 导数 存在 , 则 
1. VC(U+V)=VU+VV 或 grad(U + V)=gradU + gradV, 
2. V'(ATB)=VY A+Y:B 或 dir(A +B)=divA +divB, 
3,. Vx(A1B)=VXA+tVXB 或 curl(A +B)=curlA +ewlB, 
4. VCUA)=(VU)A+ U(V :A), 
S. VY XC(UA)=(VU)X A+ UV xA), 
6. V'(AXB)=B"(V xA)-A-.(Y xB), 
7. Vx(AxXB)=(B'V)A-B(V:A)-(A'V)B+A(V:.B), 
BVIA:B)=(B"V)A+(CA'V)B+BX(V A)}+AX(V xB), 
9 VVU)=V0= 攻 + 当 攻 +3 称 为 V 的 拉 关 拉 斯 信 , 而 V 一 子 7+ 3 + 二 称 
为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 
10. Fx {VU)=0. U 的 梯度 的 旋 度 为 零 ， 
11. VY "(VV x 4)=0.4 的 旋 度 的 散 度 为 零 ， 
12. VY xX(VXA)=V{V A)—-VAU. 
雅 可 比 式 的 向 量 解 释 , 正 交 曲 线 坐 标 
变换 方程 
= fususua)y = gutasua), sr = h(au, ws, Hy) (17) 


(其 中 我 们 假设 f,g ,h 连续 ,有 连续 的 候 导 数 且 有 单 值 道 变换 ) 建 立 了 直角 坐标 系 xye 中 


第 七 章 向 时 


的 点 与 wi aaas 中 的 点 之 间 的 一 一 对 应 . 用 向 量 符号 ,变换 (17) 可 写成 
六 = 和 二 好 + 下 = 下 asa3 这 十 呈 Cl da uli +t h(tu, uw tua)k, (18) 


则 图 7-9 中 的 点 不 仅 可 由 直角 坐标 (z yx) 确定 ,而 
且 也 可 以 由 殉 标 (wj ,2;; us) 确定 . 我 们 称 (ai,as， 
z3) 为 该 点 的 曲线 坐标 ， 

如 果 xs 和 ww; 是 常数 , 则 当 wi 变化 时 ,r 所 摘出 
的 曲线 称 为 w 坐标 曲线 类 似 地 可 定义 过 己 点 的 zs 


和 xs 坐标 曲线 . 
由 (18), 得 
dr 9r ar 
cr = Da du 1 Bi du + Fu ds (19) 


图 7-9 


向 量 部 -与 ul 坐标 曲线 在 已 点 相 切 . 若 e, 是 了 点 在 


半 - 方 向 上 的 单位 向 量 , 则 我 们 可 记 半 -= Aiel ,其 中 如 = | 六 | . 类 似 地 ,分 别 可 记 下 = 
| Hl | Ht? 


ar | 


吉 ， 
he 及 了 =hses, 其 中 A 三 a ;二 Ex | , 因而 , 119) 可 记 成 


dr = hidue + hoduses + hyduses. 《20) 


有 时 , 称 ,上 ,hs 为 比例 因子 . 
如 果 在 任 一 点 已 ,有 ei ,ea ,es 互相 垂直 , 则 称 该 曲线 坐标 是 正 交 的 ,此 时 , 弧 长 元 于 ds 由 


下 式 给 出 : 


dys” = dr dr = hidui+ hidu; + hydus, (21) 
它 对 应 于 图 7-9 中 平行 六 面体 对 角 线 长 度 的 平方 . 
另外 ,在 曲线 坐标 正 交 情况 下 ,该 平行 六 面体 的 体积 由 下 式 给 出 : 
dY =| (hidwe) : (hyduses) Xx (hadusea) | = hihyhadu dudus. (22}) 
上 式 也 可 写成 : 


3r ar ,Ar a(x ,yz) 
三 * x 二 
dv Bu Di 3 du du du 1 afu , Ha yat3 


其 中 afzryyyg)fafal rs ts) 为 变换 的 雅 可 比 式 . 

显然 , 当 秦 可比 式 为 零 时 ,平行 六 面体 便 不 存在 ,这 就 是 第 六 章 中 提 及 过 的 雅 可 比 式 为 零 
的 几何 意义 . 

正 交 曲线 坐标 中 的 梯度 , 散 度 , 旋 度 和 拉 普 拉 斯 算 符 


如 果 当 和 及 =Ale1+ Ares + Ases 分 别 为 正 交 曲线 坐标 xi ,wi,ws 的 纯 量 隔 数 和 向 量 函 
数 , 则 有 下 列 结果 : 


】 du di dius, (23) 


199, , 138, 4139 
有 hd Hu ? hdus 


1. YB=grad® = y+ 


-Tuv4- | 9 -9 -2 
2. V -A= dvA = [Tr (hah A) + eChahy A) + FhihaAs) [1 


9 9 日 


3. VY x 站 =curlA = He 5 了 | 


1 
Rahs 


hiA: hiA, hiA, 
4. VY 二 = 硬 的 拉 普 拉 斯 值 


.1 | 9 (S99): a (从)+ 9 (Se )| 


下 > 再 du1\ hl du dua hs Ouz Dua\ hy Ou 
如 果 由 (zy,z) 代 替 (ai ,2 yas) ,此 时 B11 E27 £3 由 i ,j,k 代 兰 且 h = == 二 1, 则 上 
述 各 式 简 化 为 通常 直角 堂 标 下 的 表达 式 . 
特殊 曲线 坐标 


1., 柱 坐标 {p ,中 ,z), 见 图 7-10， 
变换 方程: 


Fa 


T= pcos$,y = psing,x = z, 
其 中 p 守 0,0$<2r, 一 x 芝 ++00. 
比例 因 于 :=1 ,2 二 p,h3=1. 
纺 长 元 素 : ds* = dp + prd$* + dz*:， 雅 可 比 式 : 


azyy 8) 
到 pg PF 
体积 元 素 ;dV = p do d$ dz. 
拉 普 拉 斯 信 : 
yr 1 9 ar 19U FU 
图 710 VU= om! 
EU 120 ,1 HU FU 
ap’ A do . D8 dre 


注意 : 略 去 对 x 的 依赖 , 便 可 获得 平面 上 极 坐 标 下 的 对 应 结果 . 在 此 情况 下 ,例如 ,ds = 
do” + p*d#7 ,而 体积 元 素 由 面积 元 素 dA = p do d# 代替 . 
2. 球 举 标 {r ,0 , 少 . 见 图 7-11. 变换 方程 


X= rsingcosg,y = rsingsing,z = rcosd, 


其 中 7 宇 0, 0 二 8x 0 和 E27. 
比例 因子 :hj 二 1, hy =r ,hy 二 rsing. 
弧 长 元 束 : 


ds* = rc + risin Od. 


雅 可 比 式 :3 = rzsing， 


体积 元 素 :dV = rsintragas. 


图 711 


这 ,21r 1 3/29U 1 
拉 普 拉 斯 值 :V U rt” dr +t rag 


U 1 FU 
十 I We 四 
) rsin 0 oF 


(sing 5 


还 可 有 其 他 类 卉 的 坐标 系 . 


习题 与 解答 


向 量 代数 
1, 证 明 : 向 盖 加 法 是 可 交换 的 , 即 生 十 如 一 吕 + 和. 
证 上 明 枉 如 图 7 了 12. 
OP+PO=00 或 4&4+B=C, 
且 OR+RO=0O0 或 B+A=C. 
放 太 +8B=BiA. 
2. 证 明 : 向 量 加 法 是 可 结合 的 , 即 太 + (B+C)=(t4+B)+ 人 C. 
证 有 明 辐 ”如 图 7-13. 


OP+PO= 00=t4+BHP+OR= PR=(B+O). 
由 于 OP+PR=OR=D. 即 A+(B+C)=D, 
O0+ OR= OR=D, Bt(4+B)+C=D, 
故 tHB+C)=(4+tB)+C. 


图 了 13 


图 了 -12 


习题 | 和 2 结论 的 推广 表明 :任意 有 限 个 向 量 相 加 ,其 次 序 是 无 关 紧 要 的 . 
3, 一 人 驾驶 汽车 先 向 正 北 方向 行驶 了 3 会 里 ,然后 又 各 东北 方向 行 台 了 5 公里 ,如 图 7-14 所 
示 , 作 图 表示 这 些 位 移 并 分 别 用 {a) 儿 何方 法 和 (b) 分 析 方 法 确定 这 两 个 位 移 的 人 台 成 位 移 . 
解 喇 用 向 量 OP 或 4 表示 向 环北 方向 3 公里 的 位 称 , PQ 或 下 表示 向 东北 方向 5 公里 的 位 移 , 向 旦 
OQ 或 CC 表示 所 求 的 合成 位 移 或 铝 量 4 和 县 的 和 , 即 习 = 
入 + 曙 ,这 是 向 量 加 法 的 三 角形 尘 则 . 
合成 向 量 GQ 也 可 以 通过 作 以 (= 4 ,QR'( 等 于 问 晤 
PQ 或 昌 ) 为 边 的 平行 四边 形 OPQR 的 对 前 线 获 得 . 这 是 向 
景 如 法 的 平行 四 边 形 法 则 . 
{a) 合成 的 图 撒 确 定 法 . 在 向 量 08 上 标 出 1 公里 单 
位 , 便 可 求 出 其 大 小 约 为 7.4 公 虹 . 用量 角 器 求 出 角 FOQ 
=61.5". 故 向 量 0@ 的 大 小 为 7.4 公里 ,方向 为 由 东宫 北 
61.5° 角 . 
fb) 合成 的 分 析 确 定 法 . 在 三 角形 OPQ 中 ,将 4,B， 
的 大 小 记 为 上 ,及 , 垃 ,利用 余弦 定理 得 性 一 4 二 下 一 
2AB eos OPQ= 3 +5 -2(3)(5) eos(135) = 34 + 15v2 
=55.21, 且 C=7.43{ 近 似 }. 


N 


和 A CC _ 
9 下 续 定 更 ,二 并 吉 0 故 图 7-14 


“130， 微 积 分 


sinZOQP = 人 OPQ - 3 和 7 - 0.2855 且 OPQ = 16'35" 


内 此 ,向量 OQ 的 大 小 为 7.43 会 里 ,方向 为 由 东 向 北 (45 + 16"35 ) = 61"35“ 角 
4. 证 明 ; 如 果 a 和 五 不 共 线 , 则 当中 + 刀 =0 时 ,=y=0， 
证 明 季候 谨 z 关 0, 则 由 xa 地 =0 得 a= 一 地 或 a = 一 《yfz)&8, 即 a 和 志平 行 于 同一 条 直线 ( 共 
线 ) ,与 假设 矛盾 . 因此 z=0; 于 是 WW=0, 由 此 得 y=0. 
5. 如 果 za +y5=x2a + yzb, 其 中 a 和 5B 不 共 线 . 则 zi =xy 且 v= yy. 
证 本 本 xiat+ynb= .ra + yzb 可 改写 为 


Tid + yb (zat yb) 三 候 或 (zi -zat ty -yb = 0. 
因此 ,由 习题 4 得 x 一 x;=0,xy -=0 或 T=,y1 ya. 
可 将 此 结论 作 推 广 (见习 题 49). 

6. 证 明 :平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 . 

证 明 三 设 4BCD 为 给 定 的 平行 四 边 形 ,其 对 角 线 相交 于 忆 点 ,如 图 7-15 所 示 ， 

由 于 BD+a=b, BD=b-a, 礁 

有 BP=7r{b-a). KAC=at+b, AP= y(a+b). 
但 AB=AP+ PB=AP- BP, 即 
a=yath)— rb-a)={zty)at{y—z)b. 

白 于 qa 和 不 共 线 , 故 册 习题 3 得 z+y=1 且 yx=0, 即 
z=y= 二 ,因此 卫 是 两 条 对 角 线 的 中 点 ， 


7, 证明: 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 平行 于 第 三 边 , 其 长 度 
为 第 三 边 的 一 半 、 
证 明峰 ”由 图 7-16, 得 AC+CB=AB 或 bta=*. 


图 7-15 


次 DE=4d 为 AC 和 CB 边 中 点 的 连 线 , 则 


1 


1] _1 _1 
3b+7Ta= Fb+ 4) 一 


d= DC+CE= ae. 


因此 ,d 平行 于 ec 且 长 廊 鸭 6 的 一 半 . 
8. 证 明 : 向 量 = Ai + Asj + Ask 的 大 小 A 为 A = 
vAttAi+t+A!. 图 7-16 


证 明 内 。 如 图 7-17 ,根据 色 股 定理 得 


(OP)Y = (O00) + (QPY, 

其 中 OP 表示 向 量 OP 的 大 小 ,等 等 ,类似 地 有 (OQ) = (CR + 
(RQY. 故 (OP = (OR)+ (RQP+(QPY 或 4:=A?+A3+A?， 
即 4=w A++A3 

9, 确定 以 点 P(ri ,yi yz ) 为 起 点 ， 以 点 Q@(xr2 六 zi) 为 终点 
的 向 量 并 求 其 大 小 ,如 图 7-18. 
解 中 互 的 位 置 向 量 m 二 x 十 jrj+ zi 怕 的 位 置 向 量 +, = zai 
+ mit zk, +/+ PO=r. 或 


图 7-17 PO= rs — r= (rit yit rR) (ri+t yit zk) 


= (za — ZOE + (ys -i)) + (22 — 21)k. 
PQ 的 大 小 = PQ 
= (x — ri1) + {ys -yu) | (za z1). 
注意 :这 是 已 和 驴 两 点 之 间 的 距离 . 


四 第 七 章 癌 和 ,131 ， 
点 积 或 纯 量 积 
10. 证 明 :A 在 召 上 的 投影 等 于 4 ,PP ,其 中 户 是 日 方向 -TD 

上 的 单位 向 量 ， 


证 明 三 ”如 图 7-19 所 示 , 分 别 过 4 的 起 点 ,终点 作 垂 直 


于 了 B 的 平 而 ,交点 为 上 .万 ; 则 
起 在 县 上 的 投影 = OH=EF=Acws9= A'b. 


人 | : 
| 1 。 人 
四 ' a 
£ FR 3 


' 图 了 18 
G H 站 
图 7-19 ， 
11. 证 明 :A:(B+C)=A-:B+A:C 
人 二 + 


证 阴 办。” 如 图 7-20 所 示 , 设 上 是 和 方向 上 的 单位 辐 量 ， 
则 下 + 允 在 上 4 上 的 投影 = 吾 在 4 上 的 投影 + 在 生 上 的 投 
影 , 即 ( 有 +C) aa=Ba+eca 同 生 以 4 得 (有 1 C): 


4a= 吾 :Aha+C' 4a, 邑 ( 吾 +C) 4= 且 "4TCA: 故 由 点 积 JJ L 1 


的 交换 律 得 :BB 二) 一 下 :有 BB 十 起 :人 ,从 而 分 配 律 成 立 . a 上 | 
12, 证 明 :(4+B):(C+D)=A'C+t+A'D+B'C+B: 0 


D, 

证 明 蛇 ”由 习题 11,(A+B):(C+D)=A'(C+D+B(C+D)=AC+A'D+ BC+B'D. 

普通 的 代数 运算 法则 对 点 积 邦 是 成 立 的 ， 

13. 求 下 列 各 式 的 值 ， 

(a) 2°i= | 上 ieos0 "= 人 CD)=1， 

《b) 这 天 = |i||k|cos90 = (1)(1)(0)=0, 

(eo) kj= | 大 7leos90 = (1)(1)(0)=0, 

(d) ji 3 +R)=27i 37+ jk 

=0-3+0= 一 3， 

{e) (27— 1) (3i+tk)=27 (3 十 大) 一 天 (3 二 大) 

67'i+t2ik— 3 jk 


=6+0-0-0=6. 
14. 若 太 = Ai+Asj+Ak 且 B= Biit Boj + Byk, 证 明 :4:B=AlB) +A,B;,+AB;. 
证 明 喇 ”由 于 i'i=j'j-k-k=1 且 所 有 其 他 的 两 两 点 积 全 为 零 , 故 


A:B= 【AT 内 十 Mk)* (Bi +t Boj + Bak) 
= Aii* (Bii! Bj! BR)YT A : (BIit Bid +t BAR)+ Ak: Bit B+ Bak) 
-ABirit ABi jt ABi kt+ABi'itA Bj i+tA Bi'k 

十 ABk-itABk +A Bk:k 
= AiB, + A:B, | A;B;. 
15, 车 4= Ali+Asj+Ask, 让 明 :A=VA"A=V Ai+tAi+Ai. 
证 明 坚 4:4-(aJ(Aicosl"=A, 故 和 一 和， 
区 由 习题 14 并 到 吾 = 上 ,得 


“132， 微 积分 


BA A + Aak) : (Aji+ A + Aik) 


= (A) CA + (CANHAI) + (Aa}(Aa) = A + A + A:, 


于 是 ,4 的 大 小 4 = va4 .4=va+A +a4， 有 时 净 太 .六 记 为 六 7. 


叉 积 或 向 量 积 
16. 证 明 :4X 直 = 一 XA. 


证 明 多 和 X 呈 = 的 大 小 为 4Bsing ,其 方向 使 4 , 吾 和 CC 形成 右手 系 ( 图 了 21(a))， 
下 xx 各 = 万 的 大 小 为 asing, 其 方向 使 下 ,4 和 DD 形成 右手 系 ( 图 7-21(b)). 
国 此 , 咏 与 忆 天 小 相同 但 方向 相反 , 苑 妃 = -了 或 上 xx 在 = 一 吾 X 和 . 


六 积 的 交换 律 不 成 立 ， 


图 7-21 
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图 7-22 


.就 4 垂直 于 下 又 垂直 于 C 的 情形 . 证 


明 :AXx(B+C)=AxXB+AXC. 
证 了 明 好 ”由 于 A 垂 直 于 吾 , 故 向 量 入 X 吾 
垂直 于 妨 和 B 所 在 的 平 痊 , 其 大 小 为 
AAHsin90"= AB 或 等 于 AB 的 大 小 . 这 相当 于 
用 及 乘 以 B 并 将 所 得 向 量 旋 转 90" 译 如 图 7-22 
所 示 位 置 . 
类 似 于 ,& Xe 可 通过 用 上 4 飞 以 刀 并 将 所 
得 向 量 旋转 多" 至 所 示 位 置 . 
同样 ,4 x( 吾 + CC) 可 通过 用 4 乘 沁 下 + 尼 并 
将 所 得 向 量 旋转 90" 至 所 示 位 置 . 
由 于 和 x( 台 +) 是 以 和 并 且 和 站 基尼 为 
边 的 平行 四 边 形 的 对 第 线 , 故 


AX(B+C)=AxB+AxXC. 


18. 对 为,B ,人 C 不 共 面 这 一 更 一 般 情形 ,证 明 : 
AX(B+C}=AxB+AxC. 


证 阴 嘱 。 如 图 7-23, 将 BB 分解 成 两 个 分 向 量 , 一 个 垂直 
于 入, 另 一 个 平行 于 ,并 分 别 记 为 B, 和 BI, 则 B= 有 B， 


如 1 . 


如 是 上 与 再 的 去 角 , 则 再 = BsinB, 因 而 各 X 且 | 的 大 小 
为 4ABsing ,与 4X 吾 的 大 小 相同 也 A XB | 的 方向 与 及 XX 


BB 的 方向 一 致 , 故 盘 X 吾 ,= 各 六 如. 


类 似 地 ,如 忆 分 解 成 两 个 分 向 量 Cl 和 Cu ,分 别 平行 . 垂 让 


于 有 下, 则 AXCL=AXC. 


又 因为 B+ C=B., +BI+C, +C =(B,+C )+(B. 


十 


图 7-23 
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+ 蕊 ,), 因 而 可 得 4xX(B_ +C,)=A4xX(B+C). 
现在 B, 和 C 都 牌 直 于 4 , 故 由 习题 17 得 
AxX{B +C)=AxB+AxC. 
于 是 ,起 XxX{B+C)= Xx 加 + 太 Xx 人 C, 故 分 配 律 成 立 . 
将 该 式 乘 以 - 1, 并 利用 习题 16, 便 成 为 (B+ C)xA=BX 六 +CX 及 . 值得 注意 的 是 :及 积 中 因子 的 次 序 


是 至 关 重 要 的 , 只 有 在 原 有 次 序 得 以 保持 的 情况 下 ,才能 将 普通 的 代数 运算 法 则 应 用 于 又 积 . 
19, 如 不 =Aii 一 Asj+Ask, 且 B= Bi+ Boj+ Byk, 证 朋 ; 


i J | 
起 xXB= 六 I 访 ， 内 


3 1: 


B B; B:| 
证 上 明 呈 AXB={AitAjt Ak)x (Bit+Bj+ Bk) 


=AtxX{(BIitB jt+Bhk)tAjX(Bithjt BR)tA kXBi 


+ Bij + Byk} 
=ABixXitABixi+tA BixXk- ABIXitA BjxXijt A jxk 


+ ASBIEXE+AB RXIt A BEX 


ji 7 
={ABy— AB tAyB -AB + (A B, — A BNK= A A; Al, 
B! B: B; 
20. 若 六 =3i 一 j+2k 有 B=2i+3j 一 k, 求 4XxB. 
解 娅 
i jj} Kk 
-| 2 3 2 3 -1 
AXB=|13 -1 2|=i -J + 
3 -1l 2 -1 2 3 
2 3 一 外 
=— Si177+11x 


21, 证 明 ; 以 A 和 B 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 为 |A x Bi. 
证 了 明 三 ”平行 四 边 形 面积 =h|B|= Ajlsin8|B|=|A4xBl|. 


注意 :以 4 各 为 边 的 三 角形 的 面积 为 十 |4 XB|. 


图 站 24 


22. 求 以 (2,3,5), Q(4,2, 一 上,R(3,6,4) 为 顶点 的 三 角形 的 面积 . 


解 于 PO=04-2Di1 2- 了)+tC-1 -DE=2i-j-6k 


PR={(3-2)i+(06—3)7+(4- 5k=i+37—k 
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放 三 角形 面积 = 才 |PBx PR1= 训 1(21- 关 -68x(+35 一 委 | 


i J k 


2 -1 6| 1= 去 119i Aj FT 
1 3 -1 


= 地 (19 + (4) + (7) = 426. 


三 重 积 
23. 证 明 : 太 (Bx CC) 的 绝对 值 等 于 以 ,B,C 为 楼 的 平行 
六 面体 的 体积 ， 
证 项 三 ” 设 是 平行 四 边 形 了 的 单位 法 向 量 . 方向 同 x 
C, 昌 上 为 和 的 终点 在 平行 四 边 形 T 上 方 的 高 度 . 
平行 六 面体 的 体积 = (高度 广 ) (平行 四 边 形 工 的 面积 ) 
=(A-n)(lBx Cl!) 


图 7-25 
=A:IBxXCIn|=A'(Bx OC). 
如 六 , 吾 ,C 不 形成 右手 系 , 则 太太 世人 0, 而 平行 六 面体 体积 = 1&4* 
(BxC). 
24. 若 A=AitAjtAk,B=-BitBj+Bk,C=CitCj to0k, 


证 明 : 


4， 43 
A.(BxC)= |B B, Bl. 
C1 CC CC 
[i jk 
证 明王 A:{BxC)=A*|B B, B; 
ce cl| 
={Ai+ Asj+t AyKk) [BC — BC )i 
+ (BC — B,C) + (BiC, 一 Bs CK 


=AI{BiC3- BiCa) + ArtByCt- BIC3) + AB C, - BC)) 


A A A 
=|B 上 Bi 
TC Ca Ci. 


25. 求 以 六 37 一 j ,B= 二 j+2K,C 二 i+5j+ 4 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 . 
解 二 ”由 习题 23 和 24 得 ， 


3 -1 0 
平行 六 面体 的 体积 =14:(BxC)l=|10 1 2|1=|-20|=20. 
1 5 4 
265, 证 明 ; 六 ':(BXC)= (A XB)'C, 即 点 和 及 可 交换 . 
| A! A A 
证 肯 号 ”由 习题 24:4-(BxXC}=|B， B Ps|， 


CCC， 


C C Ca 
{AXB)'C=C'(AxXB)=|A! A A:l|. 


由 于 这 两 个 行列 式 相 等 , 故 有 所 求 结论 . 
. 设 r=rityjtek, r= rit yt zk, 。 
了 3 三 区 二 2 页 为 点 PICz，W，&i)]， 
Paitzazyy22) 和 Pi(ziyyay zi) 的 位 置 向 量 ， 
求 过 点 Pi ,P,P 的 平面 的 方程 ， 

解 色 如 图 726, 候 设 Pi, P,P; 不 位 于 同一 直线 


上 ; 则 它们 确定 了 一 -个 平面 . 
设 1= 三 + 好 + 起 表示 该 平面 上 任 一 点 已 (zyy2z) 的 
位 置 向 量 , 考虑 向 量 PP = rf 一 ,PPy=r}—n, 


a 


os 

央 
De 

se 


户 了 P=--r ,这 三 个 向 看 都 位 于 所 求 平面 上 , 鼓 x 

PP: PP * PhP: = 0, 图 7-26 
或 {r—ri)tr 一 r1 jx trs 一 rf1)= 二 0, 异 助 于 直角 化 
标 得 


[Cz cit ly— y+ tz — xR} [tr ri 
+ ty — yt ra zk] [Cra — wit Cy — y+ (xs ~ zk] = 0, 
或 利用 习题 24, 得 
ZI YY-Y 2 gl 
Ti A a = 0. 
TIX YY 23— 2l 
- 求 过 点 PC3,1, -2), 忆 ,( 一 1,2,4)，P,(2, 一 1,1) 的 平面 的 方程 . 
解 凤 Pi，P:，P3 及 平面 上 任 一 点 P(x，y，z}) 的 位 置 向 基 分 别 为 


r= 3 -2k, r= i+2 +4dk, ry =2 -jth r=x+ytk, 
则 PP =- rt PyPi=r; -FP;Pi=rs -了 均 位 于 所 求 平面 上 , 国 此 所 求 方程 为 人 r 一 天) 六 (Pa 一 
Frxfrary=0 邯 
{Cr it (ty— tz tak- |- 4i+ +6k: 1 一 27+3k = 0， 
i ritty~ lr {2 toR| 115i +67 + 0 = 0, 
lStr —3)+6y -D+9z+2) =0 或 5x +2y+3z= 11. 
另 一 解法 ;由 习题 27, 所 求 方程 为 
rz 3 -1 x+2 


-1-3 2-1 4+2|=0 或 5z+2y+3z= 1]1. 


2 一 3 1-1 1+2 
. 若 A=itj, B=2i-3j+k, C=47-3k, 求 :(a) (A XB)xXC, (b) Ax{BxO). 


i | i 了 大 
解 旺 (a)4x 了 =|l1 1 0|=i-j-5X, 故 (AxXB}xC=|1 -1 -5|=23i+3)+4k. 
2 -3 1 0 4 -3 
i 7 k i jk 
(b) BxC= 2 -3 工 | = 和 + 他 二 人, 故 和 XKEXC= | 1 | 0|=87-8j+k. 
10 4 -3 5 6 8 


由 此 推出 ;一 般 (A4 xB}xCAKAX(BXC). 
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导数 
30. 若 r= (站 二 27)7 一 3e 2sns 故 , 求 z=0 时 的 (a) 红 ， (b) 


[2 
a 


解 后 (3) 多 = 十 之 二 (一 3e + (Qn = (3 + 2)i+ Ge "+10c085sk, 当 t= 


经 ，(d) 


| , Ce) 


ON,dridt =2i+6) + 10k. 
(hb) 由) | ariadt | = (2 + (6) + (10 = v10=2v35 (=0 时 ). 


(e) 4 专 sl(F) = {(32 +2)i+be “i+ HOcosStk} = 6 和 一 126 *} — S50sin5tk, 当 t=0 时 ， 


diriadr = ~ 12). 

(g) 由 (e), 当 t=0 时 ,| dridz’ |=12. 
如 上 代表 时 间 , 则 这 些 量 分 别 表示 沿 空间 曲线 区 = 2 +21， y= 一 3e ,之 二 2sin3t 运动 的 质点 在 := 介 
时 的 速度 .速度 的 大 小 ,加速 度 及 加 速度 的 大 小 . 


31. 证 明 ; 针 (4:B)=A+ 红 + 又 .B, 其 中 A 和 电 为 w 的 可 微 函数 


证 阴 可 证 法 1 Ea B)= lim , (4 + 4) B+AB)- A'B 


= AAB+AAB+AA'AB 
= Jim 


ae a 


. AB Ah. ,AA 
= + 的 一 
lim (4. 有 AaB) 4 + 


证 法 2 设 A=AlitAsjt+tAKk, B=Bi+ Bij+tBk, Ny 


[A “ B)= 名 (AIB + 册 ? 理 : + A Bs) 


du 
四 dB dB < ) EA dA dA ) 
= Ci tt 
_ .dB, dh, 
4 dua! da 号 


二 , 半 了 
32, 若 #(z, Y, 2)= x ye, A=3r yi + yz 了 一 zk ,在 点 (1， 2， 1D) 求 疙 5z( 和 9 ) 
解 二 = (rt yk} yt ek, 
中 3 
PAU AC kK)=3r yit dy -2 yk, 
于 _ 9 2 2 i 2 2 3 
Ty) vitariyv ei—22 yk)=6r y+ 6 ye -27 2k, 
一 一 一 一 | 向 日 一 一 131 一 157 
当 z=1,y= -2, z= 1 时 ,5 由)= 12i 一 127 + 2k, 
33. 若 和 = x sinyi + z ?cosyj 一 zy 上, 求 4. 
解 旺 解法 1 
24 - 2xsinyd — yk, 机 = -acos 昌 一 22sin -2.7w, 了 = 2xc08%, 


AQ 


= {27sinw — ae + Cieo — x siny — Zr dy + (Zr00syw } dz 


= (2xsinydr + 1 +cosyhy )i + (aacnoWwle — “sinyty) 一 Cy dr + 2rwy)k, 
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解法 2 
= d{zrisiny)i +t d(zieosy)f — d(xry )k 
= (2zxsinydr + x cosydy)i + (2xcosydz — x sinydy)y — (ydr + 2rwly)k. 
梯度 , 散 度 和 旋 度 
34. 若 几 = 下 和 且 A=zxai -yjt+27r ok, 求 :(a) V$, (DY Ac) VY XA, (d) div( $4 ), 
(el curl( $4 ). 
9 9 


tk 


_ 9% oF oF 
By js 了 5 


解 甸 (oa98 = 人 (六 + 


避 9 2 2 。 ， 
= tT tr ye k= ry i + re +3r :yeek, 


(b) :A = yi +2 wr) 


好 内 9 
= 37(2e) + y) + 327 =z-2y. 


.9 .2 .8 ,2 
(VxA (i )X (i jt) 


i k 


| 


af3ar ay Haz 


2 


zx yy ry 


UL 


CA EE A A AC 
EAA 
=207+ (x -dry)j. 

(d) div pA)= YT (b= (rr ye i ry ft2r ye k) 
tt) 
=3r ye 3 ys Ox! y wr. 

(e) cul( $4)=V (pa) = Xr yi ry +t2r yy ek) 

i i 天 
=| ar alay ajaz 
| TR re ry el! 
= (dr ye 32 yy a Et (dr ye Br ys) (Zry zs + re)k. 
35, 证 明 :V ($4)= (V8)' 有 4 + #8V: 息 ). 


证 姑 地 VV 


-站 (441)+ 闻 (842)+ 闪 (#4) 


= 3 + 


Ep 9y 9 Ay Be 


日 了 


a$, 0 和 9 : : 43...9 .9 
= (B+ Ek) "(Arit Aoj tI) + pit | Fk) 


A 二 及 f+ 六 A) 
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=《Yg) 各 十 名 (号 ). 
36. 证 明 :Vg 是 一 个 与 曲面 上 rz ，y，z=) = ce 垂直 的 向 量 , 其 中 ec 为 一 常数 . 
证 期 入 设 r=. 站 + 好 + 曰 是 曲面 上 任 一 点 中 zz，y，g) 的 位 置 向 量 , 则 oi 位 于 
该 山本 在 P 点 的 急 平 曾 上 . 但 dp = Bedz + 394y + 3 一 0, 或 (3 1 3 1 3 )-(di dy + dk) = 
0, 即 V#'dr=0, 故 V#$ 垂直 于 dr， 因 面 委 直 于 而 
37. 求 央 面 2x? +4yez 一 5z? = 一 10 在 点 P(3，-1, 2) 处 的 单位 法 向 量 . 
解 居 ”由 习题 6, 曲面 在 (3, -1,2) 处 的 一 法 向 基 为 


Vr: + 4yr — Sx) = 4xi + dz + (dy — 102)k = 12i + 8 — 24k. 


122 + Bj 一 24K 3E+27 6k 
困 此 ,曲面 在 已 点 的 : -个 单位 法 向 量 = 
和 位 We (BY + (24): 7 


曲面 在 P 点 的 另 一 个 单位 法 向 量 为 于 + 他 外 
38, 若 $=27?y 一 zxz;, 求 ;,(a) V$, (b) Y 区 


解 绝 (2) v= 3 ++ $1 (dxy— 2 E+2r ji — 3re Kk 


(b) 呆 吕 = 多 的 拉 普 拉 斯 值 = +t -31x27) = dy 6re. 


站 2 2 
另 一 解法 9 沁 一 了 ++ 
Ee yy 到 


六 2 3 Ea 2 3 be 2 3 
a2 2 y— x ) 二 32 Ye + 22 了 一 ) 
=4y- 6zs. 
39. 证 明 :diveuri4 = 人 0. 
i 
证 朋 二 diveurl& =V:V XA)=Y:|9l9x ay aaz 


Al A: A 


oa. 194 9A. dA 3Ay1., 4 54) 
Y [( 竺 de + ( 委 Ar (过 ay )* 


交 站)}* 9 (将 + A ( 实 全】 
一 于 dy dr dy og 9zr dz\ or ay 


_ FA PA, | 于 A | A, 0 Al 
drAdy 站 A ydz Aydx | 六 2 dwrAy 


—0. 


(假定 二 有 连 缕 的 二 阶 偏 导数 , 则 求 导 次 序 可 不 计 ). 
雅 可 比 式 和 曲线 坐标 
40. 在 (a) 柱 坐标 ,{b) 球 坐标 下 求 ds? 并 确定 比例 因子 . 


解 晤 (al 解法 1 x=pcos$, y=psing, z=z 
人 = — psingag+ oo8 dy ~ pooedas + singlo, dz — dx, 
吉 ds? =dzx + dy + dz =(- psingd$ + cosgdo) + (poostdg + singdo) + (de) 
=(do) +o (dp) tlde) = hi(do) + hi(d$): thi( des) 


且 比 出 因子 为 = 二 1, = 二 p, y= =1. 
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解法 2 由 于 位 置 向 量 = poos 蜗 + psin 芭 + 忠 , 故 
dr= Fe + FI + 了 cc 
= (cos F singf dn +【 -sin 大 + poosg ap + kdz 
= (cosgdo — psingdg$ i + (singdao + ponsgat )i r kdz, 
因而， 性 = dr dr = (oegelp — posingdp$) + (singo + peonddt) + (d=) 
=(do) 1p (dp) + (dz)}. 


(Cb) 由 于 = rsinfcos$ ,y= rsindsin$, = rcosd, 


戎 dr = 一 rsingsinga$ + reosdcosgild + sind enetr ， 
dy = rsingcosgd$ + ronstsingid + sirgsingir, 
dz = — rsintld + costkir. 
于 是 , (ds ={dry ttdyy tldry = (qr) tri(dg) + ran O(ads)y, 
比例 因子 为 ==]1, Ry 二 有 hy = reing. 
41, 求 在 (a) 柱 坐标 ,(b) 球 坐标 下 的 体积 元 素 4V 并 画 出 草图 . 


解 汪 由 于 在 正 交 昌 线 再 标 Hl M2 下 的 体积 元 素 为 dV = hihihada dudus = 


dr, y, | | i. ， _ 
Fy | des dr du 于 是 ,(a) 在 柱 坐 标 下 ,zl =p, w= wa 二 A 二 1 hy = 6, Fs 


《见习 题 40(8)) ,从 而 dV = (1 Cp) (drdddz = pdndtdz. 
这 也 可 以 由 图 7-27(a) 直 接 获得 . 
【b) 在 球 学 村 下 ,60 一，t2 二，t4 二 ,有 二 1 有 二 有 二 rsin8{ 见 习题 相 (b}) ,从 而 有 


dV — (rrsing) drdltt = roinBdrdikis. 
这 也 可 以 由 图 7-27(b) 直 接 获 得 . 


dF-{r sin@ do tr dB dr) 
= slingar dg dg 


僻 柱 举 标 中 的 体积 儿 率 tb) 款 坐 标 中 的 体积 元 素 


图 7-27 


42. 求 (fa) grad 鱼 ，(b) div4a ，(c) 了 地 在 性 坐标 下 的 胡 达 式 ， 


解 喇 在 pb.138-p.139 结论 1,2,4 中 放 训 二 p, 二 于 3 二 有 二 1 二， -区 多 习题 40 


1a)) 则 


(a) grad® = VO = Le + 1 9 中 + 1 3% 9 四 1 iB 


I ， 
和 WE Tp Tt Ja! 其 中 e: :B23 分 着 是 i: 


1 
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$,z 增加 方向 上 的 单位 向 量 ， 


. 1 加 可 
(b dv4 =Y,A=TDCrD[ 区 (oO)CDAD)+ 训 (CDGDAD+ 杂 (Do)as] 
EA 
其 中 六 =Alel + Ayes + A383. 


(9 vw -Ty [ 记 ( 的 时 总 ) + 部 ( 守 汪 各 )+ 六 (起 癌 ) 


_13 1 六， 
-部 (各 pa 


杂 题 
43. 设 r=v x+yw+z* 且 六 (r)= dfidr 存在, 证明: 


证 明 呈 : gradf(r)= Lo) 


gradftr)= VA(r) = 3 + Ff Fk 
= (7)5 了 + f(r) 0 3 
EAA 
= L(t y+ HR) = LO. 


另 一 解法 :在 正 次 曲线 坐标 HI 起? 村 3 下 ,我 们 有 


a 1 ao 1 3 下 


1 
二 一 下 + 一 二 一 4. 
vo hL aa hy du + hs duty 对 


(1) 


特别 对 球 坐 标 , 有 wi 二 +r，uz = 和 ,ws 二 多 , 故 如 令 硬 = 所 7r), 邯 盏 仅 是 7 的 函数 ,得 (1) 右 边 的 最 后 两 项 


为 零 ,注意 到 si 一 rir 且 h =1, 便 得 结业 


r, 
Fr 


vi(r)= 1 1 NL (7) _ 
44. (a) 求 $=/(7) 的 拉 普 拉 斯 值 ,(b) 证 明 $= 二 为 拉 莹 拉 斯 方程 学 =0 的 解 
解 .可 。(a) 由 习题 43,V6=V(r)= 全 (7. 
假定 /() 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,并 根据 习题 35, 得 
$ 的 控 状 拉 斯 值 =9%=9 (V8)= 吕 ,| 人 (| 
-7| CD HY 7) 


a (LD iv。 r+ 


= 地 和 r 


OD -站 + 全 六 (7 
r r 了 
另 一 解法 ”在 球 坐 标 下 ,我 们 有 


1 af. .39U 1 2U 
将 (r + zs 6 (in 3 rasinzg 9 


如 果 U= f(r), 则 上 式 右边 最 后 两 项 为 惟 . 便 得 Y¥(r)= 韦 有 7))= 了 “+ r), 


(2) 


(3) 
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(b) 外 (a) 中 结果 ,得 


-六 全 )- 雪 -了 0 


r r 


这 说 明 lr 是 拉 茧 拉 斯 方程 的 解 . 

45, 一 质点 沿 空间 曲线 + = r(#) 运 动 ,其 中 + 是 从 明 初 始 时 刻 开 始 计 时 的 时 间 . 如 果 w= 
| dridt |! = dsidt 为 质点 速度 的 大 小 (s 为 沿 该 容 间 曲线 从 某 初 始 位 置 开始 度量 的 弧 长 )， 
证 明 :; 质 点 的 加 速度 a 由 上 式 给 出 ; 


其 中 工 和 NN 为 空间 曲线 的 单位 殷 向 量 和 法 向 量 且 


| 
A 5 


p= | 纸 
证 明 最 ”质点 的 速度 由 v= zz 给 出 , 故 如 速度 由 下 式 给 出 : 


-to 加 aT _ dv 


do _d 2 dT 
a Tt? : (1 


于 1 dT ds _ dv 


ond dltY” 


由 于 古 为 单位 向 量 , 硕 本- 了 T=1, 对 s 求 导 得 这 + 学 7=0.27: 党 =0 或 T: 信 =0. 
5 ds cs ds 
由 此 推出 dTids 壬 直 于 T, 将 dTids 方向 上 的 单位 向 量 记 为 N, 称 之 为 空间 曲线 的 主 法 向 , 则 


= kN， (2) 


其 中 必 为 dTids 的 大 小 .又 出 于 了 = dridi( 见 p.126 方 程 (9)), 故 dTfds= drids ,因而 
dr | ar 2 | oy 2 ez 2 112 
2 | ($F) + (2) + (4¥) | 


定义 p=1ix, (2) 成 为 dTids = Nip. 于 是 ,由 (1) 便 得 所 求 结果 : 


丰 一 


在 工 和 NN 方向 上 的 分 其 dv/dt 和 源 )p 称 为 加 速度 的 切 向 和 站 向 分 莉 , 后 者 有 时 也 称 为 向 心 加 速度 . 量 
局 和 x 分 别称 为 空间 曲线 的 曲率 半径 和 曲率 ， 


补充 习题 


向 是 代数 

晰 . 任意 给 定 两 个 向 量 入 和 召 ,说明 等 式 44 +3( 瑟 -4) 一 4+3383 的 几何 意义 . 

和, 某 估 先 向 东北 行走 25 公里 ,再 问 正 东 行走 15 公里 ,后 疝 正 南 行走 10 公里 . 通过 适当 比例 用 几何 方法 确 
定 {a) 此 大 原初 始 位 置 的 距离 , tb} 相对 于 女 始 位 置 的 方 位 . 能 否 用 分 析 法 确定 所 求 答案 ? 

得 , 设 A 和 为 任意 两 个 不 同方 向 的 非 零 向 其 ,证 明 向 量 mx4 + nn8 位 于 由 上 和 B 所 确定 的 平面 上 . 

49. 若 六 , 且 , 人 为 不 共 面 向 最 (不 位 于 同一 平 业 上 的 向 最 ) 且 z+ 六 十 训 C 二 六 + yp 旭 十 2 忆 , 证 明 必 


有 x 二 xs， 3 一 ay 中 1 = 2. 

50. 设 4BCD 为 仁 一 四边 形 . 其 各 边 的 中 点 依次 为 了 四, 民 ， 3. 证 明 :(a) PQRS 为 平行 四 边 形 ,(b) PQRS 
的 周 长 等 于 ABCD 的 对 角 线 的 长 度 之 和 和 . 

51. 证 明 : 三 角形 的 中 线 相 变 于 一 点 ,该 点 为 每 条 中 线 的 三 等 分 点 . 

52, 求 在 向 量 和 三 2 一 了 上 天， 下 =i1j+2E CC 一 3i 2714 上 的 和 向 最 方向 上 的 单位 向 最. 

点 积 或 纯 量 积 

53. 若 4=21-3F+5 ,有 =31+ 了 2 求 1(A4+B)'( 太 一 BB}| 的 值 . 

54. 证 明 三 角形 的 休 强 定理 [提示 : 取 三 条 边 为 4,B8,C, 其 中 C=A4 一 召 . 然后 利用 CC=(4 -8)*( 有 4 
B}]. 
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微 积 分 


55, 求 e ,个 得 28-37+5 和 与 3+ 丰 一 25 重 直 . 

56. 苦 生 = 人 2 二 + 看 = 一 21+2 CC=31-4F+2 求 4+C 在 如 上 的 投影 . 

57. 一 .三 角形 以 六 (2,3,1),BC~1,1,2), Ct， -2,3) 为 顶点 , 求 :ta) 由 B 向 AC 边 所 引 中 线 的 长 度 ,(b) 访 中 
线 与 BC 边 所 夹 的 锐角 . 

58. 证 明 ;菱形 的 对 角形 互相 垂直 . 

59, 证 明 :(AB + BA)/( 六 十 日) 表示 六 与 之 间 的 角 平分 线 . 

叉 积 或 向 量 积 

60. 若 A=2i-jJ+tkHB=i+27-3k, 求 |(2A4 -Bx(A4 -28)|. 

61. 求 垂 直 于 向 量 态 二 37 一 27+ 4 和 妓 =i+j 一 2k 所 在 平面 的 单位 向 量 . 

62. 车 六 X 召 = 有 六 X 恕 ,是否 必 有 了 B= CC? 

63. 求 顶点 为 (2, 一 3,1).(1, 一 1,2),( -1,2,3) 的 三 角形 面积 . 

64. 求 从 点 (3,2,1) 到 由 (1,1;0); 3, -1,11,( =-1,0,2) 所 确定 的 平 而 的 最 得 距离 . 

三 重 积 

65, 车 生 一 2 十 一 和， 下 一 一 让 十 天， Ce —itj- dh, 求 :{a) A'(BXC), tb) Cr{AxB), {ce) AX(BX 
C), (d) (AxXB)xC. 

66, 证 明 :(a) A'(BxXC)=B'(CxXA)=C'(A*B), 

(b) AxX(BxXC)=B(A:C)- C(A:B). 

67. 求 过 点 人 2, 一 1, 一 2),( 一 1,2, 一 3),(4,1,0) 的 平面 方程 . 

68. 求 顶点 为 从 ,111) (1, 一 1,27,(0,1, ~1),《1, 一 2,1) 的 四 面体 体积 . 

人 9. 证 明 :(AXB)-(CxD)+({BXC)(AXD)+(CxA)-(BxXD})=0. 

导数 

70, 一 质点 沿 空间 曲线 r=e “costi + e sin 好 Ye 息 运 动 , 求 在 任 一 时 刻 tta) 速 碍 ,(b); 加 速度 的 大 小 . 

71, 设 态 和 8B 为 & 的 可 微 函 数 ,证 明 ， 


EAXB) = 4X 2 + 98 xB. 


72. 求 与 空间 曲线 z= 上， yz 一 丰 在 +=1 的 点 相 切 的 单位 向 量 . 
73， 若 r= aeoset + bsinot ， 其 中 站 和 为 任意 不 共 线 的 常 辣 量 ,w 为 常数 ,证 明 : 


(a) rx 让 =w(axb), (pb) df +o r-0. 


74. 若 利 三 2 一 好 士 z 尖 下 = 并 十 好 -2 中 ,CC 一 证 + 人 , 在 点 {1 ,一 1;2) 处 , 求 ; 
2 
(0) ji35 A XB), (b) d[A (BX C)]. 


75. 若 足 = 局 是 2 风 可 + 在 点 (2.1, 一 2) 求 58x 33|. 
kh 散 度 和 施 度 
i U,V, 息 ,BB 有 连续 的 偏 学 数 ,证 明 ; 
a VU+ VI=VU+tYVY, (bh) YA+B)=V'A+V'B, 
站 
77. 大 划一 xy +yztzr 且 六 =zx wi 二 yy 十 荡 , 在 点 (3 一 1,2) 处 求 ， 
fa) A Cb) $7 及 {e) (SS x A. 
78. 证 明 :V xfrp)=0, 其 中 = 于 + 妇 + 瑟 上 且 >= | |. 
79. 证 明 ;(a) YX(U4)= (VOD) XA+ U(V XxX 及), 
(bh) YiAXB)=B'(V XA)— A'(V xB). 
86. 对 附加 适当 条 件 , 证 明 eurl gradU=0. 
81. 求 曲面 x*y 一 2xz +2y z=10 在 点 (2,1, 一 1 处 的 单位 法 向 量 . 
82. 车 4=3rz 一 3ag+[rz+2c) 大 , 求 cutl curlA. 
83，(a) 证明:; 史 XXXA)= 一 8 让 + 人 9) 1b) 车 及 如 习题 如 所 给 ,验证 (a) 中 结论 . 
雅 可 比 式 和 曲线 法 标 


,下 re 
和 ,证 明 : Ra 


Br Br var 
dt Dua EE ” 


第 七 章 向 时 3. 


5， 用 球 坐 标 表 示 : (a) grad 征 ，!(b) div# ,，(c) 二 
86. 从 直角 坐标 到 抛物 柱 坐 标的 变换 由 方程 z= 六 一 避 )， y= ww,z 二 多 定 ,(a) 证 明 擅 物 柱 面 坐标 是 


正 交 的 ,(b) 求 ds* 和 比例 因子 ,fce) 求 变换 的 雅 可 比 式 和 体积 元 素 . 
87. 在 抛物 柱 坐 标 下 , 写 出 (fa) 双生 和 {b) div4 ， 
88. 对 正 交 有 曲线 坐标 ,证 明 ; 


_ et 3P | ez 3B 6 3 
Raa hdu hy du 


[提示 : 设 ? 多 =a1e1 + azez + a383 并 利用 事实 :d=Y@B'dr 在 直角 坐标 和 沿线 坐标 下 都 成 立 ]. 
89, 用 向 量 解释 第 六 章 习 题 35 中 的 定理 . 
杂 题 


0, 各 各 是 的 可 籁 请 数 生 "Aw)| =1, 证 明 强 与 4 肥 直 . 


VE 


91. 证 明 p.127 中 的 公式 6,7,8. 
各. 若 p 和 $$ 是 极 坐 标 ,A,B 和 为 任意 常数 ,证 明了 司 = p"(AAoosn$ + Bsin 双 ) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 . 


.3 
93, 车 V = 2 geosg RY2Y. 


4. 求 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 (a} 柱 坐标 o,(b) 球 坐标 r，{c) 球 坐标 8 的 最 一 般 函 数 ， 
95, 设 荆 和 NN 分别 表示 空间 曲线 r= rtw) 的 音 位 切 向 量 和 单位 主 法 向 量 ,这 里 假定 rtw) 可 微 . 定义 向 量 旦 
= 了 xN, 称 其 为 宝 间 曲线 的 单位 副 法 向量 . 证 明 : 


这 些 公 式 称 为 弗 莱 纳 - 雪 利 (Frenet-Serret} 公 式 , 它 们 在 微分 儿 何 中 有 着 基础 性 的 作用 . 公式 中 的 x 称 为 
曲率 ,Fr 称 为 找 率 ;而 它们 的 倒数 p= 1ix.s = 1fz 分 别称 为 曲率 半生 和 撑 率 半径 ， 
36, (ay 设 六 xz) 可 微 , 证 明 平面 曲线 y= fx),， z=0 在 伍 一 点 钼 的 曲率 半径 为 
(1 Fy | 
3 i 
Cb) 求 曲 线 y=siny,z=0 存 点 (xf2，1, 0) 处 的 曲率 半径 . 
97. 证 明 : 质 点 沿 空 间 曲 线 的 加 速度 在 !a) 福 坐标 ,(b) 球 坐标 下 的 表达 式 分 别 为 


可 二 


(p — eh)e, (2 区 本 二 ze 其 
(rr -Bb? 一 psin Oe, 十 (70 | 27 8- rp? sindeced ) es + (2r ¢ sin8 十 2 $ cosd + r$asing es, 


其 中 点 表示 导数 阶 数 ,而 &, .ey ;8 8, By， 妈 分别 为 p ,上 ,zr 8， 时 增加 方向 上 的 单位 向 有 晶 . 
凤 . 设 向 量 和 吾 相 对 于 位 置 和 时 间 有 连续 的 偏 导 数 ( 至 少 二 界 ), 且 满足 方程 


_ -_13H 13E 
VE=0,V.H=0,YxE=-~ TYXH=— 字 ; (1) 
证 明天 和 五 满足 方程 
2 1 oy 2 
© =- (2) 


-向 量 玉 和 虐 在 电磁 理论 中 称 为 电场 向 量 和 磁场 商量 , 方程 (【) 是 麦克 斯 书 尔 (Maxwcll) 方 程 的 特殊 情 
形 . 结果 (2) 导 致 麦克 斯 韦 尔 得 出 了 光 是 一 种 所 磁 现 象 的 结论 . 常数 c 为 光速 . ] 
9. 利用 习 感 98 中 的 关系 式 证 明 ， 


BE) (x = 0. 

100. 设 向 其 4 在 带 有 单 立 向 量 i ,is ,i;( 通 常 的 向 量 i, j, 天) 的 直角 坐标 系 ze 下 的 分 最 为 六, , 太 ; ,4 ,而 
在 带 有 单位 向 明说 ,i ,i 的 直角 坐标 系 yx 下 的 分 时 为 4 ,入 ,A 3. 其 中 坐标 系 yz 与 坐标 
系 .cyz 每 届 同 的 原点 ,并 由 后 者 旋转 而 得 . 证 明 下 列 关 系 式 ( 常 称 为 不 谎 关 系 式 ) 一 定 成 立 : 


A = tt ,2,3， 


:144， 


微 积分 


101. 


102. 
103， 


104. 
105. 


106, 


其 中 i = bo. 
车 4 为 习题 100 中 的 向 景 ,证 明 六 的 散 度 , 即 信 "4 为 一 不 变量 (党 称 为 纯 量 不 变 最 ) , 由 就 是 肥 证 明 ; 
344 ,A's ,3A _ 941 34: , 3h, 


7 ty ar Ht ay 1 ae 


这 题 和 上 一 是 的 结论 清楚 地 表明 :需要 注意 研究 不 依赖 于 坐标 系 的 物理 和 最 . 这 种 想法 的 推广 导致 了 一 
个 重要 学 科 ( 称 为 张 量 分 析 ) 的 产生 ,该 学 科 是 相对 论 的 基础 . 

证 明 : 在 习题 100 的 变换 下 ,(a) 有 4" 有 B, (b) 4 XxX 是, (c) V x A 均 是 不 变 的 . 

车 wi ，za ，a 是 正 交 曲线 上 坐标, 证明: 


3fat ， His pp or ,ar or 国 
{a} FT, yz = Vu Vu X Vus, (bh) (让 3 }vu Vas XVua}=1. 


并 借助 于 雅 林 比 式 给 出 它们 的 含义 . 

利用 向 量 的 公理 化 方法 证 明 p. 125 的 关系 式 {8). 

对 于 向 量 组 和, ，4: ，… ,如 ,如 果 存 在 一 组 不 全 为 等 的 数 cl ，cs，*…,c, ,使 得 上 和 上 ca 是 十 十 cA， 
=0 成 立 , 则 称 其 为 线性 相关 ,否则 称 其 为 线性 无 关 . {a) 证 明 向 量 A,=2i 一 3j + Sk, A, = i+j 一 2k， 
站 ;二 33 一 7j+12k 线性 相关 . fb) 证 明 : 任 意 4 个 3 维 向 量 线性 相关 .cec) 证 是 :向量 和 ali+ B+ 
+ + ca 钱 性 无 关 的 充 要 条 件 为 太太 ;XX 及; 关 0, 并 对 此 给 出 几 
何 解 释 . 

复数 可 被 定义 为 实数 a 和 5 的 有 序 对 (a ,5) ,这 种 序 对 关于 加 法 和 乘法 楼 服从 某 些 运算 法 则 ， ta) 这些 
法 则 是 什么 ? 《b) 如 何 利用 (ay 中 法 则 定义 碱 法 和 除法 ? 《cj 说 明 复 数 可 作为 二 维 向 量 考 虐 的 理由 (中 
氨 述 复数 运算 与 本 章 中 考虑 的 向 量 运 算 之 间 的 异同 . 


第 八 章 ” 偏 导 数 的 应 用 


几何 应 用 
1. 曲面 的 切 平面 


设 FUz,y，z)=0 为 曲面 S 的 方程 ,如 图 8-1 所 孙 , 除 非 男 加 说 明 ,我 们 在 本 章 中 总 假定 
下 及 其 他 函数 均 连 续 可 微 . 假设 要 求 S 在 点 
P(xzo， yu， z0) 处 的 切 平面 方程 , 在 该 点 重 直 
于 3 的 一 个 向 量 为 No = YF|p, 下 标 卫 表明 所 
求 的 是 在 点 P(xzo，yo ，20) 处 的 梯度 ， 

如 果 ro 和 和 分别 为 由 点 Q 到 切 平面 上 点 
P(xzo, Vn: zn) 和 Qtx ,yy， 2 的 问 量 , 则 由 r 
一 rm 垂直 于 No 得 切 平面 方程 为 


(rr N=(r-m): vrFIp=0. 
(1) 


在 直角 兴 标 下 穗 是 


图 8-1 aF 


Fx 


aF aF 
《全 一 .0 十 了 ty yo + 元 人 20) = 人 0, 


(2) 
当 曲 面 方程 由 形 如 Fiwu,，w，，u3)=0 的 正 交 曲线 坐标 给 出 时 , 切 平 面 方程 可 通过 利用 
p. 138 在 这 种 坐标 中 的 梯度 来 获得 . 见习 是 4， 
2, 曲 商 的 法 线 


假设 要 求 曲 面 S 在 P(zo，y ，zo ) 处 的 法 线 方程 .如 果 现 设 > 为 由 图 8-1 中 点 O 〇 到 法 向 
Nu 上 任 一 点 (z，?，z ) 的 向 量 , 则 可 以 看 到 > - mo 与 No 共 线 , 放 所 求法 线 方程 为 


(r-ro)x = (r -roxyvFinr=0. (3) 
在 直角 坐标 系 下 便 是 
TT Xo YM TM 之 下 
aF] “下 | ~ 亚 | ， 
dz |] dy lp dzl|p 


令 这 些 比值 等 于 一 个 参数 (如 或 zx) 并 解 出 z+，y，z 便 得 法 线 的 参数 方程 
当 曲 面 方程 用 正 交 曲线 坐标 表 出 时 ,也 能 与 出 相应 的 法 线 方 程 ， 


3. 曲线 的 切线 

设 图 8-2 中 曲线 C 的 参数 方程 为 = 4), y=g(u), z= 二 h(w), 其 中 的 fg，, 记 除非 
另 加 说 明 , 我 们 总 假定 它们 县 连续 站 微 的 .我 们 要 求 忆 在 点 P(xzo，yo，zo) 处 的 切线 方程 , 共 
中 w= uo. 


如 果 尽 三 f(DE+tg()j+h(GOk, 则 CC 在 点 P 的 切 向 量 由 T= 寞 


| 
cu 村 


图 8-2 


r 分 别 表示 由 点 〇 到 切 钱 圭 点 P(xo， Yo， xo) 和 Q(z,y,%) 的 向 量 , 则 虫 一 ro 与 To 共 线 
得 


(rr) x Tr) x | =0 (5) 


在 直角 坐标 系 下 ,上 式 使 成 为 


TT Ao 3 一 Yn 人 一 有 0 
FU 8 (uo} h (un) (6) 
令 比 值 等 于 x 使 得 切线 方程 的 参数 形式 . 
如 果 曲 线 C 表示 为 两 个 曲面 的 交 , 即 由 方程 FUz，y， x)=0 及 G(x, yi)=0 给 出 , 则 
对 应 的 切线 方程 为 


TN 20 
F, Fl Ii. EF 产 已 | 7 
G, (En 所 G. G, Pr 0, G, P 


注意 :(1) 中 移行 列 式 为 雅 可 比 式 . 当 这 里 的 曲面 方程 由 正 交 曲线 坐标 给 出 时 ,也 可 求 出 类 似 
的 结果 . 
4。 曲线 的 法 平面 

假设 我 们 要 求 图 8-2 中 曲线 C 在 P(xo。，ys，zo) 的 法 平面 ( 即 垂 直 于 C 在 该 点 处 的 切线 
的 平面 ) 方 程 . 令 + 表示 从 口 到 法 平面 上 任 -… 点 (z，y，z) 的 向 量 , 则 可 得 r- rn 垂直 于 To. 
于 是 ,所 求 方程 为 


rr) T= (rr) Pl =0. (8) 


在 直角 坐标 系 下 , 当 曲 线 由 参数 方程 了 = (a), y= 二 glu), 之 三 (wu) 给 出 时 ,上 式 成 为 
Fu)(x— ro ta uoty — yo) +h (uo)(z — 2) = 0. (9) 
而 当 曲 线 由 下 Or，y，zy=0，Gfr，y，z)=0 确 定时 ,08) 成 为 


.间作 间 全 中 的 证 昌 


FF, F 
(y— yn)+ 
PF 


如 果 $$(r, yy， a)=0 为 zy 平面 上 一 个 参数 的 曲线 艇 , 则 有 可 能 存在 -曲线 三, 它 在 每 一 
点 都 与 能 中 某 曲 线 介 切 ,并 使 和 能 中 每 条 曲线 都 相 切 于 二. 如果 下 确实 存在 , 则 它 的 方程 可 通过 
解 联 立 方程 


br ys 0) = 0 (er, yy, 0)=0 {11) 


求 出 , 且 称 王 为 该 曲线 入 的 包 络 . 
这 个 结果 可 推 狂 用 来 确实 一 个 参数 的 曲面 入 $x ，y,z，, a)=0 的 包 络 ,这 个 包 络 可 从 


br, yz 0) = 0, hr, vy, x, 0)=0 (12) 
求 出 .也 可 将 上 面 的 讨论 推广 到 两 个 {或 更 多 个 ) 参 数 的 情形 . 
方向 导数 


假设 FIz ，y， zx) 在 给 年 的 空间 曲线 如 上 的 点 ( 袜 ，y，x) 处 有 定义 ,并 设 Ftrxt+Az, y+ 
Ay，z+az) 为 该 点 在 C 上 部 近 点 处 的 函数 值 , 而 As 硼 示 这 两 点 之 间 的 曲线 弧 的 长 度 . 则 当 


极限 
tim 全 = lim F(x +Ar: y+Ay, x +hz) — F(X, 多 ， 之】 (13) 
A AS arell AAs 
存在 时 , 合 称 该 极限 为 F 在 点 (x ，y,z) 沿 曲线 C 的 方向 导数 并 由 下 式 给 山 : 
dF dFdr dF dy .IF a (14) 


ds drds dyds dz ds 
用 向 量 形 式 , 上 式 可 写成 : 


aF faF, Fa 办， Lo gp 
= (3 | jk): (Pit+ + = VE -VF.T (15) 


由 此 可 推出 :方向 导数 全 -由 VF 在 C 的 切 向 上 的 分 量 给 定 ， 


方向 导数 的 最 大 值 为 ,YF|. 
取得 方向 导数 最 大 值 的 方向 为 曲面 F(x, y, z)= efc 为 常数 ) 的 法 向, 有 了 时 , 称 该 曲面 为 
等 位 面 或 水 平面 . 


积分 号 下 的 微分 法 


设 $a) =| f(z, odr, a ah, (16) 


其 中 x 和 a 可 为 参数 a 的 函数 .如 果 f(x， a) 和 3 fida 在 包 合 岂 守 xz 信 Wy ,4 伟人 46 的 ra 
平面 上 的 某 区 域内 连续 ,x 和 za 在 ec 委 wx 过 六 内 连续 并 有 连续 的 导数 , 则 当 a 筷 & 扩 6 时 ,有 


du 


- fi, 0)  ， (17) 


ee 


df - = | .3 gldz + fla, a 


当 wi 和 xs> 为 常数 时 ,(17) 的 最 后 两 项 为 零 . 
结论 (17) , 称 为 菜 布 尼 兹 法 则 ,常用 来 求 定 积分 的 值 ( 见 习题 15,29). 
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积分 号 下 的 积分 法 
如 果 $$(a) 由 (16) 确 定 目 Fr， a) 关于 x 和 a 在 包 合 i 雯 z+ 入 wy，4 访 a 访 Bb 的 区 域内 连 
续 , 则 当 *， 和 zw; 为 常数 时 ,有 


[sa)aa = [If Fle, ode (18) 


da = | jr, a da le 


这 个 结果 便 是 所 谓 的 交换 积分 次 序 法 或 积分 号 下 的 积分 法 . 
极 大 和 极 小 

如 时 存在 充分 小 的 正 数 间 , 使 得 当 厂 和 丰满 足 0<la lS,0 达 [IkI<8 时 有 xo+ ,yo 
+k)< Fros wo) 或 flxoth, Yo t+k}> f(ro, x0) 则 称 点 (zx,， Yo) 为 flz, y) 的 极 大 值 或 
被 小 值 . 

可 微 函数 f(x，y) 有 极 大 值 或 极 小 值 的 必要 条 件 为 


= 0， 区 = 《19) 


如 果 (ze，?y ) 为 满足 方程 (19) 的 点 ( 称 为 临界 点 ) 且 A 定 义 为 


AP fof) 
二 LE (5 ,0 (20) 
则 
Ea “| , 
1. 当 A>0 且 2 ,< 或 | <9] 时 ,xo，y4) 为 极 大 值 点， 
2 | 
2. 当 A>0 有 省 oe >0] 时 ,zo,34) 为 极 小 信息 ; 


3. 当 A<0 时 ,(zo， 。) 呈 不是 概 大 值 点 ,也 不 屁 极 小 值 点 此 时 , 称 (如 ， Y0) 为 鞍点 ; 
4. 当 A=0 时 ,得 不 出 什么 结论 (此 时 ,需要 作 进一步 的 研究 ). 
求 极 大 值 和 极 小 值 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 


求 函数 F(x， y, <) 满足 约束 条 件 %z，y，z) =0 的 极 大 值 和 极 小 值 的 方法 是 : 作 辅 助 
函数 


Gr, y, 2)= F(z, y, 2) + Agr, y, 2) (21) 
并 使 其 满足 条 件 : 
aG 人 aG 
Er 下 =0 玉 = 小 《221) 


这 是 取得 极 大 值 和 极 小 值 的 必要 条 件 . 参 数 独立 于 ，y，*, 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 ， 
可 将 该 方法 推广 ,如 果 要 求 隔 数 F(zi，z wz) 满足 约 东 条 件 名 (zi，Zaz yz) 二 0 
呈 (ri 一 0 (= 人 的 极 大 值 和 极 小 值 . 则 可 作 辅 助 函 数 


G(r, Tz) 二 下 十 A 十 十 宙 臣 ， {23) 
使 其 满足 (必要) 条 件 : 
2G a6_0. 3G- 
5 一 0, D7 = 0， ,了 = 0， (24) 
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其 中 Al A A 独立 于 了 3 , 称 为 拉 格 朗 日 磁 子 . 
在 误差 中 的 应 用 
当 r，y, z 等 的 误差 已 知 时 ,可 将 微分 理论 用 于 求 x，y，z 等 的 函数 的 误差 .见习 题 28. 


习题 与 解答 
曲面 的 切 平面 和 法 线 


1. 求 曲面 xr ye +3y =2zxz: 一 8z 在 点 (1 ,2, 一 1) 处 的 (a) 切 平面 和 (b) 法 线 方程 . 
解 呈 {a) 曲面 方程 为 =x y+3y 一 2xe: 18z=0. 有 曲面 在 点 (,2, -了 1) 处 的 法 向 为 


No = YP an (2xye ~ ei (Cr + By)j + {ry - 4xzx + B)K | 本 


= -全 十 17+14 开 . 
借助 于 图 8-1， 
从 口 到 切 平面 上 和 仔 一 点 Cr ，y，2) 的 同盟 为 r= 二 好 二 这. 
从 口 到 切 平 面 上 点 (1,2, -1) 的 向 量 为 由 = 上 2 一 无 . 
故 癌 最上 一 m=(r 一 1HET(IY 一 FT+TIz+1l) 上 在 于 切 平面 上 并 重 直 于 mn . 
于 是 ,所 求 方 答 为 ; 
(tr 一 nm) .No = 0 Dit (y~— 2 (z+ DR 一 人 TI =0 


— {x —1)+il(y -2)+14(z+1)= 0 或 6r -lly- 14z+2= 人 0. 
(bj 设 训 = 直 二 二 十 戏 为 从 点 0 到 法 向 No 土 任 -点 (rz, yz) 的 向 量 , 从 口 证 法 向 No 上 上 点 41,2, 一 
1) 的 向 量 为 ro =7+2j 一 .向 量 r-m=(x 一 1)itty-2)j+ (z+1k 与 No 具 线 : 则 
| i 天 
tr-rm)xN,.=0 即 -1 ?2 z11l=0. 


| -6 1 14 
这 等 价 于 方程 
11(7 一 由 = 一 各 一 2)，140y 一 2) = 11(z+1), lr -1)}=- 6(z+1). 
这 些 方程 可 改写 成 
x-1_y-2_ z+l 
6 1 时 
此 种 形式 常 称 为 直线 方程 的 标准 式 . 


邻 这 些 比 秆 等 于 参数 1， 有 .= 上 6t,， w=2+14]1, zz 一 14: ~1, 此 种 形式 称 为 直线 的 参数 方程 ， 
. 习题 1(b) 中 的 法 线 在 娜 一 点 与 平面 x + 3y 一 2z 二 10 相交 ? 
解 三 ”和 将 习 同 1th) 的 参数 方程 代 大 平 身上 方程 ,得 
1 -6r+3(2+117) - 2(14t - 1) = 10 或 : =]1， 
则 z=1-61=7, y=2+1li= -9, z= 二 14r-1= 一 15 马 所 求 的 点 为 (7, 一 9, 一 15). 
. 证 明 : 曲 面 x* 一 2yz+ yi? 二 4 与 曲面 得 x* +1= (2--4a)y +az’ 中 每 个 曲面 在 交点 (1， 
-1,2) 处 重 直 ， 
证 明 是 将 靖 个 曲面 方程 改写 为 
户 = 和 -2 01- 人 4 


则 守 F =2i+ (3y 一 2>) 2 YO-27 —212—4a) yw -2azk. 
因此 ,两 个 曲面 本 (1， -1,2} 椒 的 法 向 为 
NN, = 2i— jj +2k, N, = 2i 1 2(2— dajj - dak. 
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由 于 NAN =t2i2)-202-4a)-(2)(4a)s0, 故 由 此 推出 ; 
对 所 有 的 a, Ni 与 N; 垂直 ,于 是 便 得 所 米 结 果 ， 
4. 一 曲面 在 球 坐 标 中 的 方程 为 F(x, 8,$) =0, 这 里 假定 下 是 连续 可 微 的 .(a) 求 曲面 在 点 


(ro， 钝 , 册 ) 处 的 切 平面 方程 . (b) 求 曲面 1+ ==4cos8 在 点 (2V2,r4, 3x14) 处 的 切 平面 方程 . 
{o) 求 人 b) 中 曲面 在 指定 点 处 的 法 线 方程 . 

肖 妈 (al 下 在 正 交 曲线 堂 标 下 的 梯度 为 

1 39 1 35 1 39 


“一 和 Al dur! | ha Bu + A Dua 
_1ar _19r _】 or 
其 中 €] Hi dw’ &2 ha dm » B83 Ra Wp. 128). 


在 球 坐 标 中 =r, wy = w= hi 二 1, hy 一 ,由 一 rain 人 r= cit yt k= rsingcosd + 


rsingsinf 十 rcos 掏 ， 
81 二 Singeos 才 十 sinfsin 邮 十 cos 区 ， 
则 |: 二 cospeos 霸 十 cosBsin 邮 一 sin 搞 ， (1) 
e3— — sindi + cosg) , 


a 129F 1 9F 
HE VW- 1 He + 7nd op 2) 


如 p.146 所 指出 的 ,所 求 方 程 为 (7 一 ro)*'YF|p =0., 现 将 (1) 代 入 (2) 中 ,得 


1 aF l sin HF 
,SinGo cosgo 十 ro a8 | ecwbucosts ~ rosing, 3F 


1 
I 
p! 


、 19F 


BF ，，， 1 aF ， cos 册 “3F 
| 茎 | sinbosing. 1 3 | es 十 记 到 


上 
Pp 


1 aF Ek 


sinen 
p 


将 花 括 号 中 的 表达 式 分 别 记 为 ,B,C, 则 VF|p = A+ 二 + Ck, 于 是 所 求 方程 为 A(z 一 x)+ Bl(y 
一 y)+C(z 一 20)=0. 利 用 xz，y，z 在 球 坐 标 中 的 变换 方程 , 切 平 面 方程 也 可 按 球 坐标 写 出 . 


(b) 由 于 下 = 一 4cosg=0, 必 55 =]， 3 = 4sing, 一 0. 而 ro =242, 0 =W4, B= 3n4, 从 (a) 


得 VFlp=A+t+B+COk= -it+tj. 

由 变换 方程 可 得 ,给 定点 的 直 贡 坐标 为 ( /2W3,2) , 故 r 一 rm= (ctv2)it (y-Y2)j+ (zr-2)k. 

因而 ,所 求 平 面 方程 为 (z+2)+(y 一代 )=0 或 yz=22., 按 球 坐 标 便 是 rsingsin 贡 一 rsinpgocsg 
=2y2. 

在 直角 坐标 系 中 ,方程 * = 4cosg 成 为 xz 十 y+(z 一 2 二 4, 切 平面 可 由 此 如 习题 1 那样 确定 .然而 ， 
在 其 他 情况 下 ,要 获得 直角 坐标 系 中 的 方程 也 许 不 会 这 样 窗 易 ,因而 在 此 情况 下 ,利用 (a) 中 的 方法 更 简单 
一 此 

《ce) 法 线 方程 可 表示 为 ; 


0 


+ 
1 


右边 部 分 的 会 义 就 是 措 直 线 位 于 平 而 *=2 上 .因此 ,所 求 直线 方程 为 


0 


曲线 的 切线 和 法 平面 
5, 求 曲线 =t-eost，y=3+sin2t， z= 1+ cos3t 在 t= 坟 的 虑 处 的 (a) 切 线 方程 ,(b) 法 平面 
方程 ， 


解 号 (a) 由 原点 口 ( 见 图 8-2) 到 曲线 局 上 任 一 点 奸 的 向 最 为 R=(2 一 cost)i+(3+sin2i)j+ (lt+ 
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cos3t 天. 故 在 1 一 子 的 点 与 C 相 切 的 向 量 为 


n= 度 | sine)i+2cog2y 3sin3 下 | ,=2i 一 2j +3k, 
(= 也 站 


由 口 到 := 也 的 点 的 向 其 为 四 一 本 37 天， 
由 总 到 切线 于 任 一 点 (zz，y，x) 的 向 长 为 == .下 + 好 + 过 ， 
改 7 一 m= (xz- 到 ji+(y-37+(z 一 1 天 与 Zn 共 线 ,于 总 ,所 求 方程 为 (r- mm)X =0, 邯 


| 


从 而 ,所 求 方程 为 一 了 = = 和 或 参数 形式 +=24 1 本 ,=3-28， xz 一 36+1 


{b) 设 由 〇 到 法 平面 上 任 一 点 (x ，3?，2) 的 向 星 为 >= 殉 十 好 + 硕 , 由 总 到 :本 的 点 的 向 最 ry = 


也 E38 +, 则 向 最 rm={r- 于 有 (3 -37+(z- TD 位 于 法 平面 上 ,因而 垂直 于 .于 是 ,所 求 


方程 为 (rro) "T=0 或 2( 7 一 了 于)-26y-3)13(z 1)=0. 

6. 求 曲线 3z2y + yz = 一 2，2zz 一 z?y=3 在 点 (1, 一 1,1) 处 的 (a) 切 线 方程 ,(b) 法 平面 人 
程 . 
解 喇 (a) 相交 于 给 定 曲线 的 两 个 曲面 方 余 为 


F=3ry+yzxzt+2-0,0G=2r-ry-3-0, 


它们 在 点 P(1, -1,1) 的 法 向 分 别 为 
Ni = VE |p = Sz + (Bx + yr) | yy k=- 0i+j+tk, 


N; = VG = (22 Dev)i — ct2rk di-j+2k, 
则 曲 变 在 只 的 切 向 量 为 
T, = Ni xX N; = (—- 6 1 tk)X (4 7+2k) = 3 16) + 2k, 


因此 , 像 习 题 5ta}) 一 样 ,切线 方程 为 
ror) xT, = 0 或 (re)it (y+tl)+t (eI)k|x 13i1 167 +2k: = 0, 


即 荆 一 = 歌 z=1+34, y=161 一 1 z=21+1. 


(tb) 像 刁 是 Spb) 一样 ,法 平面 方程 为 
{rm} TT 0 或 1 -Ti+ty+T(z -TEL i3t+167+2k =0, 


即 3(r-l1160v+1)+20z-1)=0 或 3r+163?+2z= 一 11. 
(8} 和 人 b) 中 的 结果 也 可 分 别 利用 p. 147 一 p.148 的 方程 (7) 和 (10) 获 得 . 
7. 建立 b. 148 的 方程 (10). 
解 辐 假设 曲线 由 方程 分 别 为 FUr， y, xz) =0,G(x ,yw， x)=0 的 两 个 相交 曲面 确定 ,并 殷 定 下 和 心 
连续 可 油 . 
两 个 曲 而 在 只 点 的 法 向 分 别 由 Ni =-wF|l 和 NN; 一 YG " 纵 定 , 则 曲线 在 己 点 的 切 向 星 为 了 = N, x NN 
=YEFl，xVGlr 央 此 ,法 平面 方程 为 (一 mm 二 0. 现在 


T= VE lp XVG lp = PEt PY+ERX (G+ GF + GK, 
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i 7 
F, FE, FF F, F, Fh, 
= |F, F, Fl| = it 了 + k， 
CG, ,| CG, G, GCG 总 
Ge cl| 了 p 2 1P 
般 所 淮 方 程 为 
iF mF FE。 局 
(一 ru}+ (y- yo) + {z— zo) = 0. 
Cr, re Pp Te G, | ， (7 人 卫 
包 结 


8. 如 果 曲 线 艇 (x ，y, a)=0 的 包 络 存在 ,证 明 其 可 通过 解 联 立 方程 $=0 和 风 =0D 获 得 . 
证 明 喇 。” 候 设 包 络 的 参数 方程 为 x= f(a), y=g(a), 则 失 f(a), g(a),a)=0 桓 成立 ,关于 a 求 导 
{假定 $$, fg 都 有 连续 的 导数 ) 得 

EF) tbe Ca)t $= 10. (1) 


曲线 纺 中 任 一 曲线 在 (7，y) 处 的 斜率 由 和 .dz + gety = 有 或 得 = -到 给 出 .而 包 络 在 (z， 中 处 的 侧 率 


为 昏 = 2 交 = 人 9 因此 ,由 包 络 在 任 一 点 处 都 与 使 中 一 曲线 相 切 知 , 必 有 


0. (2) 


比较 (1) 和 (2), 可 看 出 由 =0, 于 是 便 得 所 求 结果 . 
9. (a) 求 曲 线 艇 zsina + ycosae = 1 的 包 络 . (b) 对 结果 作 几 何 说 
明 . 
解 尖 (se) 由 习题 8, 如 果 和 包 络 存在 , 它 可 巾 解 联 立 方程 8，%,， a} 
I 二 xsing + yeosa 一 ] 二 0 和 由 (ty 49) 一 posa 一 ysina =0 得 到 . 解 这 两 
个 方程 求 得 z= sina， 
= cosa 或 三 十 办 = 上 . 
(b) 给 定 的 曲线 艇 由 一 艇 直线 组 成 ,部 分 直线 如 图 8-3 所 示 ,其 包 络 
图 8-3 为 圆 x + y=1. 
10. 求 昌 面 入 z=2ar - aiy 的 包 络 . 
解 喇 ”由 习题 8 的 推广 知 ,和 如 果 所 求 包 络 存在 , 则 它 可 由 解 联 立 方程 
($= 2ar-ay—-z=0 和 2) =2r-2ay=0 
获得 .由 人 2) 得 & 二 ziy, 代 人 人 (1) 使得 所 求 包 络 为 x = yx， 
11. 求 两 个 参数 的 曲面 艇 z= ar + By 一 a8 的 包 络 . 
解 于 ”如果 往 FLr，?，z，a， 月 = 有 0 的 包 络 存 在 , 则 它 可 出 方程 下 =0, 及 = Fs =0 请 去 和 请 
获得 (见习 题 43) ,再 
F=x-oar-—-By+t+pB=0,F,=-rx+B=0,F=-yt+a=0, 


» 


故 8=x，a= yy. 因 而 有 z= xy. 
方向 导数 
12. 求 下 = zw 在 易 线 =e “, y= 二 2sinu 二 1， 之 =w 一 cosu 上 zs=D 的 点 中 处 沿 该 曲线 的 
方向 导数 ， 
解 只 ”对 应 于 w=0 的 点 忆 为 (1,1, 一 1), 则 
VF 1 = Zrye i + ref + 3r ye kle =—2i— jr Kk. 
曲线 鸭 切 向 量 为 


让 = 总 所 十 【2sima 十 Dit+t Cu — cosu )K| ; 
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二 一 和 上 200u + (1+snuk, 二 一 下 十 2 +k, 


而 在 该 方向 上 的 单位 切 向 县 为 =, 


故 方 向 导数 =VF' T= (一 2i 一 j1 34)°( -i 2 和 -二 -各 


由 于 它 是 正 的 ,所 以 下 沿 这 个 方向 是 增加 的 . 
13, 证 明 :F 洛 向 量 VE 的 方向 的 变化 速率 最 太 , 即 方向 导数 取 最 大 值 ,是 该 值 为 VF 的 大 小 . 


证 明 喇 ” 引 =VF. 引 是 VF 在 方向 红 上 的 投影 , 当 VF 和 这 的 方向 一 禾 时 ,投影 为 最 大 . 故 全 的 最 大 


值 产生 在 $F 的 方向 上 ,用 该 最 太 值 为 |YF|. 
14. (a) 求 U=2z 3y-3y zx 在 P(t,2, 一 1) 沿 指向 旬 (3,， - 15) 的 方向 的 方 疝 导数 .tb) 由 卫 
指向 哪个 方向 的 方向 导数 最 大 ”(c) 最 太 方向 导数 的 大 小 是 多 少 ? 
解 二 ajYU|, -6r:w+ (2r -6yc)j— 3yk|p=12i1147. 12k, 
从 尸 到 QQ 的 向 量 = (3 一 Di+{-1-2)7+ 5-(-127]k 
=27—3j+6k. 


a ， 27— 37+6k 22—37+0x 
到 日 的 单位 向 量 = 了 =- J = J . 
从 了 到 蛋 的 单位 J 


则 在 忆 的 方向 导数 = (128+ 14j ~ 2 有 放生 二 二 一 站) = - 宁 ， 


即 U 在 该 方向 上 是 践 少 的 
tb) 由 习题 13, 沿 121+147 一 12k 的 方向 的 方向 导数 为 最 大 . 
{c) 由 习题 13 ,方向 导数 的 最 大 值 为 
1 12i + 147 -1121= vv144+196+144 = 22. 


积分 号 下 的 微分 法 
15. 证 明 : 积 分 号 下 微分 的 莱 布 尼 兹 法 则 . 


ut 
证 阴 地 ” 设 朱 a) =| zy a)dz, 则 


2 人 


Wal ete) Pa te) ， 
A$= $a + ace) ~ g(a)= | rs at Andr -| f(r a)de 
| Ct 4 可 


mat a) ull 
= | fx et ha)dzt+ | Fes et Aa)dr 
el tir #1 
Pa faaay ao 
| fxr a tha)dr -| flr, ea)ar 
oa wn 
nat) ua ae 
= | [frye tA) fr, aldrt|, flr, a tAa)d 
1 HI 
zintae) 
-| [0 Flzx, a + Ma) dr. 
由 积分 中 值 定理 ,我 们 得 
wal wta) 
户 Ca， at+ Aa) — flr, a)ldr = aa| ， ,fT éldxr, 《1 
8 fa 二 
| friatAa)dr = fléiy at Aa)[a(e + Aa) ~- ula)], (2) 
了 《个 
(3) 


| fz, a tAa)dr = fl&, a+Aa)liota +t Ae) - wla)], 
wl 


其 中 上 在 a 和 a + Aa 之 间 ,& 在 wi(e} 和 (a Aa) 之 间 ,&8 在 wrta) 各 ota 1 Aa) 之 间 . 


于 是 
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unto) 
兴 = | .Ar， Aadr + f(&, a +t An) 2 一 大 Sa +aa) 2 ， 


当 Aa-*0 时 , 取 极 限 ,并 利用 仿 定 函数 有 连续 导数 这 一 事实 ,得 


人 _ 六 (ax, a dz + flust{a), a] 9 -fa (ae] 2 


| ‘re) " 


16. 若 $a) = | Sexdz, 求 办 (ae)( 其 中 天 0) 


三 


解 :和 号 。 由 莱 布 尼 兹 法 则 


gray) 一 『 2 (we ja | sinte ， a'}d C0’) sint& - ) 4 () 


于 da 在 


2 


二 | cosamdr 十 


。 .2 
2sina’ _ Siha 
次 


2 ， 
_ sinox | + 2sina? sina’? _ Ssing’? ~ 2sine’ 
a r 


仓 好 a 
开 dr _ A nT dr 口 _ 
A 着 | -osr /i > L 求 | TCF( 见 第 五 章 习 题 62). 
解 . 色 由 莱 布 尼 兹 法 则 , 若 $(a) = 上 和 
” 二 " ar TF 二 一 Ta 
2 (a) 一 | ta- cosr) 一 > {a 1) 2a {a -17 


™ dr 加 ne 并 dt 2 
因此 ,| Tz] ”Ter ym 由 此 可 得 | 03 一 zy 一 半生 


积分 号 下 的 积分 法 
18. 对 积分 号 下 的 积分 ,证 明 p,149 的 结论 (18). 


证 朋 ez 。 考虑 (1D)g(a)= | fz, a)da lar. 


由 莱 布 尼 兹 法则 ,得 
{a) = | | A a)da |dx = | a)}dzr = $a), 
通过 积分 ,得 (2)%(a)= | se)jda re 
而 由 (ua)=0, 故 (2) 中 总 =0. 因 此 ,由 (1) 和 (2) 及 ==0, 得 出 
| dalar =[ 人 rajd lae, 


令 a=4, 便 得 所 求 结论 . 


、 “一 CDS _ ,b+ve-l 

19. 车 a， 上 之 1 ,证 明 | (二 Se jaz 二 Th pc 
< = dx _ nT ， 4 
证 明 磋 . 由 第 五 章 的 习题 62, | 二 > Ja a > 1. 对 其 左边 从 a 到 5 关于 a 积分 ,得 


dr = | (es jar， 


a OGLE 


[Sl ee 


Or 


| 


对 其 右边 从 a 到 5 关于 a 积分 ,得 


| do = alnt , 3 站 | = zn 和 过 Vl 
va —1 “ 2 at+va' —l 


于 是 ,可 得 所 求 结 论 . 
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福 大 值 和 极 小 值 
20. 证 明 ; A(x， 在 {xro， yo) 处 有 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 ) 的 必要 条 件 为 (x,， wo) 三 0， 
f(ro, yo =. 


证 明 辐 ”如果 F(zo, 加 ) 是 六 ze 中 的 一 个 极 值 , 刚 它 一 定 既 是 f(z, ww ) 也 是 用 zo，y) 的 航 值 .但 
这 两 个 函数 在 了 = zt 及 y= yo 有 极 值 的 必要 条 件 分 别 为 f(xo. 四 )=0, Fo， yo)=0t 利 用 一 元 
肾 数 的 结果 }， 

21， 设 f(x, yy) 在 包 合 点 (xo，yo) 的 某 区 域名 内 连续 ,并 至 少 有 二 阶 连续 偏 导 数 . 证明: 
f(xzo，Yo ) 为 极 大 值 的 充分 条 件 是 A= ro, go)fy(ros yo) -7 (ro, o)>0 旦 
fs (To yo) <0. 

证 骨 号 。” 由 泰勒 中 值 定理 ( 见 p.99), 并 利用 f(xo， yw)=0, Cxo, Vo)=0, 得 


fro + hy yo tk) 一 (za yo) = 地 (hf + hfs + fs), (1) 


其 中 右边 的 2 阶 导 数 在 zo+ 久 ,w+ 碟 (0<6< 刀 处 取 值 .将 (1) 的 右边 配方 ,得 


Fro t+ hyyo t RY— flro, %) = 去 | (n+ + fx) 十 ( 人 = 和 | (2) 
现 由 假设 得 ,存在 {xo，yw} 的 一 个 邻 域 ,使 <<0. 而 由 假设 及 ff 一 所 >0 得 , 花 括号 中 的 各 式 一 
定 有 是正 的 .因而 ,由 此 推出 :对 所 有 充分 小 的 疡 和 二, 有 站 十 及， yo 上 直入 六 X09). 这 说 明 jxo， 
加) 为 极 大 值 ， 
类 伏地 ,我 们 可 建立 极 小 值 的 充分 条 件 . 
22. 求 f(r, y= 十 一 3z 一 12y +20 的 极 太 值 和 极 小 值 . 
解 辐 当 x=+tl1 时 ,f=3x -3=0; 当 6= +2 时 ,f=3y ~12=0. 
故 临 界 点 为 PC1,2) ,Qi 一 1,2),R(1, 一 2),Q(-1, 一 2). 
fr = 6rfy = 6yfo =0, 鼓 4= 记 fy -f= 36xy. 
在 Pil,2) 处 ,42>0 且 js>U0( 或 六 >0), 于 是 忆 是 极 小 值 点 ; 
在 QC 一 1,2) 处 ,4<0, 于 是 入 既 不 是 极 大 值 点 也 不 是 役 小 值 点 ; 
在 尽 1, 一 2 处 ,4a<0, 于 是 RR 到 不 是 极 太 值 点 了 世 不 是 极 小 值 点 ，; 
在 S( 一 1, 一 2) 处 ,A>D0, 且 fi.<0( 或 ,<0), 于 是 5 是 极 大 值 点 . 
因此 ,fy 在 也 点 取得 极 小 值 2, 而 在 S 点 取得 极 太 值 38, 点 避 和 RF 为 鞍点 . 
23. 一 无 盖 的 长 方 体 箱子 的 体积 为 32 , 问 它 具有 怎样 的 尺寸 才 使 表面 积 最 小 ? 
解 号 ” 设 长 方 体 的 楼 长 为 xz,y,z( 如 图 8-4), 则 
(1) 箱子 体积 = V= .xyz = 了 2 
{21 箱子 表面 积 = S= xy+2yz +2zr 


或 由 (1) 得 := 滋 , 代 人 (2) 得 8=xy+ 并 + 总 4. 


自 空 =y 一 5 时 =0 得 (3) x y=64, 图 8-4 


4 时- (4) ry =64, 
~ 

将 (3) 和 (4) 相 除 ,得 y=, 艾 x71 二 64, 从 而 得 ,x = y=4,z=2， 

由 于 当 xz=y=4 时 ,A= SS。 s55=[ 全 儿 宗 ) 1>0, 且 S, = 名 >0, 帮 当 箱子 的 尺寸 为 4 


x4x2 时 , 它 的 表面 积 最 小 ， 

求 极 大 值 和 极 小 值 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 

34. 考虑 满足 约 昌 条 件 G(x ,y,z)=0 的 函数 下 (x,y,z), 证 明 Frz,yz) 有 极 值 的 必要 条 
件 为 下 G, 一下 G, =0. 
证 明 早 ”由 于 Caz)=0, 故 可 考虑 将 x 作为 z 和 3 的 丽 数 ,比方 说 = = x,y) [Eryy 扩 二 


“1156 ， 


和 赏 积 分 


25, 


26. 


27. 


y)] 有 极 值 的 必要 条 性 为 关于 x 和 的 偏 导数 为 零 . 即 
{1)F + F.2, = 0, C2)F, + F.z, = 0. 


及 GL(z,Yy,%) = 二 0, 故 有 
(3)G, + Gx, = 0, (4)G, + G,z, = 0， 

由 (1) 和 (3), 得 (5)F,G.F.G, =0, 由 (2) 和 (4), 得 (6)F,G. - FG, =0. 因 而 由 (5) 和 (6), 便 得 
FG,— FG, =0. 

只 有 当天 0,G. 郑 0 时, 上述 结论 才 成 立 . 
接 上 题 ,证 明 ; 所 氢 述 的 条 件 等 价 于 条 件 加 =0, 名 二 0, 其 中 $= 下 + 4G ,2 为 常数 . 
证 明志 ”如 各 =0, 则 下 .+2G, = 和 .又 如 册 =0, 则 已 +AG,=0. 从 这 两 个 方程 中 消去 ) 便 得 F,G, - 
F,G,=0. 

滋 数 4 为 拉 格 朗 日 苇子 .如 有 必 杰 ,也 可 等 价 地 考虑 久 =2FF+ ,其 中 # =0, 和 下 
求 从 原点 到 描 物 线 x* + 8zry+7y 二 225,z==0 的 最 短 距离. 
解 号 我 们 要求 z+ (从 原点 到 zy 平 轴 上 酝 一 点 距离 的 平方 ) 满 中 约束 条 件 z+ Bxy +7y? =225 


的 极 小 值 ， 
根据 拉 烙 朗 日 滋 子 法 ,考虑 函数 

=x +Rryt7y — 225+A(r + wy ), 
划 


$=2r+t+8y+2ir = 人 0 或 (1) (A+ lrt+dy= 0, 
r+1l4y+2Ay 一 上 或 (2) 4z+ (A+7)y = 0. 


由 于 (zy 天 (0,0) , 故 由 (1 和 (2) 得 


A+1 二 
=0 即 1 人 +8A-9=0 或 41= 1, 一 9. 


4 站 十 了 
情形 1:4=1. 由 (1) 或 (2) 得 z= 一 2y, 代 人 +8xy+7y* 二 225 便 有 -5y =225, 不 存在 实数 解 . 

情形 2:4 = -9, 由 (1) 或 (2) 得 y=2z, 代 入 z+Bry+Ty =225 有 45x? =225, 于 是 z=5,y 一 47 = 
20, 从 而 x*+ y=25. 因此 ,所 求 的 最 短 距离 为 v 25 二 5， 

(a) 求 x? + y+ xz? 满足 约束 条 件 x714+ yi15+ zi125=1 和 z=x+y 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
(b) 对 (a) 中 结果 给 出 几何 解释 ， 

解 5 (a) 我 们 要 求 下 = 2z? ++ yi + 局 满足 约束 条 件 抽 = 当 + 导 + 1-=0 和 办 = z+y-z=0 的 


极 慎 .此 时 ,利用 两 个 拉 格 朗 日 对 子 4 ,A; 并 考虑 区 数 


2 2 
全 二 下 十 加 各 十 谎 由 = t+ 和 +t 


对 G 关于 xz,y,z 求 偏 导 数 并 令 它 们 等 于 零 ,得 


Gs =- 2z+ +A =0, ® = 2y + NY + = 0,6G. = 2z+ 人 经 -如 =0 (1) 


从 中 解 出 了 ,yyz 得 


_ — 2Ay _ — 3A2 _ 23A2 {2) 
T+td 2 +I0 “24+ 50 


由 于 二 这 下 满足 第 一 个 约 东 条 件 ), 故 由 第 2 个 约束 条 件 +y 一 


5 - 
z= =0 ,得 六 TREE 全 二 =0, 两 边 同 乘 以 20 +4)0 +5)(A1+25) 并 化 简 得 


1742 + 2451 十 750 = 0 或 (4 + 10)(17A1 十 75) = 了， 


由 此 可 得 4 = 一 0 或 一 75117. 
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情形 1:4,= 一 10. 
由 (2) 得 z= 二 by= 了 az= 之 j. 将 它们 代 和 人 第 一 个 约束 条 件 zz14 + ?15+ z2125= 1 ,得 


3 = 180119 或 1 = +6w515. 从 而 得 到 两 个 临界 点 (2 v 引 9,3 519,5vS519),(- 2 v 3119， 
-SS , -537119) .zz -+zz 在 这 两 个 临界 点 处 的 值 为 (20+ 45+ 125)119= ]0. 
情形 2:4, = 

由 (2) 得 z= 于 4,y= - 卫 和 ,xz= 其 人 3. 将 它们 代 人 第 一 个 约 柬 条 件 wj4+ 15+ 125= 二 但 


) 二 1401(17 645) 从 而 得 到 丙 个 临界 点 (40/v 646, - 351v 646,51w646),( 一 40/v 646,35/v 546， 


一 5 646), x +y + z? 在 这 两 个 临界 点 处 的 值 为 (1600 + 1225+25)/646= 二 75117. 

因此 ,所 求 的 最 大 和 为 10 ,而 最 小 值 为 75117. 

(b} 由 于 x? + y+ 二 表示 从 原点 人 0.0,0) 到 点 (zyyx) 的 臣 离 的 平方 , 故 所 解 问题 等 价 于 确定 从 原 
点 到 桶 球 画 2/4+ yr15+ zj25= | 与 平面 的 交 线 的 最 大 和 最 小 距离 .由 于 该 曲线 是 一 个 椭圆, 故 说 明 
w 志和 w 75117 分 别 为 这 个 椭圆 的 长 半 轴 和 短 半 轴 的 长 度 . 

在 上 而 两 种 情形 中 ,最 大 值 和 最 小 值 恰好 都 由 一 4 给 出 ,这 一 事实 可 推导 如 下 ;将 方程 (1) 分 别 丑 以 
,yy 再 胡 加 ,得 

2 


2 + 和 + MT 2 十 汉学 + Azry + De” + 2 一 2 世 二 人 月 


即 tt (+ + 站 务 )+iz(z+y-z)=0 
因此 ,利用 约束 条 件 , 得 zx? +y +z 二 一 各. 
有 关 这 个 习题 的 一 个 推广 ,见习 题 76. 
在 误差 中 的 应 用 
28, 一 个 长 为 上 的 单 摆 的 周期 了 由 了 = 2x v ifg 给 出 ,如果 ? 和 g 的 真 值 为 :=1.95 米 ,g = 
4.81 米 / 秒 ? , 求 利用 1 =2 米 ,g=9.75 米 / 秒 ? 计算 工 所 产生 的 (a) 误 善 ,(b) 百 分 误差 ， 


解 三 (ai) 由 于 工 =2rg2g 中 , 帮 


dT= (2rg-*)(F Ld) 十 (2rjd2 1 一 Fe Hg) 


i 
= dx a (1) 


& 的 误差 =Ag =dg = +0.06; i 的 误差 = 二 收 = 一 0,05, 了 的 误差 实际 为 AT, 但 在 雍 处 ,近似 等 
于 sdT .因此 ,由 (1) 得 了 的 误差 为 


【一 0.05) —x 


和 Pt 0.06) =a- 0,0444( 秒 ). 


di /5 75) (9.75 


市 当 1=2,g=9.75 时 ,TT 的 信 为 


(b) 了 的 百 分 误差 (或 相对 误差) 一 字 -- oo. 一 1.56% 


另 一 解法 :由 于 InT = In2r1 yint 广 lng , 帮 
二 


‘i ) (3 )=— 1.56%. (2) 


1 
I 21 2 8 


与 上 面 的 结果 一 样 .注意 :(2) 可 写成 了 的 下 分 误差 = 二 (1 的 百 分 误 差 ) - 邯 (& 的 百 分 误 差 ) 


杂 题 
29. 来 [ 万 一 x 的 值 . 
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解 生 为 了 计算 这 个 积分 ,我 们 采取 下 列 手 法 .定义 
ho = Hl, o>0, 


lnx 


则 由 莱 布 尼 茨 法 则 ,得 


1 a I 一 
$ (a) |， 于 Inz 
基于 e 积分 ,得 斤 a)=lnfa+1)}+c, 众 由 于 #0)=0, 帮 c=0, 因 而 $a)=Inta+1). 
于 是 ,所 求 积分 的 值 为 $(1)= ln2. 
某 布 尼 芯 法 则 的 适用 性 可 在 这 里 得 到 验证 ,因为 如 困 定 义 Fltx,a)= (x 一 linr,0<z<l1, 
FO,a)=0, Fl a)=a 则 F(z,a) 在 0zr 志 1,a 之 0 内 关于 了 和 a 连续， 


30, 求 常数 a 和 上 ,使 得 


~ 


Fla,b) 一 |, sinz 一 (az + br)l:ar 


为 极 小 ， 
解 . 竹 由 于 到 得 极 小 值 的 必要 条 件 为 辽 =0, 苑 =0, 帮 求 贞 这 责 个 仿 导 数 ,得 


< 已 了 ™ 。 
3 = | Ba lsinz (ar + 了) =— 2 x sin - (ar + Br)ldr = 0, 


oF | 9 fsinz = {ar: + br)} :dr = 一 中 zfsinz (ar + br}lar =0, 


ET ED 
由 此 ,可 得 
a zdr + 让 zdz 一 | zsinzde, 
0 0 0 
a| x de 十 b| de 二 | zsinadz, 
或 
5 4 
Ra, Tp _ 2 
t+ 4 
4 3 
na np_ 
了 十 本 二 殴 ， 
解 出 a 和 石 ,得 


一 20 _ 3、 0.40065， 五 = 20 _ 12 ~ 1 .24798. 
并 n x 


利用 p. 149 的 充分 条 件 ,可 以 证 明 : 对 上 述 a,5,FCa;5) 确 实 是 极 小 值 . 
多 项 式 ar + hx 称 为 snz 在 区 间 (0,x) 上 的 最 小 二 梯 于 近 . 这 里 涉及 的 总 想 在 数学 及 其 应 用 的 许 
多 领域 都 是 很 有 价值 的 . 


补充 习题 
曲面 的 切 平面 和 法 线 


31， 求 曲面 z 二 只 =4z 在 (2,-4,5) 处 的 (a) 切 平面 方程 ,(b) 靶 钱 方 程 . 
32. 若 z 一 了 f(z,y) ,证明 其 在 点 已 (zu ,yoyzo) 的 切 平面 和 法 线 方程 分 别 出 下 面 两 式 给 出 : 


(ahjz - 20 = fF lptr — zo) + lpty — yo), 


(bp) 0 一 之 一 Ee 


Fle flp IT: 
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33, 证 明 曲面 FC.r ,ysz)=0 在 任 一 点 处 的 法 向 与 x 轴 之 间 的 锐角 7 由 seey=Y Fi 十 户 + Ff F, | 给 出 . 
34，-- 曲 面 在 柱 坐 标定 的 方程 为 Fp,$,z)=0, 其 中 下 连续 可 微 .证 明 : 它 在 点 Plpo ,加 ,zo) 处 的 (a) 切 平面 
方程 ,(b) 法 线 方 程 分 别 为 


A{tr— r+ Bly- ym}1 Clr- zo)}=0 


其 中 zt = po Cos 420 = posingo 且 太 = 了 {recs -3 | sing ,B= F, |psingo 


+ HP locsto C= Flr. 


35. 利用 习题 34 求 曲 而 nx=t 在 p=2,$= 子 ,x=1 的 点 处 的 切 平面 方程 .再 用 直角 坐标 验证 你 的 答案 . 


曲线 的 切线 和 法 平面 

36. 求 空间 曲线 了 = bsint ,y=4cos3t,z 一 2sin5t 在 1 一 m4 的 点 处 的 (a) 切 线 方程 , tb) 法 平面 方程 . 

37， 曲面 +yt+z=3 和 x —y: + 2 =2 相交 于 一 空间 曲线 , 求 该 遇 线 在 点 (1,1.1) 处 的 (a) 切 线 方程 ， 
(b) 法 平面 方程 ， 

包 络 

38, 求 下 列 Ty 平面 上 上 昨 线 符 的 包 络 ,并 作 图 表示 ; 


(ay = ar— a ,ib) 三 F -二 -= 1. 
39. 求 与 轴 .y 轴 相 交 且 介 于 两 坐标 轴 之 间 的 长 度 为 常数 = 的 直线 艇 的 包 络 ， 
和 . 求 中 心 在 抛物 线 y= x? 上 且 过 其 顶点 的 贺 徐 的 包 络 .[ 提 示 ; 设 抛物 线 上 性 一 点 为 (a ,a )]， 
41. 求 抛物 线 y= 子 -x 的 法 线 久 的 包 络 并 作 图 . 
42, 求 下 列 曲 区 艇 的 包 络 : 
(a)atr— y)- ors=1, (Dir-ey+y = 20e. 
43, 证 明 : 若 双 和 参数 曲面 通 F(z ,y,z,a;8B) =D0D 的 包 络 存在 , 则 包 络 可 由 方程 下 =0,F, =0, Fs =0 消 去 参数 a 


44. 求 下 列 双 参数 曲面 往 的 包 络 : 


fajg = et 十 多 一 上 -让 ， (bh) zoosr + yeosB + geosy = &, 


其 中 os ot cos 38+cos y=1 且 a 是 常数 . 
方向 导数 
45. (a) 求 U=2zy 一 2 在 点 (2, 一 1,) 襄 到 点 (3,1, 一 1) 方 向 的 方向 导数 ,tb) 沿 哪个 方向 的 方向 导数 最 大 ? 


(oj 这 个 最 大 方向 导数 是 多 少 ? 
条 , 设 xy 平面 上 任 一 点 (zy) 针 的 温度 由 于 =]100zyfc+ 归 ) 给 出 ,fa) 求 在 点 (2,1) 沿 与 工 轴 正 向 夹 角 为 
和 文人 直 2 人 广 和 广大? (人 大人 
条 ,如 果 F(p, 久 =) 连续 可 难 , 证 明 ; 亚 在 任 一 点 的 最 大 方向 导数 为 N (3 点 (条 ?+ 
积分 号 下 的 微分 法 
#8. 若 $(a)= cosar? 反 , 末 度 ， 


和 9. (a) 阁 Pta)= aretar!' 宇 dr, 用 英信 尼 英 法 则 沁 全 .(b) 衣 过 直接 积分 蛤 证 (a) 中 结果 ， 


' 
m= ] ,2 3，… 


50. 已 知 | vd ,p> - UL 证明 | 二 (lnz)"dx = 


1 
pil 


51, 证 明 | in + aconr)dr = nin( LVL Te ), lel 所 1, 
U 


“T60 * 


| xitmo， al<1, 


“并 讨论 [ae[ = 1 时 的 情况 . 
0， lal>1， 


$2. 证 明 |[ In(1— 2accsr + a: ar = 


, dr _ 59x 
53. 证 明 | fo 人 2048 


积分 号 下 的 积分 法 
S4。 验 证 | J (a — x dr | 二 = [ I[ (ae2 -eta tdx 


55. 从 结果 | (a ~ sinz)dz = 2xa 出 发 ,证 明 :对 任意 常数 a 和 6, 有 


Ge — since): — (a — sinr i)| dr = 2x(b’* 一 全) 


56， 利用 结果 生生 "<>1, 证 明 ， 
a 
"5 + sinz 加 9 
| bf( 5 or je = ?ri 号) 
57. (a) 利 用 结果 Ss, ,0<a<1, 证 明 :对 0<a<1,0S5<1 有 
"seczin( = Ds Jar = 方 {(amcoosu) 一 (arccosb } |}. 
{b} 证 明 六 secxln(tl1 + 各 oz)az- 先 . 


极 大 和 极 小 , 拉 格 朗 日 乘 子 法 

58. 求 Ftzx,y,z)= zy 满足 约 东 条 件 Y+ywt+z=6z>0y2>0z2zn0 的 极 大 值 和 极 小 值 . 

59。 构 球面 zz19+ 妈 116+ z*f36=1 内 接 长 方 体 的 最 大 体积 是 多 少 ? 

60。(a) 求 xz* + vy 满足 条 件 3x +4xy + 6y =1 物 的 极 大 值 和 极 小 值 . 
(bb) 给 出 fa 中 结果 的 几何 说 明 . 

们 . 用 拉 格 朗 日 蒋 子 法 解 习题 23. 

好, 证明: 在任 一 三 角形 ABC 内 存在 一 点 了 使 得 PA? + PB? + PC? 为 最 小 月 P 为 中 线 的 交点 . 

63， (8) 证 明 F(z,y}= x + xy+ 在 单位 正方 形 人 0 和 7 过 1 ,人 和 Ey 过 1 内 的 最 大 全 和 最 小 值 分 别 为 3 和 刘 . 
(b) (a) 中 结果 能 否 通 过 令 Fx ,vy) 关 于 x 和 ?的 情 导 数 等 于 零 获得 ? 并 说 明之 . 

64。 求 z 在 曲面 2 上 3y + 一 12zxy+4xx 二 35 上 的 极 慎 . 

65， 针对 求 F(x,y,zx) 满 足 两 个 约束 条 忻 GCz,y;z)=0. 昌 (zx,y,z)=0 的 极 值 的 情形 ,建立 相应 的 拉 格 遍 
日 乘 季 法 ， 

66. 证 明 ; 由 原点 到 两 个 出 而 ae =a 与 y= 上 下 (其 中 由 >0,5> 乓 的 变 线 的 最 短 上 距离 为 3 a( 扩 + 

全 ， 求 精 球 面 11x7 +9y +15x 一 4xy+ 10yz -20xz= 如 所 围 立 体 的 体积 ， 

在 误差 中 的 应 用 

铝 . 设 所 测 得 的 一 正 贺 柱 的 直径 为 6.0 荆 0.03, 而 测 得 的 高 为 4.0 土 0.02, 问 计算 体积 时 可 能 产生 的 最 大 (a} 
误差 ,(b) 百 分 误差 为 多 少 ? 

的 . 设 所 测 得 的 一 三 角形 的 两 边 为 12.0 和 15.0, 而 它们 所 夹 的 角 为 各 .由 .如 果 测 量 长 度 的 精度 在 1% 以 内 ， 
而 测量 角度 的 精度 在 2% 以 内 . 求 确定 三 贡 形 的 (a) 面 积 ，! 约 第 三 边 时 的 最 大 误 益 和 百 分 误 差 . 

杂 题 

10. 设 = 和 为 杜 坐 标 ,x 和 5 为 什 意 正常 数 ,为 正 整数 .证 明 : 曲 面 rsinag=a 和 pr cosn$ = 沿 它们 的 交 
线 互相 和 垩 直 . 

71. 设 (y,9, 双 ) 为 球 坐 标 , 求 曲面 87 叶 = 站 y=1,8=r/4, 加 =zf2 的 点 处 的 (a) 切 平面 方程 ,4b) 法 线 方程 . 

72. (al 证明: 点 (ac) 到 平面 Ar + By+ Cz+D=0 的 最 短 中 离 为 


Ar+BW+C+D 
这 古寺 


(hb) 求 点 (1,2, 一 3) 到 平面 2x 一 3y+6z=20 的 景 短 距离 . 
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74. 


75. 


76, 


77. 


79. 


79. 
. 讨论 zy)=(x? -2z+4y 8y)* 的 极 大 值 和 极 小 伯 情 六 . 


#1. 


82, 


,. 电位 Y 在 球 坐 标 中 与 电荷 分 布 的 关系 为 


VV pensd 
y- 


其 中 p 为 常数 .证 明 ; 在 任 一 点 的 最 大 方 种 导数 为 
pv singt+ 4cos 8 


六 


| am 
若 mm>0,a>0, 证 明 | 三 二 dr=ln( 玫 站) .能 下 将 结果 推广 至 mm> - ,ny> 一 工 的 情形 ? 


如 果 闻 一 4ac <0 HL a>0,c 之 0, 证 明 桶 图 az? + hryt+ey ==1 的 面积 为 2rfw dur 一 户 .[ 担 示 : 求 z+ 
满足 约束 条 件 ar” + hxy + ey =1 的 极 大 秆 和 极 小 值 ] 

证 明 ; 从 原点 到 由 zj + 十 fe?=1] 和 Ar+ By+ Cx=0 确定 的 交 线 的 最 长 和 最 短 邮 离 d 可 通过 
解 方程 


] 一 


获得 ， 
设 a,5,c 为 非 零 实 常数 ,六 ,B,C 为 不 全 为 零 的 实 常数 .证 明 :此 时 ,上 题 中 的 最 后 … 个 方程 总 有 了 丙 个 实 
值 解 di 和 后 .讨论 它 的 几何 意义 . 


“ dr _1 , iM, M 
有 ， 一 一 -一 1 一 一， 
(2) 证 明 ; pw | (rite ) 3a lan 2 Ca” + M) 


1 a 1 地 
tb) 求 和 fu, 它 可 站 为 | Cx + 


二 二 dl dr df ad 
一 ? 
(9 是 示 有 ji 基 | (x + 的 六 到 二 | {x 十 a : 


在 抛物 男 = x*+ yw 上 求 一 点 ,合共 离 点 (3， 一 6,4) 最 近 ， 


、 3 coerdr _ 2r ne 
(a) 证 明 | ECQOSA + sihr 2(0: 11) met 
(b) 利 用 ta} 证明: 
请 cos adr 3r+5— Bln2 
i (2ccsy + sn) 0 


(a) 求 出 岂 = 了 (x,y,x) 取 要 太 值 和 圾 小 信 的 充分 茶 件 . 
(bb) 检查 tw 二 二 yz 一 6ry+8rz 一 10yz 的 极 太 值 和 极 四 秆 .[ 浊 示 ;对 于 (a), 利 用 事实 :如果 及 交 0， 


ADEF! 
AD , | 
D ?| >0, DD BE| >0, 则 二 次 型 ha + B+CY +2Dop8+2Eay+2F97> 信 即 二 次 型 正定 )] 
IF EC 
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二 重 积分 


设 F(zy) 在 zy 平面 上 的 闭 区 域 锋 见 图 91) 内 有 定义 .将 多 分 成 部 个 面积 为 A4, 的 子 
区 域 A 纹 ,=1,2,…,n. 设 (和 ,了 巩 ) 为 AH 中 一 点 , 作 
和 式 


DF(&, me AA ， (1) 
考虑 极限 


lim 3 F(&, Hh)AAL,, (2) 
"p=1 


其 中 所 取 的 极限 为 当 分 划 数 = 无 限 增加 且 使 每 个 A 级 的 
直径 趋 于 零 时 的 极限 .如 果 这 个 极限 存在 , 记 为 


Fz, y)adA， (3) 
名 


并 称 为 F(x ,yy) 在 区 域名 上 的 二 重 积分 . 
可 以 证 明 ; 如 果 FU(z，y) 在 及 内 连续 (或 分 段 连续 ) , 则 该 极限 存在 . 


累 次 积分 
设 名 满足 条 件 : 任 一 平行 于 y 轴 的 直线 与 及 的 边界 至 多 有 商 个 交点 (如 图 9-1 所 未 ), 则 可 
将 围 成 弧 的 曲线 ACB 和 ADB 的 方程 分 别 写 威 y= 户 (z) 和 y= 户 (z), 其 中 广 (z) 和 户 (z) 


在 a 所 x 所 5 内 单 值 且 连 续 .此 时 ,可 这 样 计算 二 重 积分 : 作 平 行 于 x 轴 和 各 y 轴 的 网 格 线 ,并 将 
由 此 形成 的 矩形 区 域 取 为 A ,AA 为 对 应 的 面积 , 则 (3) 可 写 为 


Te， y) drdy = [re, ade 


和 pr) > 
= | 上 Flzx, y)dylazr, (4) 
Ta ?一 有 《下 


其 中 花 括 导 中 的 积分 先 算 ( 视 z 为 常数 ) 而 后 再 对 x 从 a 到 5 积分 .结论 (4) 说 明 , 计算 二 重 积 
分 的 方法 是 :将 它 表 为 两 个 单 积分 .这 两 个 单 积 分 称 为 累 次 积分 . 

如 果 及 满足 : 任 一 平行 于 x 轴 的 直线 与 免 的 边界 至 多 有 两 个 交点 (如 图 9-1), 则 曲线 
CAD 和 CBD 的 方程 可 分 别 写 为 z=gi(y) 和 了 = gaty), 并 类 介 地 得 


jc ; YI drdy = Le, F(xr, y)drdy 


『 
= 


如 果 二 重 积分 存在 , 则 (4) 和 {S) 得 出 相同 的 值 (否则 ,就 不 一 定 , 见 习题 17). 因 此 ,只 要 适当 ， 
用 (4) 或 (5) 表 示 二 重 积分 者 是 可 以 的 .我 们 将 其 中 的 一 种 形式 称 为 相对 于 另 一 种 形式 的 交换 
积分 次 序 . 


Eaty} 
| F{lr, yadr dy. (5) 


Xglty) 
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当 久 不 是 上 面 图 中 所 示 的 类 型 时 ,一 般 可 将 免 分 成 小 区 域 钢 ,为 ，… ,使 其 中 的 每 一 个 小 
区 域 为 所 要 求 的 类 卉 .因此 , 邹 F 的 二 重 积 分 等 于 在 淄 ,到 ,… 上 的 二 重 积分 的 和 ， 
三 重 积 分 

上 述 结果 很 容易 推广 旬 三 维 空间 的 闭 区 域 , 例 刀 , 考 虑 定义 在 二 维 闭 区 域 及 上 的 函数 
F(x ,，y，?). 将 该 区 域 分 成 个 体积 为 AV 的 对 区域 ,二 1 2 …: 没 ( 和 名， 闫 ,名 ) 为 子 区 
域 中 一 点 ,形成 

lim YF, Hr, AV,, (6) 

其 中 分 划 数 # 趋 于 无 穷 大 并 使 每 个 子 区 域 的 直径 址 于 零 . 如 果 这 个 极限 存在 ,将 它 记 为 


[es y, zdV, (7) 
十 
称 为 F(z， wy， z) 在 钢 上 的 三 重 积分 .如 果 Fr，y，z) 在 各 上 连续 (或 分 段 连 续 ) , 则 该 极限 
如 果 用 平行 于 xy、yz 和 和 xz 平面 的 平面 构造 网 格 , 则 将 另 分 成 的 子 区 域 为 长 方 体 .此 时 ， 
由 (7) 给 出 的 和 上 的 三 重 积分 可 表 小 为 如 下 形式 的 累 次 积分 : 


b Katr) hr 3 
| | | F(x, y, x)drdywiz 


p=R] TY sf 
rm Et | 、 | 
: F(x 多 Ea tt x 8 
+ 9 / I 
| = uy } > 【 } 


《其 中 最 里 面 的 积分 先 算 ) 或 这 种 积分 的 和 ,该 二 重 积分 也 可 以 按 其 他 的 任何 一 种 次 序 给 出 等 
价 的 结果 . 

上 上述 概念 和 结论 也 可 推广 到 更 高 维 空间 . 
重 积分 的 变换 

在 求 爵 上 的 重 积分 时 ,利用 直角 坐标 以 外 的 坐标 ,如 第 六 章 布 第 七 章 中 所 考虑 的 曲线 坐 
标 ,常常 是 十 分 使 利 的 ， 

如 果 设 人 ，z) 是 平面 工 点 的 曲线 坐标 , 则 存在 一 组 变换 方程 = 妃 下 四 ，y 二 上 (， 汪 ) 
将 zy 平面 上 的 点 (z ，y) 虐 成 ww 平面 上 的 点 (wv) .此 时 ,zy 平面 天 的 区 域 生 且 成 uw 平面 
上 的 区 域 统 ,因而 ,有 


Qtr, Y 


Jecx, y) dedy = Jc, v) J dudu, (9) 
4 多 
其 中 Gfu, vo)=Fif(a, v), glu, viH. 
az 3z| 
(x, yy 一 2 (10) 
dus vw) gy ay ， 
Bu Bo 


为 x 和 y 对 于 ww 和 ww 的 雅 可 比 式 { 风 第 六 章 ). 
类 似 地 , 旭 果 (2 ,ww, 了 到 ) 为 三 维 室 间 中 的 曲线 坐标 , 则 存在 一 组 变换 方程 x = f(w,， %， 
了 到) ， 3 三 区 (了 到)，z 二 页 (2 0， 如 )， 并 可 写 出 


* 1 4 ， 


微 积 分 


Te y, z) dxdydz = je v， 四 


其 中 Ca， Dy w)=Fif(u, Dy 也 可 (人 Us tu}, hl(u, Ds 也 儿 县 


dudvdw, (11) 


(x, Ys Ed dy dy Oy 
a(nu, Us, wo) du du du (12) 


为 下， 这 对 DV To 的 雅 可 比 式 . 
结论 {9) 和 (11) 对 应 于 二 重 和 三 重 积 分 的 变量 代 换 . 
容易 作出 向 更 高 维 空间 的 推广 . 
习题 与 解答 
二 重 积分 
1. (a) 作 出 由 y= x ,x = 二 2, y=1 围 成 的 xy 平面 上 的 区 域名 的 草图 . 
(b) 给 出 |(z? + y)dzdy 的 物理 解释 


7 G4 


眶 
(c) 求 (b) 中 的 二 重 积分 . 
解 旺 (a) 所 求 的 区 域 如 图 9-2 所 示 . 

(b) 由 于 x + 是 任 一 点 (xz,，y) 到 (0,0) 的 距离 的 平方 , 故 可 将 二 重 积分 
认为 是 单位 密度 的 区 域 分 的 极 转 动 惯 基 ( 即 绕 原点 的 转动 惯量 }. 也 可 将 二 重 积 
分 看 成 是 面 密度 为 r+ y 的 区 域 贸 的 质量 . 

(c) 解法 1 二 重 积分 可 表示 为 累 次 积分 


Fe rah he 


2 


下 


国 92 一 [et 委 a 
-人 


对 y 共 y=1 到 ?= 二 (保持 不 变 ) 积 分 形式 上 对 应 于 在 垂直 列 ( 见 图 9 2) 中 求 和 .随后 对 z 从 z= 工 
到 x =2 积 分 对 应 于 将 位 于 z=1 和 z=2 之 间 的 所 有 这 种 惟 直 列 的 贡献 相 加 . 
解法 2 二 重 积分 也 可 表示 为 累 次 积分 


[fae sl 


| EI 

此 时 ,图 9-2 中 区 域 总 的 垂直 列 由 图 9-3 中 的 水 平 列 代替 .因此 ,对 > 
从 上 =vY3 到 =2( 保 持 y 不 变 ) 积 分 对 应 于 在 水 平 列 中 求 和 .随后 对 ?从 y 
=] 到 y=4 积 分 对 应 于 将 位 于 y= 1 和 y= 4 之 阔 的 所 有 这 种 水 平 列 的 资 献 


相 加 . 
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2. 求 相交 圆柱 zx* + y=a? 和 xz? 二 =a’ 公共 部 分 的 立体 体积 ， 
解 辐 ”所 求 体积 等 于 如 图 9-4 所 示 部 分 体积 的 8 倍 , 故 


a pv 
所 求 体积 = 8| | zor 


a a a 15 3 
= 引 | ， Va -ziddr= 8| (a ~ x)dr = 7. 
r= 4= r=1 


图 9-4 


作为 建立 这 个 积分 的 补充 ,我 们 注意 到 : zdyxdx 对 应 于 图 中 深 黑 色 部 分 所 示 的 小 柱 体 的 体积 .和 保持 x+ 本 
变 , 对 y 从 y=0 到 .y=w a? 一 xz 作 积 分 对 应 于 将 平行 于 yz 平面 的 薄片 中 的 所 有 这 种 小 柱 体 的 体积 相 
加 ,因而 给 出 了 这 种 薄片 的 体积 .最 后 对 x 从 zr 一 0 到 x=& 作 积 分 对 应 于 将 区 域 中 所 有 这 种 薄片 的 体积 相 
加 ,这 样 便 给 出 了 所 求 的 体积 ， 
3, 求 由 >=z+y，z=6,z=0，y=0, z=0 所 围 成 的 区 域 的 体积 . 

解 匠 所 求 体 积 等 于 如 图 9 -s 所 示 区 域 的 体积 , 鼓 

所 求 体积 = [ht -x+ wy) ddr = [MC -jy 一 了 二 = 『 去 (6- x) dr = 36， 

在 这 里 ,代表 柱 体 ( 深 黑色 所 示 部 分 } 的 体积 对 应 于 16- (r+ y)| dydz. 而 积分 限 通 过 作 图 中 所 示 区 域名 
上 的 积分 落得 ,保持 x 不 变 , 并 对 y 从 y=0 到 y=6-x( 由 z=6 及 z=+y 得到) 所 作 的 积分 对 应 于 将 
平行 于 yz 平面 的 薄片 中 的 所 有 小 柱 体 相 加 .最 后 ,对 从 .=0 到 工 =6 作 积分 对 应 十 将 所 有 这 种 薄片 的 
体积 相 加 ,于 是 便 得 所 求 体积 . 
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二 重 积分 的 变换 
4. 对 二 重 积 分 的 变量 代 痪 ,证 明 p.165 的 方程 (9) 的 正确 性 . 
证 明 本 。 在 直角 坐标 系 中 ,F(z，?) 在 区 域 以 形 如 图 9-6) 上 的 二 重 积分 为 上 F(z，y)dzdy. 我 们 也 可 


El 
以 在 区 域 多 上 作 w 和 ww 的 曲线 从 标 曲线 ,并 通过 考虑 由 此 形成 的 网 格 ( 如 图 所 示 ) 来 求 这 个 二 重 积分 . 
设 书 是 坐标 为 4z， 史 或 (ay， oa) 的 任意 一 点 ,其 中 工 = a 5) ,ygtxs 2), 则 由 品 到 P 的 向 量 r 


为 = 过 二 好 = ae uiErgta 3 这 . 沁 标 曲线 = ciyy=cz( 其 中 c 和 总 是 党 数 ) 的 切 向 量 分 别 为 工 


于 x 苇 AuAv. 
a 
i Jj 
9x oy 
dr 3 Su Bu 
x 久 An 元 0 二 k = Es) } 4 
芒 到 可 汪 dy (Ht, vw) 
3 dy pl la 
v ov 
| or dr _ d(C, y) 
故 人 Xa | avav | 2 | SUA 
于 是 ,这 个 二 重 积分 便 是 下 列 和 式 的 极限 
> FFCa， 1), ELU, | | 半 和 2 AuAv, 


其 中 了 取 澳 整个 区 域 .研究 表明 这 个 极限 为 


| Or, y) 
ri v), gla, v)! | as 2) 


其 中 完 是 在 变换 了 = fw, wv) ,y=gtu, DT 下 ,由 炙 有 映射 成 的 wv 平面 上 的 区 域 . 
证 明 上 面 的 变量 代 换 法 的 男 一 个 方法 是 利用 平面 上 的 线程 分 和 格林 (Green) 定 理 ( 见 第 十 章 习题 


32). 
5, 若 4 一 一 六 ,Vv 一 2xy, 求 以 x 和 表示 的 (zy)f3(w, mn)， 
解 季 
| 
da, v) 计 寺 办 | 127 一 好 2 2 
= = = = d(x + y ), 
dx, y) VU, 2y 2 一 > 
由 恒等式 {x + y= 二 (z 一 + (2zxy) 得 
(x ty =u + x +y = wo, 


故 由 第 六 章 的 习题 生得 


HE = Ny ~ Mr 
另 一 和 解法 ” 异 助 于 & 和 w, 从 弟 定 方程 中 解 出 x 和 y 并 真 接 求 牙 可比 式 . 
6. 求 zy 平面 由 x ?一 y 三 1,x? —y =9,xy=2，zy=4 所 转 戌 的 区 域 ( 假 定 为 单位 密度 ) 的 
极 转 动 惯量 . 
解 二 在 变 措 雪 一 =w, 2xy=v 下 ,zy 平面 上 所 求 的 区 域 [ 形 如 图 9-7({a)] 驾 映 研 uv 面 上 的 区 域 
络 [ 形 如 图 9-7C(b)]. 故 所 求 的 极 转动 惯量 为 ; 


ea 和 [aude 
四 


dfu, vy | 


= /re 
| 和 YY ut 
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-Hs 


这 里 人 征用 了 习题 5 的 结论 . 


tb) 


图 9-7 


注意 ;区域 的 积分 限 可 由 :xy 平面 上 的 区 域名 直 接 求 出 ,而 不 必 作 出 区 域 浪 , 此 时 ,使 用 的 格子 如 同 习 
题 4. 这 里 的 曲线 坐标 (zx ，2) 称 为 双 曲 坐 标 . 


了 ， 求 ||v zx 二 y? drdy 的 值 ,其 中 公 为 xy 平面 上 由 7 +y=4 和 和 x+ y=9 围 成 的 区 域 . 


解 友 到 + 风 的 出 现 启 发 我 们 使 用 极 坐标 (fp，g8) ,其 中 工 = pcos#p， w= psing$( 见 第 六 童 避 题 38) .在 
此 蛮 换 下 ,区域 叶 图 98(a)] 映 成 区 域 多 [图 98(b)]， 


十 或 户 -4 
ty4 或 P=2 
SE dd=pdpdy 


二 中 
图 9-8 
由 于 3 间 =, 玫 
[Ver yea) vs ey | ae -=| pp 


2 3 PT 了 | 3 2 
一 2 Fe _ | 19 -了 rr 
| dodt -tn3 ,a 站 3 3 


由 于 对 固定 的 $,p 在 网 9-8(a) 用 虚线 所 示 的 肩 形 中 从 p= 2 变 到 p 一 3, 因此 ,也 可 通过 又 察 区 域 纪 而 
立即 写 出 禄 的 积分 限 .而 后 关于 如 从 $=0 到 多 =2x 积分 便 给 出 了 所 有 遍 形 的 贡献 .几何 上 , pdr 人 表示 面 
积 44, 如 图 9-8(aj 所 示 , 
8. 求 zy 平面 上 由 双 纽 线 o = a?cos2$ 围 成 前 区 域 面 积 ， 


“168 徽 积 分 


解 喇 这 里 的 曲线 直接 用 极 坐 标 (p, 虽 给 定 .通过 指定 由 的 
各 个 不 同 值 ,并 求 出 对 应 的 p 值 , 便 得 如 图 9-9 所 示 图 形 .所 求 的 
面积 (利用 对 称 性 ) 为 


有 play = 4 入 0 2 


dy 


P= 


4 2 2 4 
= 2| a cos2 dg = a sin2$ 一 2 
$b $=0 


三 重 积分 

9. (a) 作 出 由 xt+yt+z=ala>0),r=0, y=0, z=0 
围 成 的 空间 区 域 党 的 草图 , 
(b) 给 出 (x? + y+?)dzaydz 的 物理 解释 


加 

(c) 求 人 b) 中 三 重 积分 的 值 . 
解 丢 {a) 所 求 区 域名 如 图 9-10 所 示 . 

(b) 由 于 让 十 + xz* 是 由 任 一 点 (x yz) 到 (0,0,0) 
的 距离 的 平方 , 襄 我 们 可 以 认为 该 三 重 积分 表示 单位 密度 的 
区 域 的 极 转 动 惯量 ( 即 绕 原 点 的 转动 惯量 ). 

我 们 世 可 以 认为 该 三 重 积分 表示 密度 为 十 yw 十 
的 区 域名 的 质量 . 图 9-10 

(ce) 该 三 重 积分 可 表示 为 累 次 积分 

Lee 


-Udy=0 -0 


&3 -一 六 
| .= 1 可 0 dydr 


4 


Ty a ry Y. (a—- xz-y) 7 
| 3 4 12 


»=0 


er 


-| 
aa- 2) -ry+ i 了 +2 | ar 
> 


-0 
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| Wi 
对 zz 从 z=0 到 z=a-z- yy 作 积 分 (保持 x 和 不 变 ) 对 应 于 将 直立 柱 体 中 每 个 立体 的 极 转动 惯 
量 (或 质量 ) 相 如 .其 后 对 y 从 y=0 到 y=a -工作 积分 (保持 r 不 变 ) 对 应 于 将 包含 在 平行 于 yz 平面 的 
薄片 中 的 所 有 直立 柱 体 的 极 转 动 惯量 (或 质量 ) 求 和 .最 后 对 x 从 x=0 到 x=a 作 积分 就 是 将 所 有 平行 


于 闫 平面 的 薄片 的 极 转动 惯量 (或 质量 ) 相 如 . 
尽管 上 面 的 积分 是 按 次 序 z，y, x 进行 的 ,但 显然 也 而 以 接 其 他 的 任 一 次 序 进行 有 最 终 的 管 案 基 


相同 的 . 
10. 求 由 抛物 柱 面 z=4 一 x* 和 平面 x=0, y=0, y=6， 0 所 国 区 域 外 假定 密度 为 芝 数 


5) 的 (a) 体 积 ,(b) 质 心 . 
解 十 ”区 域 侣 如 图 9-11 所 示 . 


(a) 所 求 体积 NE 


ra— ry + (a 一 了 


-ee 


-0 y=0J ==n 


一 | dt 
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于 是 
2 
二 -关于 如 平面 的 总 力矩 _ 上 et ao 3 
忌 质 量 总 讨 量 32s 4 
2 re 4? 
一 _ 关于 xz 平面 的 总 力 扼 _ | |, 0 hd eo 
YT 六 质量 总 质量 3 


一 关于 xy 平 面 的 总 力 害 | |) ， ordedydr _2560!5 8 
+ 避 庆 -= 了 
故 质 点 党 标 为 (3/4，3，8S)， 
注意 :3 的 值 因 对 称 忻 而 能 预知 . 
三 重 积分 的 变换 
11. 对 三 重 积分 作 变 量 代 换 ,证 明 p. 165 方程 (11) 的 让 确 性 ， 
解 虚 与 习题 4 相似 ,作曲 线 坐 标 面 网 纤 将 区 域 免 分 成 子 区 域 ,并 设 3 是 这 些 子 区 域 的 代表 元 { 见 
图 9-12). 
由 原点 〇 到 点 的 向 量 + 为 


r= nt + = fu, vv, wit glu, vy, wht hiu, v, wk, 
这 里 假定 变换 方程 为 T= 站 本 是 下 
坐标 曲面 两 两 相交 所 对 应 的 坐标 曲线 的 切 向 量 出 3rj9u, arfam, 3ri9w 给 出 .上 夏 图 9-12 中 区 域 A 的 体 
积 近 似 地 由 下 式 纵 出 : 


LL 
Fa Te” dav 


WAUT, 


上 io 一 | 二 
Atu, ©, Tt) 


于 十 ,F(x,y,， xz) 在 区 域名 十 的 三 重 积 分 为 和 式 


DFIflu, v, w), glu, vy roe), hau, v, w)l a 


总 下 让 


“180， 
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的 极限 .研究 表明 :这 个 极限 为 


a(x， Vs z) 加 
rise Us twW), glu, vr WwW), plu, vu, wo)! | dudrdw ， 


其 中 明 是 在 所 给 变换 下 由 区 域 罗 所 映 成 的 uwew 空间 的 区 球 . 
验证 上 述 三 重 积分 变量 代 换 法 正确 竹 的 另 一 方法 是 利用 斯 托 克 斯 (Siokes) 定 理 { 见 第 十 章 的 习 显 
84) 


12. 分 别 用 (a) 柱 坐标 ,(b) 球 坐标 表示 ecz, y, x)drdydz. 


解 喇 (a) 柱 坐标 中 的 变换 方程 为 z= pcos$, y= psin$,， z=z, 
与 第 六 章 习 题 39 一 样 ,可 求 出 了 2 入 -到 = 
故 由 习题 11 得 ,三 重 积分 变 成 
ete, $, x) poapae 
| 
其 中 及 是 与 儿 对 应 的 p, 风 ，= 空间 中 的 区 域 ,而 Go, 4$， zx) 三 FP(pcosg, psin$, z). 
(b) 球 坐 标 中 的 变换 方程 为 了 = rsindeos# ,y= rsingsing, t= roasb. 
和 由 第 六 章 习 题 103, 知 5 区， 针 = rsing. 故 由 习题 1 得 ,三 重 积分 变 成 


出 se， 90, $) rsinGdradas, 
其 中 闹 是 与 受 对 应 的 +r, 8,# 空间 中 的 区 域 ,而 {ry ,6， 


$F(rsindcosg, rsindsing , reosd). 
13, 求 在 zy 平面 上 方 由 搜 物 面 x = x* + y* 和 柱 
面 x*+y =a’ 所 围 的 区 域 的 体积 . 
解 : ”这 个 体积 用 柱 坐 标 最 容易 求 出 , 在 柱 坐 标 
下 ,抛物 调和 柱 面 方程 分 曾 为 名 二 个 和 B= a. 而 所 求 
体积 又 等 于 图 9-13 中 所 示 体 积 的 4 们 , 故 


5 


nl ra 
re 二 E 
a =0, +p a | 、 ， 1 4 |e dpd¥ 
人 三 p= A 
= 4| 


= 


图 外 13 
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对 zz 从 z=0 到 %=p’ 作 积 分 (保持 p 和 多 不 变 ) 对 应 于 将 由 ry 平面 伸展 到 抛物 面 的 直立 柱 体 中 的 
立方 体 体 积 ( 由 dV 表示 ) 求 和 . 接 下 来 对 6 从 p=0 到 p= a 作 积 分 (保持 $$ 不 变 ) 对 应 于 将 模 形 区 域 中 
所 有 直立 柱 体 的 体积 相 加 . 最 后 ,对 # 的 积分 对 应 于 将 所 有 这 种 枢 形 区 域 的 体积 相 加 . 
这 个 积分 也 可 按 其 他 的 次 序 求 积 , 所 得 结果 基 由 局 的 . 
我 们 也 可 以 通过 确定 在 性 坐标 变换 干 ,由 当 所 上 映 成 的 p, $, = 空间 的 区 城池 来 求 这 个 积分 ， 
14. (a) 设 密度 为 常数 o, 求 习题 13 中 的 区 域 绕 = 轴 的 转动 惯量 .(b) 求 转动 半径 . 
解 司 ” (a) 错 xz 和 轴 的 转动 惯量 为 
2 ra 2 


| ee rie 


"$=Uve=U 


"m2 ng ml 在 得 下 
一 5 一 i 一 2 5 
4o) |) po’ dpdy 4c| ,| = 


#0 


这 个 结果 可 用 区 域 的 质量 M 表示 ,因为 由 习题 13 得 
M = 体积 x 密度 - 于 a'6， 


bE 三 
1 


了 
注意 :在 建立 了 的 积分 表达 式 中 ,我 们 可 将 opdzdadp 认为 是 体积 元 所 在 立体 的 质量 ,将 pp， 
apizdipttf 认为 是 该 立体 绕 < 轴 的 转动 惯量 ,而 将 | cotsdpdg 认为 是 蓝 个 立体 绕 = 负 的 转动 惯量 积 


分 限 的 确定 与 习题 13 相同 . 
(b) 设 转动 半径 为 K, 则 MK = 了 Mo, 即 后 = 于 导 或 K=-aV35. 
K 的 物理 意义 是 ;如 果 所 有 质量 M 都 集中 在 半径 为 KK 的 薄 圆 柱 才 上, 则 这 个 薄 圆 柱 壳 绕 其 轴 的 转 
动 惯量 为 革 . 
15. (a}) 求 由 球面 x*+ y+ xz? =a? 和 锥 面 zsina= (zz + yjcos a (其 中 必 是 常数 月 0 和 a 志 
x) 所 围 的 区 域 ( 含 在 锥 内 部 分 ) 的 体积 .(b} 由 (a) 中 结果 , 求 午 径 为 a 的 球 的 体积 . 
解 元 ”在 球 坐 奈 中 ,球面 方程 为 + = ae, 锥 面 方 程 为 = ae. 这 可 以 直接 看 出 或 利用 变换 方程 x = 
rsingoos$, y= rsingsing .z= roos@ 求 出 .例如 ,利用 变换 方程 ,zzsin “ae= (fr 十 后 )ecs a 便 成 为 


rzens2Bsima = (rsin Boos $ + ?sin Osity $)oor a, 


即 ricos Hsin a 一 rsin Oecs os 
由 此 得 tan8 = 土 tana ,因而 8=e 或 8=r 一 a. 只 要 考 虎 其 中 之 一 ,比方 说 #8= a ,就 够 了 ， 
(a) 所 求 体 积 等 于 图 9-14 所 示 体 积 的 4 倍 , 故 所 求 体积 为 


图 914 
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sl 


3 0 = 3 
= 等 | -oon0| of = (1 -eos0). 


对 7 从 r=0 到 r=a 所 作 的 积分 (保持 和 # 不 变 ) 对 应 于 将 由 + =0 伸展 到 r=a 的 锥 体 中 的 所 有 立体 
元 (如 dV 所 指 } 的 体积 相 如 .接着 对 8 从 8=0 到 8=a 所 作 的 积分 (保持 # 不 变 ) 对 应 于 将 模 形 区 域 中 
所 有 和 锥 体 的 体积 相 加 .最 后 ,对 # 的 积分 对 应 于 将 所 有 这 种 棉 形 区 域 的 体积 相 加 . 
( 令 =, 便 得 球 的 体积 为 282-(1 - cosr) = 了 千 xa?. 
16. 设 密度 为 常数 go,(a) 求 习题 15 中 区 域 的 质心 , (b) 利 用 (a) 中 结果 , 求 半球 的 质心 . 


解 汪 (a) 设 质 心 坐 标 为 {x,y,z), 由 对 称 性 知 x =%=0, 而 


由 于 z=reosP,o 是 常数 , 故 分 子 为 


m2 re 型 
4c| | | reosg * r?sintradleds 
g=0r=0 
Wl a |a 
= | | | sintcosdtis 
a=0 4 | ,i 


= ga’ 『 | Sin Coast 


站 了 了 站 
SIN 日 
一 | 他 a 
= p=0 
二 
Tod MN 
En 


将 习题 15(a) 中 结果 乘 以 * 便 得 分 母 为 子 xoa?{1 一 cosa). 
故 


1 下。 

加 可 raa sin a 3 
乞 二 去 = Sat] + cosa ). 
noe (1 - cosa) 3 


{hbh) 令 a=nj2, 得 z= 方 
杂 题 
17. 证 明 :a) | EE ee 


证 期 加。 (| 上 二 二 和 改作 = 天 全 le 


(二 y) (w+ y) 


-eS ee 
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1 


让 一 于 1 

=-[ (5 + yy) + a 

=| ar 1 ,= 二 
Jo {rit1y 2 


(bb) 在 () 中 形式 上 交换 * 和 y 的 位 置 ,立即 可 得 | | | 


所 证 结果 . 
这 个 例子 表明 ;交换 积分 次 序 并 不 总 是 产生 相同 结果 .积分 次 序 可 交换 的 一 个 充分 条 件 是 :在 对 应 


区 域 上 的 一 重 积 分 存在 .在 这 里 ,| 7 王 二 sdxdy( 久 为 区 域 0 过 zz 之 1,0 志 yy 忒 ]) 木 存在 是 由 于 被 积 
函数 在原 点 不 连续 . 这 个 积分 实际 上 是 一 个 广义 一 重 积分 ( 见 第 十 二 章 )， 
18. 证 明 ; | | Flimw)du dt = | (rT— uF uu) du 


证 昌吉 设 1(z)= FC)dw ld,7(z)= 上 《x-t)Flw)du. 则 由 p.148 的 莱 布 尼 艾 法 则 得 


> dr ,两 边 同 乘 以 - ] 人 恒 得 


Ttx)= | Flujdu,T (xr)= | Finwjdau. 
因此 了 T(x)=J(x), 帮 17r) -Jtzx)=c, 其 中 < 是 常数 .又 因为 1(0)=J(0)=0, 帮 c=0, 从 而 I(x)= 


Tx). 
这 个 结果 有 时 写成 形式 


| | Fé)adr’ = | E(u du. 
由 [4 
也 能 将 该 千 果 推广 成 {见习 题 54) 


, Flr) dr" = Ty es 2 Fla du. 
my 


补充 习题 


二 看 积分 
19，(a) 画 出 zy 平面 上 由 六 =2x 和 y=x 所 痢 成 的 区 域名 的 草图 . (b) 求 久 的 茵 积 ,(c) 假 设 密度 为 常数 5, 求 


了 的 极 转动 惯量 . 
20, 求 上 题 中 区 域 的 质心 . 
了 .已 知 | 《x+y)drdy. Ca) 画 出 一 重 积分 的 积分 区 域 的 章 图 并 给 出 二 重 积 分 可 能 的 物理 解释 


(by 交换 积分 次 序 .{c) 求 二 重 积 分 的 值 . 
22, 证 明 ， | sin Bad + 「 ,| dd = 4 


23. 求 由 ria + yd+ zic=1 和 坐标 面 所 转 成 的 四 面体 的 体积 . 

24, 求 由 z= 十 ,二 0 ,x QTYy as,y=4 所 图 成 的 区 域 的 体积 . 
25, 假设 密度 为 常数 =, 求 习题 24 中 区 域 (a) 绕 * 轴 的 转动 惯量 ,(b) 质 心 . 

二 看 积分 的 变换 


26, 设 吕 为 区 域 2 + 守 @ wl v x + y dvdy 的 值 . 


27, 如 果 久 为 习题 26 中 区 域 ， 下] -4 qrdy 的 值 . 


28, 利用 变换 x + y=w,y= i 证明， 
了 


i ]- 
zt31 d 
| | [HH Yr = 


29, 求 有 由 ry=4,xy =8,xy 二 5,zxy =15 所 围 成 的 区 域 的 面积 [ 提 东 : 设 cy = 4,xy = vw.] 


+“174， 


微 积分 


到 . 证明 :由 抛物 线 y = zx, y =8r, zx? =y, 也 =8y 所 围 成 的 第 一 象限 内 的 区 域 绕 z 轴 放 转 所 产生 的 立体 
体积 为 279n/2.[ 提 东 ;: 设 y= ur,zr’ = wy,] 

31, 求 由 y= ,y-4z? ,z=y ,z=4y’ 所 围 成 的 第 一 象限 内 区 域 的 面积 . 

32. 设 况 是 由 z+y=l,r=0y=0 所 转 成 的 区 域 .证 明 ， 


{提示 : 设 一 y= wz+y 二 vw,] 
三 重 积分 
33. (a) 求 | ,| aaa 的 值 .(b) 给 出 (a) 中 积分 的 物理 解释 


34. 求 由 zja + 5+asc=1 其 中 pc 是 正 的 ) 所 围 成 的 第 一 封 限 内 区 域 的 (a) 体 积 ,(b) 质 心 . 
35. 求 习题 34 中 区 域 绕 z 轴 的 (a) 转 动 惯量 , {b} 转 动 半径 ， 

36, 设 密度 为 me , 求 对 应 于 zx? + + 妇 委 4,7m20,y20,x20 的 区 域 的 质量 . 

37. 求 由 z= wx? + 和 z= 二 2x 所 围 成 的 区 域 的 体积 . 

三 重 积 分 的 变换 

38. 求 由 z=4 一 x 一 yy 和 x 平面 所 转 成 的 区 域 的 体积 ， 

39, 息 设 密度 为 常数 r, 求 习题 38 中 区 域 的 质心 . 


40， ta 求 ‖ V+ y+ drdydz, 其 中 分 是 由 平 而 z=3 及 锥 面 z=v zx + yy ) 所 转 成 的 区 域 . (b) 给 出 (a) 


中 积分 的 物理 解释 .| 提示 ;在 柱 坐 标 中 按 次 序 e,g, 多 作 积 分 . ] 


41. 证 明 : 由 锥 面 z=v zr +y 和 抛物 面 <= zx + yy 所 转 成 的 区 域 的 体积 为 a6. 
42. 一 半径 为 a, 高 为 5 的 正 圆柱 ,如 果 密 度 与 到 轴 的 距离 成 正比 , 求 该 圆柱 绕 其 轴 的 转动 惯量 ， 


43。 (a 求 用 C7 人 琴 ,其 中 久 是 由 球面 x +y t+zi=a: 和 zx:+y+= 相 (其 中 a>6 疡 站) 所 围 成 


的 区 域 .ib) 纵 出 (a) 中 积分 的 物理 解释. 

4 和 44. (a) 求 由 球面 r=2acos8 和 锥 面 4= e(0< oa< 了 ) 所 围 成 的 ( 含 在 锥 内 部 分 ) 区 域 的 体积 . (b} 讨 论 a= xf2 
时 的 情形 . 

45. 设 一 半球 过 的 外 半径 为 a ,内 半径 为 5. 如 果 它 的 密度 为 (3) 常数 ,fb) 与 到 底部 的 距离 的 平方 成 正比 .分 别 
求 其 质心 ,讨论 a = 8&8 时 的 情形 . 

杂 题 

由 . 设 一 - 正 圆柱 的 半径 为 = ,高 为 5, 它 在 一 点 处 的 密度 与 该 点 到 底 同 的 肛 离 的 平方 成 正比 . 求 其 质量 . 

47， 设 一 区 域内 球面 x* ty + 二 a 和 平面 z=B(a 之 5 少 人 0) 所 国 成 并 位 于 平面 上 方 . 1a) 求 其 体积 , (b) 假 


如 密度 为 常数 , 求 其 质心 . 
43. 从 一 半径 为 a 的 球 中 挖 一 半径 为 & 的 圆柱 形 孔 ,该 持 体 的 轴 与 球 的 一 直径 一 致 .证 明 :; 从 球 中 挖 下 部 分 的 


体积 为 子 rz[4 一 Ca? 一 成 )]. 

49. 平面 上 一 简单 急 曲 线 以 所 在 平面 内 一 条 不 相交 直线 为 轴 旋 转 . 证 明 : 由 此 产生 的 立体 的 体积 等 于 该 曲线 
所 围 区 域 的 面积 科 以 这 个 区 域 的 质心 在 旋转 中 所 绕 行 的 距离 .[ 帕 普 斯 (Pappus) 定 理 . ] 

50. 利用 习题 49 求 圆 三 +(1y 一 5= 吧 (5>a>0) 绕 工 轴 旋 转 所 产生 的 立体 体积 ， 

51. 求 由 双 曲 柱 面 内 =1,rzy=g,zze=4,ze=36, 吧 =25, 吧 = 得 所 围 区 域 的 体积 [提示 : 设 xy= ,z= 
如 一 名 ]. 


52. 求 由 vl- {ra’ + y lB + zr dzdydz ,其 中 六 是 椭 球面 zla: + yi + we 二 1 的 内 部 区 域 .[ 提 


示 ; 设 z= auyy= bvu,z 二 cw, 然后 用 球 坐 标 , 1 
53. 车 区 域 妇 为 1 十 ry 1 交 反 1 ,证明 : 


eee grdy = 努 (e -DD. 


| 
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[提示 ! 设 工 = weosa 一 vsina ,y= usinag + voasa .并 选 样 e 使 积分 中 的 项 zy 消失 .然后 ,适当 选择 a 和 4 


并 令 x = apcos$ ,w= Bpsing. ] 
54 证 明 下 fal er = 1 < f _ 和 1RY ) 加 2 
. ojo do cy | “TT udu .n=l1,2, 
(见习 题 18). - 


第 十 章 ， 曲 线 积分 ,曲面 积分 和 积分 室 理 


曲线 积分 


设 忆 为 zy 平面 内 连接 点 A(a,, 51) 和 B(as, #6) 的 一 条 曲线 (图 10-1), P(xz，y) 和 
Q(z， yy) 是 定义 在 C 上 的 单 值 精 数 .在 C 上 任意 播 人 (za -1 个 点 (zi yi), (rs y2)，…， 
(zi_1， 33-1) 将 忆 分 成 # 个 小 段 . 设 Axi = 一 1 y= 二 一 Yi1( 关 =1,2,…,n), 其 中 
{a1161) 寺 (ro yo); (azy 6b) 二 (zi Ya) 六 (人 坑 ) 为 C 上 点 (Ti1; 次 -1) 和 (zs, ) 之 间 
任意 取 定 的 一 点 ,并 作 和 式 


好 


>》 {P(&, 玉 A + Q(E, Wh A | = (1) 


当 ?一 co 即 所 有 Ar ， ay 趋向 零 时 ,如 末 和 式 极限 存在 , 则 称 此 极限 值 为 沿 着 C 的 曲线 积 
分 ,表示 为 


{a 如 
| P(z， yadr + Q(zr, ydy 或 | ， Re + Qly. (2) 


当 了 和 各 Q@ 在 C 上 连续 (或 分 掉 连 续 ) 时 ,上 述 极 限 一 定 存在 .积分 值 通 常 与 P,Q 相关 ,特别 取 
决 于 曲线 C 和 积分 限 (aj, 六) 和 (ae 6,). 
类 但 地 沿 着 三 维 空间 中 的 曲线 C 的 曲线 积分 可 定义 为 : 


lim > HA, 第 ， EAX 十 A,l&, Ye» FA + As(G, | b ) Az | 
NI 
= | Aidz + Azdy + Asdz, (3) 
ce 


其 中 A, ,A, 和 A; 是 zx,，y 和 >x 的 函数 ， 
， 还 可 避 在 娄 线 上 定义 其 他 类 型 的 曲线 积 
分 .例如 ,如 果 As 表示 图 10-1 中 曲线 C 上 两 
点 (zz 为) 和 (zs ，11) 之 同 的 弧 长 , 则 


Blanb>) 
c 【和 Grerivien)} " 
(4507 rw (ct lim > ， U(& ,NAS = jut, 2 
.4 直上 


(4) 
僵直 一 一 一 称 为 U{x，y) 沿 着 曲线 C 的 曲线 积分 .可 以 
推广 到 三 维 或 三 维 以 上 的 空间 ， 
图 101 线 积分 的 向 量 表示 


将 线 积分 表示 为 向 量 形式 不 仅 符号 简 涪 ， 
而 且 有 助 于 从 物理 或 几何 角度 作出 解释 .例如 ,我 们 将 曲线 积分 (3) 表 示 为 下 列 形式 ; 


| Aldr + Asdy + Asdz 
站 


=| (A + Asj + Ask) : (dri + dy + dzk) (5) 
Cc 
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二 | 4 * dar, 
其 中 =Ali+Asj+Ak 且 dr = drit dy + dxk .曲线 积分 (2) 是 z=0 时 的 特殊 情况 . 
如 果 在 每 一 点 (x ，y, <) 处 有 一 个 力 下 作用 在 物体 上 ( 即 如 果 定 义 一 个 力 场 ), 则 
| Fd (6) 
[ 员 
表示 物理 上 将 物体 沿 着 曲线 C 移动 所 做 的 芒 . 
曲线 积分 的 计算 


设 平面 z=0 上 的 曲线 CC 方程 为 y= f(z), 则 将 y=/(z), dy=/(z)ax 代入 曲线 积分 
(2) 的 被 积 表达 式 中 ,转化 为 定 积分 


ple, fidr + Qlz, FHF (Ce)dz, 7 


可 以 用 一 般 的 方法 求 得 . 
类 似 地 , 设 曲 线 己方 程 为 z= gly), 则 dz=gs13)dy， 曲 线 积分 转化 为 


全 Ps)， yla (ydy+ QIigty), yldy. (8) 


设 曲 线 C 的 参数 方程 为 z=$(1) ,y= (1), 则 线 积分 转化 为 
Pi， DTP Cd + QI$(), GOT (dt, (9) 
其 中 1 和 ;分别 为 点 A 和 和 B 对 应 的 套数 值 7. 


在 计算 时 可 综合 运用 上 述 方法 
空间 曲线 上 的 曲线 积分 可 用 类 似 方 法 计算 . 


曲线 积分 性 质 


类 人 于 一 般 积分 ,曲线 积分 有 下 列 性 质 ， 
1. | Plz, ydr + Q{r, y)dy = | Pz, ydxr +| Q(x, ydy. 


如 ， by] ta 人 
Pir + Qdy =-| 
:av 
[3 " bo) 人 
Pdr + Qady -| 
5 .1 


也 
Ll 


,Paz + Gay , 即 积分 路 径 反 向 曲线 积分 改变 符号 ， 


(02. by 


dz bs) ,bs} 辣 
Pay Qay +| ”Pdz + Qdy, 其 中 (as， 6 ) 是 曲线 
| 可 6 


ED 


C 上田 外 一 点 . 
类 位 的 性 质 可 推广 到 空间 曲线 的 曲线 积分 . 
简单 闭 曲 线 , 单 连通 和 多 连通 区 域 


简单 闭 晶 线 是 一 条 不 自 交 的 封闭 曲线 .平面 zy 内 曲线 的 参数 方程 为 x == (1), y= 
y(t) ,其 中 几 和 六 为 区 问 1 寺 1 所 tz; 上 单 值 连续 函数 ,如果 $(i)=$(120) 且 g(21)= 帮 (tt)， 
则 曲线 是 封闭 的 .如 果 和 (} 二 (0)， pC) 二 tv} 当 朋 仅 当 = 时 或 立 ( 当 = tw 二 
时 除外 ), 则 曲线 是 封闭 的 昌 不 自 交 ,为 一 简单 闭 曲 线 .我们 假定 ,除非 男 作 说 明 ,#$ 和 5 在 1, 志 
is 上 分 段 可 微 . 

如 果 一 平面 区 域 具有 下 列 特性 :平面 区 域 上 任 一 封闭 曲线 可 连续 收缩 为 一 点 , 旦 该 点 仍 和 在 
平面 区 域内 , 则 说 区 域 称 为 单 连通 的 ,否则 称 为 多 连通 , ( 见 第 六 章 p.93). 


"178: 


微 积分 


当 参 数 + 从 二 变 到 ,时 ,可 定义 平面 曲线 的 方向 .对 于 xy 平面 内 的 曲线 , 当 观 察 者 沿 着 
曲线 正 向 行走 时 ,该 曲线 围 成 的 区 域 始 终 在 其 左 侧 , 反 之 则 为 负 向 . 这 就 是 说 ， 对 于 zy 平面 内 
一 简单 闭 曲 线 , 道 时 针 方向 为 正 向 , 顺 时 针 方向 为 负 疝 ， 


平面 格林 (Green} 定 理 
设 名 为 一 简单 团 曲 线 C 围 成 的 单 连 通 区 域 ,函数 P,Q ,3P193y, 9Q19x 是 令 上 上 单 值 连续 


函数 , 则 
$ Pdx + Qdy = Ia - edy, (10) 


其 中 沾 表示 沿 着 封闭 曲线 C 的 正 向 积分 . 


曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


定理 1 曲线 积分 | Pdz + Qdy 与 单 连 还 区 域 多 上 两 给 定点 之 间 的 路 径 C 无 关 的 充 要 


条 件 是 
二 =- < (11) 


5 a7 


在 部 内 成 立 . 设 偏 导数 在 上 连续 . 
条 件 (11) 也 是 Pdx + Qay 在 久 内 为 基 个 陨 数 全 微分 的 充分 必要 条 件 , 即 存在 一 函数 
$8(x，y), 使 得 Padx + Qady = ,如 果 曲 线 C 的 两 端点 为 (x ， yi) 和 (x;，y;), 则 曲线 积分 值 


为 
{ro ya) fa 
| Paz + Qdy = | d$ = $2, 1) — $lrisy). (12) 


(x1 1) a1+ 1) 
特别 地 , 当 条 忻 (11) 戌 立 是 C 为 封闭 曲线 , 即 TI Xa YI 二 了 2 时 ,有 


中 Piz raQay = 0 (13) 


证 明 及 相关 定理 ,见习 题 11 一 13. 
定理 1 的 结论 也 可 推广 到 空间 曲线 的 积分 ,有 如 下 定理 : 


定理 2 曲线 积分 | Adz + Asdy + Asdz 与 单 连通 区 域 锋 内 两 给 定点 之 间 的 路 径 C 无 


关 的 充 要 条 件 是 
aA! 3A; 34 9A: 9A, 34 


dy ddr’ gr az ” dz dy 

在 银 内 成 立 . 庶 偏 导数 在 区 上 连续 ， 

以 上 定理 可 以 用 向 量 形式 简洁 地 表示 . 设 4 -= Aii+ 4Az7 +A3k, 曲 线 积分 记 为 | 4 ,ar， 
条 件 (14) 等 价 于 Y x 4 =0, 如 果 及 表示 作用 在 某 个 物体 上 的 一 个 力 场 下 ,将 物体 从 一 点 移动 
到 另外 一 点 做 的 功 与 连接 两 点 的 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 V x 4 =0. 这 样 的 力 场 是 保守 的 . 

条 件 (14}) (或 等 价 条 件 Y xX 有 = 内 也 是 Ajdzr + 六 Aody + 3dz (或 入: dr) 为 全 微分 的 充 要 
条 件 , 妈 看 在 函数 $8(xz，y，z) 使 得 Aldxr + Asdy ~ Asdz = df$. 设 曲线 C 的 两 端点 为 (zi ， 
1 之 1 ) 和 (zs yy 2 z2 ), 则 曲线 积分 值 为 


{14) 
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(ra 32 (ra ye 3 
| A.adr=| d$ = $3, 423) — Bz ys 01). (15) 


trey 1} [x 1) 


特别 地 ,如 果 C 是 封闭 曲线 有 日 满 足 Y Xx 六 =0, 则 有 


bh A.dr=0. (16) 


曲面 积分 


设 S 为 一 双 侧面 面 ,在 zy 平面 上 的 投影 区 域 为 ,如 图 10-2 所 示 . 曲面 S 的 方程 为 z= 
f(z，y), 其 中 /f(x,y) 是 和 上 的 单 信 连 续 丽 数 .将 名 分 成 4 个 子 区 域 AA, ,p=1, 2,…， 
,在 每 一 个 于 区 域 上 作 一 重 直 的 杜 面 与 曲面 S 交 于 区 成 AS，， 


图 10-2 


汰 上 xz，y，z) 为 曲面 S 上 的 单 值 连 续 函 数 , 构造 和 式 


月 


DPB,, Wh: AS,, (17) 


p-1 


其 中 (&， 坟 ， 如 ) 为 AS, 中 任意 一 点 ,如 果 当 x 一 %m, 即 每 一 个 As, >0 时 ,和 式 的 极限 存在 ， 
则 称 此 极限 值 为 wx ，y，z) 在 曲面 S 上 的 曲面 积分 , 记 为 


Ncz, y, zdS, (18) 
所 
因为 AS, = |secy |AA, ,其 中 7, 是 S 的 法 向 量 与 z 轴 正 向 的 夹 角 ,和 式 (17) 改 写 为 
|gx, y, 2) | secy | dA, (19) 
其 中 
1 daz? de 
ci= TT = 1+ ( 甘 ) + 天 . (20) 


旭 果 == 所 zx, yy) 在 统 上 有 - 阶 或 二 阶 连 续 偏 导数 , 则 (19) 可 化 为 


1 az jz 
[gx, Ys zx) 1 + (天 | (到 drdy. {21) 
二 


如 采 曲 面 S 的 方程 为 F(z，y，z)=0,. 则 (21) 变 为 


“180， 
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= 3 I 
se， y, 2) VF) - Ee + PF) gy. (22) 
公式 (21) 或 (22) 都 可 用 来 计算 (18). 
以 上 我 们 假设 任意 平行 于 x 轴 的 直线 与 $ 只 有 一 个 交点 .如 果 3 不 是 这 种 类 型 的 曲面 ， 
可 将 S 分 成 若干 个 曲面 5S; , S，,…, 使 其 具有 以 上 特征 . 
以 上 结论 是 将 S 向 xy 平面 投影 得 区 域名 而 推出 的 .有 时 将 曲面 S 向 yx 或 xz 平面 投影 
会 更 简单 ,只 要 将 (21)、{22) 稍 作 修 改 便 可 用 干 计算 (18). 


散 度 定 理 


设 5S 是 一 闭 曲 面 , 它 围 成 的 空间 区 域 为 V, 取 曲面 $ 外 侧 法 向 为 其 正法 向 , 设 该 法 向 与 
z， y》，z 轴 正 向 夹 角 为 a,B,Y, 且 A1,A;,As 在 V 上 有 连续 偏 导数 , 则 


aA 34， aAsY,, 
外 雪 + = Darese + Azcosp + Ascosy)dS (23) 
或 
9A1 3A; 34A 
下 过 + EX + $2 av = [a axe + A,dzdr + Asydrdy. (24) 
M S 
写成 向 量 形式 ， 


jl? . AdV = la nds, (25) 
Vv 号 


其 中 A=Ali+Asj+ Ayk, n=cosai + cosf + cosyk. 
这 个 定理 称 为 散 度 定理 或 称 为 空间 格林 定理 , 它 表明 :向 量 4 的 外 法 向 分 量 在 闭 曲面 上 
的 曲面 积分 等 于 向 其 A 的 散 度 在 由 该 闭 曲 面 所 围 成 的 立体 上 的 三 重 积分 . 


斯 托 完 斯 {Stokes} 定 理 


假设 S 是 以 一 简单 闭 曲 线 C 为 边界 的 双 侧 开 曲 面 . 种 先 规定 S 的 某 一 桐 法 线 为 正 向 , 则 
男 一 侧 为 负 的 . 当 观 察 者 立 于 法 线 的 正方 向 , 设 着 S 的 边界 曲线 避 的 正 向 行走 ,曲面 在 其 左 
侧 . 设 A ,A,,A; 是 单 值 ,连续 函数 , 且 在 包含 S 的 空间 某 一 邻 域内 有 一 阶 含 导 数 ,有 


四 OA | ( 妆 和 
| Aidr + Asdy + Asdz -有 全 ~ a cosa 十 32 a cos 及 
34， 2 ] 
+ (这 -如 oosy as, (26) 


也 可 以 简单 记 为 向 量 形 式 ; 
| 4 dr = (vx A) . nds, 


其 中 A4=Ali+ Ayj+ Ask, Hn=cosal + cosfy + cosyk. 

这 称 为 斯 托 克 斯 定理 , 即 向 量 4 在 曲线 C 的 切 向 量 上 的 投影 沿 着 简单 闭 曲 线 C 的 曲线 积 
分 等 后 向 量 4 的 旋 度 在 C 围 成 的 曲面 S 的 法 向 量 上 投影 的 曲面 积分 .特别 地 , 当 Y x A =0 
时 ,由 (27) 可 得 到 (16)， 


习题 与 解答 
曲线 积分 


1. 计算 | 可 -OO2+ajay 沿 着 
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(a) 从 (0,1) 到 (1,2) 的 直线 段 ; 

tb) 依次 连接 (0.1),(1,1) 和 (1,2) 的 有 向 折线 ; 

(c) 插 物 线 x = ft, y= 二 + 1 

解 二 (a) zy 平面 内 连接 (0,1) 和 (1,2) 两 点 的 直线 方程 为 , y = x +1, 则 aqy = qz, 曲线 积分 等 于 : 


| {zi (r+iladr titr+t+1) +rxidr = [en 1 2.c)dr = 3. 
| 
{b) 沿 着 从 (0, 到 (1 ,1) 的 直线 段 ,y= 1, dy =, 则 曲线 积分 等 于 
[ A -Darct {tl+2)(0) = er - Dadr = ~ 213 
沿 着 从 {1,1} 到 (1,2) 的 直线 段 ,r=1, dr =0, 则 曲线 积分 等 于 


ja 0) + + Lady = | + Day = 1013， 


从 而 | {xr ydr +t ty + rady =-23+ 10/3 = 83. 
{c) 固 为 在 的 ,1) 寻 :=00, 在 (1,2) 处 += 1， 则 曲线 积分 等 于 


1 
| 六 一 (2 + d+ ss + 1) + ti2¢d 
上 
1 
= | Ge 十 43+202 二 2 ldr =2. 


2. 设 上 =(3r 一 6yz)i+ (2y+ 3rz)j+ (1 一 4xyz* ) 记 ,计算 | 4 ef , 沿 着 以 下 路 径 C 从 
(0,0,0) 到 C1 ,1.1): 


(a) r=, y=t, z= f°; 
(b) 依次 连接 (0,0,0) ,0,0,1) 和 (1,1,1) 的 有 向 折线 上段，; 
(ce) 从 (0,0, 人 站 到 (1,1,1) 的 直线 段 . 


解 |4.dr= | .17 ya)i | (2y + Bp) 4 (1 4 Ek! + (dri + dy 4 dak) 
= | G7 _ 6ye)dr + (2y + re)dy - (| — 4zye Jdz. 
fa) 设 = 刘 = 号 (00,0) 和 (1,1,1) 分 别 与 =0 和 + = 1] 对 应 , 则 
| 4 = | Br — (2 d+ 20 + MY! de) 
ri de ld) 
= az — 6¢° )dt + (4 4 G1 jdt + (3 — 121" ae 


= 2. 


另 一 种 解法 : 
沿 着 CA=(3 60 + td, r= kt kk, dr=(i+21 
+ 3 下 二, 则 


1 
| 4 .= | Ge 6 Ydt+ (de + 61 ade + (317 124) dt 
Ee 


= 2. 


(b) 疝 着 从 (0,0,0) 到 (0,0,1) 的 直线 段 ,xz =0, y=0, qr =0, dy=0, z 从 0 变化 到 1, 沿 着 这 条 由 
径 的 积分 为 


13(07 ~ 6(0){ #)10+ 1200) + 300) (Cz) 104 1 ~ 4 (0) (2 ) dz 


| == 
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-| de =1. 


语 着 从 (0,0,1) 到 {0,1,1) 的 直线 段 ,x=0, z=1, dr =0, dz =0, yy 也 0 变化 到 1. 沿 善 这 条 路 径 的 积分 
为 
to ~ 6(9))10+ 12y + 3(0)(D tay + 11 = 4(0) C9)(1)10 


1 
= oy =1. 
沿 着 从 他 ,1,1) 到 {1,1,1) 的 直线 段 ,， y 王 1, z=1, dy=00, dz = x 从 0 变化 到 1, 沿 着 这 条 有 路径 的 
积分 为 
| ,137 — 6 | ar + {261) + Sr(1N0+ 11- 4 10 


1 
=| 37 -6)dr =-5, 


则 | Ardr=1+1-5= -3 
(c) 连接 0,0, 全 和 (1,1,1) 的 直线 段 的 参数 方程 为 x=t，y= z=z，, 则 


| 4 "dr= [Ge - 62°) d+ (2t + 3t ) dt + (1 — dt ) dt 


= 55. 
py 3. 设 一 力 场 让 =(3r 一 4y+2z)i+ (4r +2y 一 322 二 【2rz 
人 4. 试 求 一 质点 沿 xy 平面 内 一 长 半 轴 为 4, 短 半 
轴 为 3, 中 心 在 坐标 原点 的 椭圆 (图 10-3) 移 动 一 周 , 场 力 所 
> 作 的 功 . 

解 呈 ”在 平面 z=0 上 ,F=(3z 一 4y)i+(4z+2y)j -4y 卡 且 

dr = dxi + dyxj ; 则 所 作 的 功 为 

图 10-3 pF ‘dr= | -AE+t (4r +23)7 — 4y Kk} dri + dyl 


= (32 4y)dr + (4r + 2y)dy. 


祷 贺 的 参数 方程 为 z= 4cost，y= 3sint, 其 中 上 从 0 变化 到 2x( 图 10-3), 则 曲线 积分 等 于; 


| 13(40e2) — 4(3sine)! ,|— dsint |dt + |4{4co8t) + 2{3sint)| + {300st ! dt 


全 - ar 
= | (48 — 30sinteost Jdt = 1485 — 15sin’ £) ,= OQ6x. 


我 们 选择 图 10-3 中 沿 着 局 逆 时 竺 方向 移动 一 周 , 称 为 正方 向 . 如 果 沿 着 顺 时 针 方 向 ( 负 方 库 ) 移 动 
一 周 , 所 作 的 功 鸭 一 96x. 
4. 计算 | a ,其 中 曲线 CC 为 y=2Y 虐 从 z=3 到 =24 的 一 良 弧 . 


解 感 ”因为 d= dzri+dy =v 1+(y Ydzr= 1+ 二 do, 则 有 
2 24 
| w= | 272 VIrDz de -2 VE Tidr 


4 24 
= 子 (z Dm | = 156. 
3 
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平面 格林 定理 了 
$. 证 明 平 面 格林 定理 .假设 C 是 一 封闭 曲线 旦 任意 平  / 
行 于 坐标 轴 的 直线 与 C 至 多 有 阅 个 父 点 . 
和 证明 到 设 曲 线 AEB 和 AFB 的 方程 分 别 为 y= Yi (zx) 和 
3 三 总 (Cr), (图 10-4) 如 果 锅 昆 以 习 为 边界 的 区 域 , 财 


I drdy 下 ,入 本 a 区 


Yatr) 时 图 10-4 
dz -| [Plz, Yo) — Per, Y,) dz 


了 了 1 


= | PCr, Yi)dzr - [etz, Ys) dx 


-Paz, 


即 中 Pdr = 了 > 3P py. (1) 
英 似 地 , 设 曲 线 EAF 和 EBF 的 方程 分 别 为 zx = x {vy), z=XLy), 则 


30 y= | 人 ‘Me 3 dz (wy = [re QI y) — QO, y) dy 


,Oz 
= jetx 1 ydy + fet Ka, ydy 
fos 


中 oa = [| Se (2) 
将 (1) 和 (2) 相 加 得 
中 paz + Qt -由 ( 富 - 区 jew 
6. 对 曲线 积分 中 (2zy -zdzr+ (z+ YY)dy 验证 平面 格林 定理 的 正确 性 ,其 中 C 是 由 y= 


zx? 及 y =x 围 成 区 域 的 边界 曲线 的 正 向 . 
证 肯 古 ”平面 曲线 y= zx? 及 =x 相交 于 他 ,站 及 (1,1, 沿 着 封闭 曲线 已 的 正 向 (图 10-5) 积 分 . 
治 3?= 姜 ,曲线 积分 为 


[in -zldz+ lr+t (epld(r) = [Wes aa 
灌 交 = 了 ,曲线 积分 为 
| ,126) 一 《= 和 ay 2 
= 17115， 
所 以 中 Ca -rdrt Crt ydy = 786-1715 = 13. 
(9 -¥ 


= 中 总 ( 二 好) 一 地 2 £2) | dudy 


= ja — 27x)drdy = | 人 (1 ~ 2z)aydr 
| | 


图 10-5 
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1 1 
= [Gs -~ 27y) |. 2 dr = | ee 27 r+2x dr 
= 1730. 
因此 格林 定理 得 到 对 让 . 
7. 假设 平行 于 坐标 轴 的 直线 与 封闭 曲线 C 的 交点 不 止 两 个 ,在 其 上 验证 平面 格林 定理 . 
了 证 明 吧 考虑 如 图 10-6 所 示 的 封闭 曲线 性 ,平行 于 坐标 轴 竟 直线 与 曲 

线 C 的 交点 可 能 多 于 两 个 .添加 一 直线 ST 和 煌 区 域 分 成 两 个 于 区 域 纺 和 
锡 ,满足 习题 5 中 这 界 有 线 的 特点 ,在 其 上 分 别 应 用 格林 定理 , 妈 


(D [Piz + Qdy = (RE day, 


STR 入 oy 
(2) | par+ ey = (PR - 车 Jnly. 


SI 让 


将 (1) .(2) 左边 相 加 ,说 去 每 项 中 的 被 积 表达 式 Pdz + Qdy ,得 
a [+ 
-| 

ST TS 

将 (1) (2) 有 边 相 如 , 赂 去 被 积 表达 式 ,得 | * | = ,其 中 全 包含 子 区 域 级 和 号 . 

思 如 了 
因此 | Paz + Qay = 上 (各 - 范 )aray, 定理 得 到 证 明 
TVTSYT 衬 


本 例 及 习题 5 中 的 区 万 加 为 单 连通 区 域 .一 区 域 如 果 不 是 单 连通 的 , 则 称 为 才 连 通 的 .我 们 已 证 明 由 
封闭 曲线 围 成 的 单 连通 区 域 格 林 定 理 成 立 . 例 加 将 证 明 该 定理 可 推广 到 多 连通 区 域 . 
如 果 是 更 复杂 的 单 连通 区 域 , 则 必须 添加 更 多 的 辅助 线 ,如 ST -- 样 ,去 证 明定 理 . 


8. 证 明 :简单 闭 曲线 C 图 成 的 区 域 的 面积 等 于 中 xdy - yaz . 
证 明史 在 格林 定理 中 , 令 P= 一 y, Q@=x, 则 


b sb — = 去- 元 ja 

六 
= 中 aa = 24， 
Ea 
即 A = 广 .cdy - xd 为 折 求 区 域 的 面积 
9. 求实 图 x = acos8，y = bsin8 的 面积 . 
解 5 面积 = 于 na -ydz 
= §| (eeesg)(easg)a6 
— (banf)(— asing)dg 
= | aslo + Sin 0) dd = 本 | "ata 


= map, 

10. 证 明 平面 格林 定理 对 于 如 图 10-7 所 示 的 多 连通 
区 域名 的 正确 性 ， 
证 明 号 。 如 图 所 示 阴 影 区 域名 是 一 多 连通 区 域 ,因为 
其 不 是 每 条 封 闲 申 线 虱 能 不 离开 罗 而 收编 成 一 点 ,如 环 


图 10-7 
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绕 DEFGD 的 一 杂 曲 线 . 区域 分 的 边界 由 两 条 曲线 围 成 ,一 条 是 外 边界 曲线 ARKLA , 另 一 条 是 内 边界 
曲线 DEFGD. 沿 着 边界 曲线 的 正 向 行进 时 ,区 域 总 在 观察 者 的 左 侧 , 如 驹 10-7 所 示 . 

为 了 证 明定 理 , 添 加 一 辅助 线 AD, 将 内 外 两 条 边界 曲线 相连 ,以 ADEFGDALKJHA 为 边界 的 区 域 
为 单 连通 区 域 ,格林 定理 成 立 , 则 


Pdr + Cdy = f 


PFA 


而 左边 的 积分 ,上 略 去 被 积 表 达 式 等 于 


[+ | = + |， 


KH Erep A 


其 中 | =- | . 设 避 为 最 线 ALKJHA ,C; 为 曲线 DEFGD,C 是 由 C, 和 C, 构成 的 多 的 边界 曲线 { 洪 
其 正 阿 ), 则 


即 中 Pd + Cy -| 一 村 Jardy. 


9y 
路 径 的 无 关 性 
11. 设 P(x, y) 和 Q(z, y) 在 单 连通 区 域 受 上 连续 且 有 一 阶 连续 偏 导 数 .证 明 沿 荐 甸 内 任 一 


封闭 曲线 C 的 曲线 积分 中 Pax + Qdy = 0 的 充 要 条 件 是 3 = 3 在 分 内 便 成 立 . 


壕 明 是 ”充分 性 . 
设 3Pj3y = 二 2Qi2x, 则 由 格林 定理 ， 


Part ab = (导读 jary =0, 
El 
其 中 分 是 由 心 围 成 的 区 域 . 

必要 性 . 

设 在 党 内 沿 着 每 条 封闭 曲线 己 有 中 Pas + Qly = 0 成 立 朋 在 从 内 某 些 点 处 有 3Pj3y 子 3Qi37r. 不 


切 假 设 在 (rz ，) 处 3P1ay - 3Qiar > 0. 
由 题 设 知 3Pj3y 和 2Q/or 在 腕 连续 , 则 一 定 存 在 包含 点 (zu，w% ) 的 某 个 邻 城 ~, 使 得 3 Play 一 
3Qfar>0. 如 果 卫 是 > 的 边界 曲线 , 则 由 格林 定理 知 


Par+ ab = 外 强 - 芳 ja > 


与 题 设 “ 沿 3 内 所 有 封闭 曲线 bPar + Qady = 0" 矛盾 .因此 3Q19z - 35j3y 不 可 能 大 于 零 ， 
类 似 可 证 明 3Q/az - 9P1ay 不 可 能 小 于 零 , 即 在 旬 内 有 3Pjay=aQyjaz 恒 成 立 . 
12. 设 P 和 @ 如 习题 11 中 所 定义 ,证 明 沿 着 名 内 过 有 A,B 两 号 
8 
点 路 径 的 出线 积分 | Pdz + Qay 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 c 


用 


是 在 外 内 3Pj3y = 9Q/ez 重 成 立 . E 
证 明 中 。 充 分 性 ， 
假设 Play=aQjxr( 图 10-8) , 则 由 习题 11 知 ， | Pir + Gay 图 108 
ADHEA 


=0. 略 去 被 积 表达 式 知 


本 到 | 因此 | - -| 


即 曲 线 积分 与 路 径 无 英 . 
必要 性 . 


设 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 则 对 多 内 路 径 Cl 和 C, 有 


|. -上 Rm | =0. 


即 褒 着 多 内 任意 封 沁 曲线 积分 为 专 , 由 习题 11 知 2Pl9y = 32Qi93z 得 证 . 
13, 设 忆 ,入 如 习题 11 中 定义 ， 
(a) 证 明 Puz + Qedy 是 一 函数 $x ，y) 的 全 微分 的 充分 必要 条 件 为 3Play=3Qiar; 


(b) 证 明 直 (a) 有 | Plz + Qdy = | dp = $(B)-$(A) 成 立 , 其 中 A.B 是 任意 两 点 ， 
证 明 吓 。 (a] 必 要 性 . 

设 Pdz+ Qdy= p= 了 0dz + 3 是 一 个 全 徐 分 , 则 (1)a81az= 己 ，(2)383y= 人 .将 (和 (2) 分 别 
关于 和 <z 求 导 , 因 为 偏 导数 连续 ,所 以 有 3P13y= 3Qjaz、 


(b) 充分 性 ， 
， 习题 12 知 , 如 果 3Play=aQjazr, 则 | Far + Qky 与 两 
{i Cera) 点 间 的 积分 路 径 无 半 . 丑 别 设 两 点 为 (ae ,和 (x，y) ,定义 
tr) 
$x, y) = | Pdr + Qey, 
网 BtA, yr ) 
| pa 4 Qady -[ pyr 1 Qay 
a, hy ta by 
(全 =| ~ “paz + Qdy. 
x 因为 上 面 的 积分 与 过 (zx,，y),(7T +At，y) 的 路 径 无 关 , 可 以 
图 109 造 择 通过 两 点 的 直 组 段 (图 10-9) , 则 有 2y=0, 由 积分 中 值 
| 定理 知 
tr thr $e) - | Pa = P(r+0Ar, yO0<O<L. 


今 Ar 一 0, 取 极限 得 3$j97r 二， 
同 理 可 证 明 2$j3y = 0. 
因此 Btr + Qly = dr + 3 = d$. 
tb) 设 各 = {zl » 31) ， B= (x, yz), 由 (ta) 知 


Cr Yr) 
pr, y) =| ,Pe | Qady, 


fa, 


略 去 被 积 表达 式 有 
是 (za 2 《2 fi 1 
= = -| = (za, 2) 1) 
= $0(B) — BA). 


3, 4 
14. (a) 证 明 | (Sey -yjdr+(6zx:y -3xy )qy 与 连接 (1,2) 和 (3,4) 两 点 的 路 径 无 关 . 
(b) 计算 ta) 中 积分 值 . 
解 于 (a P=0ry -vy , Q=60ry 3zy? , 则 3P19y= 12ry- 3y =I0Q/9x, 出 习题 12 知 上 曲线 积分 
与 路 径 无 关 ， 
(b) 解法 1} 


因为 线 积分 与 路 笃 无 关 , 选 择 连 接 (1,2) 和 (3,4) 的 任意 路 径 , 如 ;选择 直线 段 先 从 (1,2) 到 (3,2)( 沿 
着 该 路 径 ,y 一 2, dy 一 ,再 从 (3,2) 到 (3,4)( 沿 着 该 路 径 ,r 一 3，dxr = 人 0), 则 所 求 的 曲线 积分 为 
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1 4 
| 24r -Bdr+| (S54y- 9y)dy = 0+156- 236, 
r -1 yy 3 


因为 学 = 58 , 则 一 定 有 (1) 各 -6 下 -ery-3a 


有 CD) 知 = yr 和 1 =e 为 一 常数 时 ， 
两 个 表达 式 才 会 相等 .因此 $=3ry -xy Tc. 吓 习题 13 知 ， 


-3.4 53 有 四 
| ， (6c — ydr 1 {Oriy - 3ry Jdy= ddr vw -uy te) 
.2l i 2 


| 全 .31 


= 3riy -ry tr = 236. 
2 


注意 到 计算 过 程 中 的 常数 c 可 以 略 去 ,同样 可 见 p. 104 习题 16. 
我 们 也 可 以 验证 : 


(Gay — ydrt (Or y- 3ry dy 
= (6ry dr + 6r ydy) — (y dr ! 3ry: dy) 
= dl3r yy) dlryv) = diriy - 2), 
从 这 世 可 以 清楚 地 知道 $=3x yy 一 zry’ 十 
15, 计算 曲线 积分 和 (zx? ycosz + 2zysint -ye jdr + (rsinz -2y") dy 疝 着 内 搜 线 zx” + 
yw = a 六 的 值 . 
解 三 P=x ycosz -2rysinr -ye , Q=7 sinr -2 ,NMIPlay= 7 cosr + 2rsinr -2y' 7 OQ) 
axr, 由 习题 11 知 沿 桂 闭 沽 线 zy 站 =a 下 的 缆 积 分 管 为 零 . 
曲面 积分 
16. 设 曲 面 S 的 方程 为 z= f(r, y) 或 Fr, 3, zz)=0, 如 果 Y 是 曲面 $ 上 任 一 点 {(z，v， 之) 
处 法 线 和 * 轴 正 向 之 间 的 夹 朋 ,证 明 : 


“2 2 
| secy 1= VIT 2 十 记 -VP Ete 


证 了 明 缀 ” 设 曲 面 5 的 方程 为 Fiz， y, zz) = 在 Cr，y， zs) 处 曲面 S 的 法 问 基 为 YF = Fit+ Fj+ 
FE, 则 


VYF R= VF ||El cy 吉 F = vw + Frosy 
2 
即 |secy| = 人 得 
如 果 曲 面 $ 的 方程 为 z= (x,，y), 将 方程 改写 
为 Flr, y, 2)}=z 一 fr， y)= 人 0. 因 为 F,= 一 z,， 
下 = 一 z,， FF =], 所 以 有 |secyY|=v lt+ z+ x2). 


a 


17. 计算 遇 面 积分 |Utz， y, x)dS, 其 中 SS 为 抛 


物 面 =x=2- Cx + 六) 在 平面 上 上方 的 部 分 
{图 10-10}，U(z,y，z}) 分 别 为 : (a)1;(b) 
x+y fc) 3z. 给 出 每 种 情况 下 的 物理 解 
释 . 

解 旺 所 求 积分 为 


[eez， y, 2) vl + 加 十 zdrdy, (1) 几 10-10 
4 
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其 中 乡 是 3 在 zy 平面 上 的 投影 区 城 ,方程 为 z* + yw =2, z=0. 
因为 x = 一 2x, z= 一 2y, 《1) 可 写 为 


jo ys z= 1+dr + 4y trdy. (2) 


(a) 设 FT(z， y, z)=1, (2) Vi 二 4y dxdy, 变换 到 极 坐 标 系 (o， 则 , 原 积分 为 


2 i 
v * otod$ = 工 2 92 _ 
mo, 1 + dp pdpd? = 人 351 + 4p°) os = 13r1/3. 


实际 上 ,这 可 以 表示 曲面 5 的 击 积 ,或 者 是 单位 密度 的 物体 5 的 质量 . 
by 设 Dr，y， z)= x + (2) | (ry) 1+4x7 + dy drdy, 或 在 极 坐 标 下 为 


Vd 


其 中 关于 p 的 积分 可 通过 令 v 1+ 4p' = xz 进行 换 元 完成 . 
实际 上 ,这 表示 单位 密度 的 物体 关于 * 轴 芍 转动 惯量 ,或 者 是 密度 器 数 为 x* + y? 的 物体 S 的 质量 . 
(c) 设 UKz yz)=3z, (2) 变 为 


sev irra ray day = 3l2- (2 + yO VT Ty drdy, 
| 成 在 本 标 下 ， 
[上 3pQ2 -PYVT+ di = UE 
实际 上 ,这 表示 密度 浅 数 为 3 的 物体 5 的 质量 ,或 者 是 物体 


5 关于 zy 平面 的 第 一 垂 的 3 倍 . 
18. 求 半径 为 a 的 半球 面 被 以 a 为 直径 的 圆柱 面 所 截 得 


的 曲面 面积 , 
解 王 设 半 球面 和 图 柱 面 (图 10-11) 方 程 分 别 为 ; 


zr’ + 十 2 二 al (或 z= ai -zx -yA 和 (Cr -af2) + y 
图 10-11 =atf4{ 或 z+ y=ar)， 


因为 “= Te， J 则 所 求 而 积 为 2| /I+ + drdy = 


dxdy. 可 用 讽 种 方法 计算 . 


| -= 
| 7 x y 
解法 1 用 极 坐 标 ， 
因为 zx! ty = tT, 罕 极 坐标 下 为 P= acosg ,积分 变 为 
二 2 mama 
了 |. 由 ， 一 二 一 7 一 一 coty- 2 于 _vVape 


na 


dp 


P= 


= 2 (1 sing}a$ = (x - 2)a:. 


解法 2 曲线 积分 等 于 
YT 


> dr 


?| 下 可 i 20| asin - 产 二 - 


加 四 , 和 于 
= 2a | arcsiny 去 二 Gt, 


= 


令 xr=eatam1, 线 积分 变 为 


| 4 
- 到 | tor Ga | 
加 


三 :0 a 21 + 
2 |， tandsec HG = 4a 
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~ 2a’ | ftan: 


4 机 站 
-| (sec 0 - Ddg| 
0 1 


| rd 
一 282 14 ~ {tanf ~ 8) | |- {x 2a. 


注意 到 上 面 的 积分 是 广义 积分 ,应 看 作 取 极限 过 程 ( 见 第 五 章 习 题 18 或 第 十 二 章 ). 
19. 求 习题 17 中 曲面 的 形 心 ， 
解 三 ”由 对 称 人 性 知 :T= 二 y=0 且 有 


王 -一 
[las [Ew 1+ dx: + dy drdy 

人 号 外 

& 一 一 . 
las | virar + dy dray 
5 EE 


分 子 和 分 母 由 习题 17(ej 及 (二 可 得 结果 , 即 


— 3710 _ 11l 
T1310 


20. 计算 曲面 积分 | “ndS, 其 中 4, = xyi 一 
Ey 


rj + 《x+z)k, SS 是 平面 r+2y+ z= ” 
6 在 第 一 卦 限 部 分 ,n 是 S 的 单位 法 向 量 


(图 10 -12), 
272+27 + _ 21+27+& 
FP 下 :Vrt2yt+ 2 -6)=2i+27j+k, mn= = ， 
解 曲面 $ 的 法 向 量 为 :VY C25 +2y+ 2 一 6)=2i+2j hn A 3 办 


网 10-12 


此 
n= 一 了 二 (二 十 地) 天 | ， (2 ) 


_ 2ry—2r + (r+ 2z) _ 2xy -27 +(x1+6-2r-2y) 
3 3 


_ 2ry—27 一 工 一 24 十 看 
= 2 ， 
因此 ,所 求 曲面 积分 为 


人 下 = 天 +6)45= | (2 e+) VT ddy 


S$ 2 


了 
= 全 ddy 


Ej 


1 


3 ST 
[GQw-2r -zx-2y+6 ddz 
工 dy oO 
-3 3-r 
= | C7 -ay +69)| dz = 2714. 
上 上 一 站 生 


21. 昌 面 积分 中 我 们 研究 的 都 是 双 侧 曲面 . 试 举 一 个 单 侧 曲面 的 例子 . 

解 旦 取 一 纸 带 ABCD 如 图 10-13 所 示 . 插 明 纸 
带 使 得 4 和 口 ,8 和 CC 分别 重 合 ,得 一 师 面 . 设 为 
蝎 面 上 王 点 的 下 法 向 ,我 们 发 现 , 当 m 滑 着 曲面 称 动 
一 周公 加 到 PP 点 时 ,方向 反 向 . 如 果 我 们 想 将 曲面 的 
一 侧 着 色 , 将 会 发 现 整个 曲面 都 被 着 色 . 这样 的 曲面 ， 
称 为 默 比 乌 斯 (Moebius) 带 ,是 单个 曲面 ,有 了 时 也 称 为 
不 可 定向 曲面 ,双人 竹 曲面 是 可 定向 的 . 


0 
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散 度 定理 
22. 证 明 散 度 定 理 .{ 图 10-14) 


Lx 瓜 
$27 Aey) 
| 


图 10-14 


诈 明 多 设 S 是 一 封闭 曲面 且 任意 与 华 标 轴 平 行 的 直线 与 曲面 $ 至 多 交 于 两 点 .假设 曲面 分 为 上 下 
两 部 分 , 记 为 S 和 9: ,方程 分 别 为 “= (x,y) 和 z2= (zx, 四 .曲面 在 xy 平面 上 的 投影 记 为 多 .考虑 


pe -fl 阁 ee 


有 全 区 GE 


mr 工 
= | Ar 全 |” dodr 


号 ll 


= |[astr, Jy, 记 ) 一 六 3( 福 ， Yi Fawer, 


如 


对 于 上 半 曲 而 $: ,因为 法 向 量 到 与 无 炊 角 为 锐角 ,asdz = cosya ds = 天 mad5:. 对 于 下 半 曲 面 3, . 因 
为 法 向 量 mi 与 上 来 角 为 印 角 ,dydzr = 一 cosy1d51 = 一 天 ic 因此 


atr: Ys fdr 二 asx " R1052 ， 
吕 号 


[Ar yy famar =- [ask mas, 
清 Ss 


1 


日 Ace， y, fo jdydr as, y, fi dd -at + mds, ‘ast ,nids， 
“2 -1 
= -I k -nds, 


则 ( vo #2 A3gy = bs, 下 nds, 
类 似 地 ， 将 SS 向 另外 两 个 坐标 面 投影 得 
willie Vv = ai ws, 


Al 2 py = a- nds. 
将 (1)、 (2). (3) 相 加 ， 得 


ff 壬 + + Ss av = Nir sit Ash), ms 或 ， AdVY = 人 mS. 
| 


如 果 平 行 于 坐标 轴 的 直线 与 曲 曾 的 交点 不 止 两 个 ,对 于 这 类 曲面 , 散 度 定理 也 成 立 . 只 要 将 S 围 成 
的 区 域 分 成 若干 个 子 域 ,它们 的 边界 曲面 与 平行 于 举 标 轴 的 直线 至 多 有 两 个 交点 ,仿照 平面 格林 的 推广 
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证 明 方 法 ,可 以 得 证 ， 

23. 古 白 平面 x =0, x=1, y=0, y=1, z=0, xz 
=1 围 成 的 立体 的 边界 曲面 上 对 4=(2z 一 
itr yo— re k 验 让 散 度 定理 . 

证 朋 中 先 计 算 | .adS, 其 中 心 为 图 10-15 中 立 


方 体 的 外 表面 . 面 DEFG :n=i, 4 =1, 则 


|[ 4 .ms= | 下 12 Et 过 下， i 


Em 


= | (2 一 zeasyetz = 352. 


向 ABCO:# 一 一 i x 一 ,出 
fa ndS = | | (- 4) {dy = 人 sdydz = 1 图 1015 
4 

面 ABEF := y=1, 则 

Ja + ridS = Mes ~ zi a +t ae kk! felredz 
下 所 
~ rl 
=| | x? drdz = 113. 
[iP 


面 OGDC .n= 一 7, y=, 则 
Lel1 
| 4 "ndS = | fre; — gj)i— reikl* (— jaraz = 0. 
WCC 


面 BCDE:n 二 ,z=1. 册 
Lel 
| a ms= [| Hr Di zy- ak! » kdady 
0 


R&T 
ml rl 
=| | - aa =- 112. 
| 
面 AFGO:n= -kz=0, 则 


[a- ndS = isa -ey ‘adely = 0. 


A 


Milla. ndS=3+l+liio 110- 1116, 又 因为 | Y aav = [| 2 1 Ze ddde 


2 2 2 
= 11/6 ,因此 散 度 定理 得 到 验证 


24， 计算 上 r- ndS, 其 中 S 是 一 封闭 曲 面 . 
Ss 


解 厨 ”出 散 次 定理 知 


il 
< 一 
韦 
型 
所 


= i+ + 交 Ek) (二 + 本 Ja 


Tr 


了 a 
= 他 ( 六 + 并 + Ev = lav = 3v, 
| 


其 中 VW 是 由 S 围 成 的 立体 体积 . 
25, 计算 | ceiz tr yzijdzdrt(2ryt+y zjdrdy, 其 中 S$S 是 由 z 一 va 一 x -yy 和 


z=0 转 成 的 上 半球 体 的 表面 外 倒 .(a) 用 散 度 定理 (空间 格 入 定理),(b) 直 接 计 算 ， 
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解 汪 (a) 因 为 dydz = dScosz，dzdx = dScosP ,dxdy== dScosy, 则 积分 为 : 
sse + (riy— zs cosB + (ry + ys)eosy lads = ||4 : ndS, 


其 中 有 = xe*i+ (ry 2 ) f+ {Zry+ ye 有 n= cosai + ccs 和 应 +cosYK 为 外 侧 单 位 法 向 量 . 
由 散 订 定理 知 积分 为 


昌 加 
jj» * AdV = | | 这 (Caw) + Dy (Ty ~ 2) + (eyt yz)lady 


= Ne + yy +e dv, 


其 中 VY 是 由 半球 面 和 .x 平面 转 成 的 立体 . 
用 第 9 章 中 习题 15 中 球 坐 标 系 , 原 积 分 等 于 


境 站 和 mm 2 5 
2 2， 2 
4 |， rr sinlirdeds = 3 


{b) 设 5S, 为 上 半球 体 的 凸 面 ,5S; 为 其 底面 (z= 人 0), 则 


a a 
| sa = | p [wa re ~ a) ddr 
1 


Ta t= 


-| | |- Va re ~ wz’ | dzdr, 


全 下 2 
jos + 办 zjadaady = | | |2zy +y vary | zar， 
1 


| ae = 0, | — 2’ ) drdr = 0, 
E 3, 


EE 


les» + FP 2) drdy= pm + yO ldrdy 


2 2 


将 上 面 式 子 相 加 ,得 : 


3 i oy 3 YY a 
4| | ea yzidedy+4| | ， Ye 
y= es 下 0- 


a a 
+ 让 | YY Yd, 
由 对 称 性 知 上 面积 分 相等 ,用 极 坐 标 系 知 
本 gz 7 
12| | ya -rz -ydyz= 2 | Psi $v a’ 一 人 pp 
工 = 由- y=D d= p= 


5 
_ 2ra 


3 ， 
斯 托 克 斯 定理 
26. 证 明 斯 托 克 斯 定理 ， 

证 明 5 ” 设 曲 面 S 在 zy, 关 和 zz 平面 上 的 投影 区 域 是 由 简单 闭 昌 线 围 成 的 ,如 图 10-16 所 示 .曲面 
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图 10-16 


S 的 方程 可 表示 为 z= 了 (xz, y) 或 ?Y=g(y, 2 或 y= 有 tx, zh 其 中 让 8, 六 是 单 值 连续 上 且 可 徽 的 函数 ， 
下 面 来 验证 


ev X A) ndS= ey x (Ari+t A + AK)]. nds 
E 


= I -aF 


其 中 C 为 曲面 8 的 边界 曲线 . 
先 考 不 | [Vx (A 2D)]enads,. 
i J K 
国 为 了 x {Ai = 天 元 元 - 
A D 0 


dA A 
Fj Pn + k Jas, {1) 


[Y x {41i)]: nds = | 


如 果 半 两 $ 的 方程 为 ==_A(z，y)，S 上 任 - -点 的 位 置 向 量 是 = zi + 于 =zi4yy fe, yjk, 网 
学 = 7 3= 了 + 3 因为 扩 是 $ 的 切 向 量 ,因而 与 季 直 , 则 


9y 
可 - _ 可 
a 
代入 (1) 得 
器 0 本 
( 交 w jn tjas= ( 妆 . -5 .大 Pn jas 
或 [vx {Ai)] nds= -[ 物 3 jmkds， (2) 
全 Eh 
-， 新 9 HE 
在 SE,A (lr, y. z)=Alr, y, jr, y)]=F(r, y), 因此 二 1 Dz ay = 守 有 (2) 变 为 
aF 
[™¥ x CAIi)]: ndS =— Fon: dS =- Fydhrdy, 


则 上 x {Ai}] . nds -| - Bardy, 
号 2 


其 中 2 为 $ 在 z 平面 上 的 投影 . 由 平面 格林 定理 知 上面 的 积分 等 于 中 Fe， 其 中 了 是 贸 的 边界 曲线 ， 
因为 卫 上 每 点 (z，y) 处 下 值 与 C 上 每 点 (z，y，zx) 处 4 值 相 等 ,因此 两 条 曲线 qz 相同 , 则 有 
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或 | x (CAI)]: ndS = 中 Auaz. 
类 似 地 ,向 另外 两 个 坐标 面 投影 ,得 


I x (Asj)] .nds = 中 Asdy, 
ls x (As4)] .nds = 中 As 


将 上 式 相 加 .得 


sms- a 


如 时 曲面 S 不 满 是 以 上 约束 条 件 ,定理 仍 成 立 .将 曲面 S 分 成 子 曲 面 5;, 5;,…,S; ,它们 的 边界 曲 
线 分 别 为 C. ,C3,…,G;, 满足 上 面 的 约束 象 件 . 在 每 个 子 曲 面 上 斯 托 克 斯 定理 成 立 .将 每 个 子 曲 面 上 的 
面积 分 相 加 ,就 得 到 整个 曲面 S 上 前 面积 分 . 再 将 相应 于 C ,CC 的 曲线 积分 相 加 ,就 得 到 整 条 路 
径 CC 上 的 曲线 积分 . 

27, 验证 斯 托 克 斯 定理 ,其 中 A = 3 -zy + yz KS 是 抛物 面 2z = zz - y 被 平面 z=2 所 
截 得 的 曲面 ,C 是 其 边界 曲线 . 
证 明 几 ”曲面 $ 的 边界 曲线 CC 是 一 图 周 ,方程 为 : 十 y=4, z=2, 参数 方程 为 :> = 2cost， Jy 二 
2sint ,z=2, 共 中 0&t<2x, 则 


中 4 "ir = ¢ Avr — ready + we de 
=- 是 划 
ol 
= | 3{2sint }{ - 2sint) dt — (2e08t ){2008t Yd 


‘2 
- | {12sinzy + Beos 1) dt = 20r. 


i jk 
及 因为 类 和 = 元 区 元 ={2 +t xr)i- (z+3)k, 
3y zz 耻 
日 = Vr ty 2) _ +k 
[Ver ty 2) Vty+l 
Wey x 4 ma5 = | CV x 4) sn Tee 


= je 十 .十 吕 十 Bdrdy 


El 


号 
在 极 坐 标 下 为 : 


人 人 lpeosg) Cpl2) + cos $+ pel2 + 3 edodg = 20r. 


28. 证 明 ba .dr =0 对 任意 封闭 曲线 C 成 立 的 充 要 条 件 是 Vx A =0. 


证 般 三 ”充分 性 . 
假设 入 =0, 则 由 斯 托 克 斯 定 寿 知 


$4 “dr=||(v x 4)- nds =0. 


号 
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29. 


3 


必要 性 . 

假设 中 4 = 对 任意 封闭 曲线 向 成 站 ,不妨 设 在 革 
个 点 己 处 一 x 生 过 0, 册 由 了 < 生 的 连续 性 知 , 一 定 存在 卫 点 
的 蘑 个 邻 域 ,使 得 x 及 一 0. 设 5S 为 沪 仓 城中 的 一 曲 宙 , 有 曲面 
上 和 督 点 处 的 法 癌 贡 了 与 x 各 方向 一 致 , 即 祥 x 4 -= om ,其 中 
a 是 -正常 数 , 设 人 为 曲面 5 的 边界 , 则 出 类 托 克 斯 定理 知 


i 
J 


中 4 ， “=| XA nds 一 a |n "Rds > 0, 


上 


与 条 件 中 4 .dr 一 0 也 持 ,所 以 了 XX 丰 一 成立， 


以 上 证 时 过 得 表明 了 X 人 = 0 也 是 遇 线 积分 | ”4dr 与 


图 10-17 


连接 P 和 P; 两 点 路 从 无 闫 的 充 上 费 条 人 忻 


证 明 x A =0 的 充分 必要 条 件 是 A= WV$. 

证 阴 喇 充分 性 . 
如 六 一 立 8#. 则 由 第 七 齐 的 习题 名 得 了 X 间 = 一 关 了 由 = 
必要 性 . 


如 果 祥 Xx 各 = 0, 则 由 习题 28 知 ,对 任意 封闭 路 径 有 中 "dr = 0, 昌 | 4 .dr 与 连接 两 点 (a ,b,c) 
和 和 (Tt,，y, zz) 的 路 笃 无 美 . 定义 


mi ee 1 
gs) 一 1 


则 Pix + Ar, XY =) 一 gtr, y, zy) 一 网 和 
因为 积分 与 连接 两 点 (x，y，<) 利 (x 1 Ar，v，z) 的 路 径 无 类, 可 选择 连 这 这 两 点 的 让 线段 , 则 必 
= dr = 人 0, 积分 中 值 定 埋 有 


Aldr + Ady + 点 :et ， 


Br ar yp . _ 
总 -x Adr -A{r+tbar, y, zh OZ 
全 Ar 一 00. 两边 到 极限 ,得 :9 而 or= 内 
同 理 可 证 9gy= AAA， agos = A,. 
因此 六 =A1i+As7 Ak 
tk 7 
ta) 证 明 4 dr +Ady + 有 AAdz=d# 是 -一 个 全 澈 分 的 充 吧 条 什 是 Vx 六 =0 其 由 A=Ai 
{b) 由 {a} 证 明 
hry Yar zs Pa 2 ， wa) 
| Adr + Asdy + Asdz = | day 
0 1 人 = ) 
一 {x1, Vi z7) Pl, Vs 之 | ), 
证 明 财 《9 必要 性 . 
如 果 ae +t Asady 1 Aid = a8 = 1 fy 1 a 则 
Aicdr t Asdy | Aidz 元 Ty ga 几 
3 3p _ 9 
元 =4，(2) 有 一 4， G) 下 4 


很 设 偏 导 数 连 续 , 则 有 
0A A 0A A 1 DA 


dy dr dz 站 全 过 rr 
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即 汐 x 六 =0, 
另 一 种 解法 : 
如 果 A1dzr 十 六 dy + 及 dz 二 噶 , 则 


站 二 成 1 斌 十 六 37 十 及 3 让 


= + 3 + I = 


有 VxXxA=YxV$=0. 
充分 性 . 
如 果 立 x 4 =0, 则 由 习题 29 知 4=Y# 且 


Aar + Ady 十 圾 3 = 点 ， 才 = ve# * dr 


- Sid 十 dy + fde = ds, 


[| 
(b) 由 (2) 知 ,yz)= | r+ Asdy+Asdz, 略 去 被 积 表达 式 Adz + Asdy + Aadz 
有 . 
I pa 2 + pr Ti 
请 2 =[ : 全 ! 本 z2) 一 网， y1, 21). 


加 
(a) 证 明 下 = (2xz? +63)E+(6zr -2yz)j+ (3x?z? 一 yr)k 是 一 个 保守 力 场 . (b) 计 算 
| .ar, 其 中 CC 是 连接 (1, -1,1) 和 (2,1, -1 的 任意 路 径 .(c) 对 (b) 的 计算 结果 给 出 
物理 解释 . 

证 骨 ”a) 如 果 曲 线 积 分 | F .dr 与 路 径 C 无 关 , 则 称 力 场 了 是 保守 的 .下 是 保守 的 充 要 条 件 是 


VxF=0. 


f j 天 
9 2 a ， 
叉 因 为 ”xXF= 无 ay 于 =0, 所 以 政 尾 保守 的 . 


272 +t6y 6r—2y8 Br rr —y 
(b) 解法 1 
由 习题 袖 知 ,Fdr=(2zxz +6y)jar+(6r -2y)dy+ (Mrz -ya 是 一 个 全 微分 屈 , 其 中 #5 清 
足 


0) =22e +6y, 0) =6r- 2yz, (3) Of 3 一 六. 分 别 有 : 


区 二 + Emmyt+ ffly, 2) $= Gmy— yt f(r ,$= rr — yrt+ f(r, y) 
如 果 i(y， gx) 一 — yet+e, lx, 2)= x 2 +e, flr, y)=6zyt+c, 则 $= zx +6ry 一 yz+c 是 
一 致 的 .再 由 习题 30 知 


2,.1, -1 


[| 
| F-dr= xz tiry"y rte = 15, 
{1, -1, 1} 【一 1 


另外 我 们 也 可 通过 观察 法 确定 少 
由 Frdr = (re dr + 3r 2 de) + (Swxr + 6rdy) ~ (2yady + vy de) 
=d(x’ zi) Td(6ay) -d(yx)=d(r'z tOry—- yrte) 
知 多 一 工 za 十 Gazy 一 T+e. 
解法 2 
因为 曲线 积分 与 路 径 无 闫 ,所 以 可 选择 任意 路 径 计 算 曲 线 积分 .特别 地 ,可 以 选 从 (1, - 1,1) 到 (2， 
- 1,1) 的 直线 段 ,再 从 (2,1,1) 到 (2,1, 一 1) 的 直线 甩 , 结 果 为 


2 1 -] 
| GQz-Odat| 02-2yady+| (12 -Di = 15, 


其 中 第 一 个 积分 中 ,y= -1, z=1, dy=0, dz =0; 第 二 个 积分 中 z=2, x=1, dr =0, dz 一 0; 第 三 个 
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积分 中 =2, y=1, dr=0, dy=0. 
(ec) | .dr 的 物理 意义 是 将 一 物体 沿 普 曲线 已 从 点 人 1, 一 1,1) 移 动 到 点 (2,1, 一 1) 所 作 的 功 .在 保 
守 力 的 作用 下 ,做 功 与 路 径 C 无 关 ， 


杂 题 
32., (a) 设 让 = f(a 3? vw), y=g(u, 2) 定 多 了 一 个 变换 ,将 TY 平面 内 一 区 域 贫 映射 到 HY 平面 


内 一 区 域 多 ,证明 : 
J = cs ，Y) 
(b) 对 (a) 的 结论 作出 几何 解释 . 


证 明 号 。 (a) 设 C( 假 定 是 一 简单 闭 曲 线 ) 为 区 域 ?的 边界 , 则 由 习题 8 知 dedy = 了 中 zdy - 
人 


nudy, 


yd 
在 题 设 给 出 的 条 件 下 ,( 山 右边 为 


(2 A | A 
下 x( du 1 5 0)- y( Ssd | 5 ) 


du 


一 ;| (x2 ya (x 2 > 天 ji (2) 


其 中 C' 是 C 在 ww 平面 上 的 映射 (假设 C' 也 是 简单 闭 曲 线 ). 
如 果 镀 是 由 C' 围 成 的 ww 平面 上 的 - -区 域 , 则 由 格林 定理 知 !2) 右 万 为 


如 | 坊 (> 澡 -> 区 六 品 (> 侣 -> 各 ) 
-用 里 吕 -总 -器 = 川中 :3 
其 中 加 上 绝对 值 可 以 确保 结果 是 非 负 的 ,如 || dedy -入 

一 般 地 .我们 也 可 以 证 明 ( 见 习题 83) 


daly 


saudvu , 


ER 


er， ydr dy = 人 ie T), glu, 了 EE ET) dudu, {3) 
| Ei 


Gb) ae oy 和 上 | 3- 间 | guo 都 表示 区 域 的 面积 ,第 一 个 是 在 直角 坐标 系 下 ,第 二 个 是 在 
* 二 


阳线 坐标 系 下 
33. 设 F= -汪汪 < ，(a) 计算 了 xF, (b) 求 be. dr 沿 任意 封闭 路 径 的 值 ,并 解释 结果 . 
解 闻 (a) 和 不 和 人 (0,0) 点 的 任何 区 域 上 有 
i j Kk 
站 2 | 
YxF= 7 dy dz|=0 
Tr -3 0 


(b) 因为 中 .而 = 一 各 下 ,在 极 坐标 系 (p,4) 下 , 令 工 = peos$yy = psin$, 则 de = 


— psinfd$ + dpcos$, dy = pocsdd$ 二 dpsing, 且 一 3 - dd = dtarec tan 几 ). 


如 果 原 点 在 封闭 曲线 ABCDA 围 成 的 区 域内 (图 10-18(a)) ,在 A 处 $=0, 绕 曲线 一 周 后 ,$=2x 时 
又 回 到 A ,此 时 曲线 积分 |: = an 
如 果 闭 曲线 PQRSP 国 成 的 区 域 不 包含 原点 (图 10- 18(b)) ,在 P 处 6 = 加, 绕 曲 线 一 司 后 回 到 PP,$ 


"1908": 


(a 人 


贸 10-18 


= 各 ,此 时 划 线 积分 |” 地 = 0 
”站 
因为 天 = 应 + 人 培 ,wxRP=0 等 价 于 pay=3QAr .表面 上 看 ,该 题 的 结果 与 习题 11 了 矛盾, 其实 并 
不 然 .因为 P= 和 Q=-= + 并 不满 是 习题 11 中 的 假设 ,它们 的 偏 导数 在 包括 {0,0) 的 区 万 上 不 
连续 . 


A ee 


, 设 div4 表 不 一 向 量 场 4 在 点 处 的 散 度 ,证 明 :div4 = lim 一 Ky, 共 中 人 AV 是 由 井 


面 As 围 成 的 立体 ,AV 一 0 表示 AV 收缩 到 P 点 . 
证 朋 后 。 出 散 度 定理 知 : ava = a . nds. 
VY bs 
再 由 积分 中 信 定 再、 上 式 左边 等 了 div4 用 4V=d8A.AV ,次 中 dis4 介 于 AV 上 的 div4 的 最 大 信和 
量 小 值 之 间 ,; 则 
a. ndS 

diva = 二 rt 

令 AV-0.P 存 AY 内 部 ,da 出 趋向 于 点 已 的 diva 值 ,因此 ; 


» , A 
由 va = Jim 一 一 一 ， 
bye 


可 以 用 上 述 结 论 定义 4 的 获 度 ,从 这 可 以 撞 导 出 散 度 的 性 质 以 及 证 明 散 度 定理 .也 可 以 用 这 种 定义 
方式 将 散 度 的 概念 推广 到 直角 坐标 系 以 外 的 其 他 坐标 系 . 
物理 上 ,fi 川 4 ， ndS)IAYV 表示 向 量 场 4 在 单位 体积 内 通过 曲面 AS 的 通 量 . 如 果 A 的 散 度 在 点 了 的 


邻 域 内 是 正 的 ,表示 通过 点 下 的 通 量 是 正 的 , 称 点 卫 是 源 , 如 果 在 点 也 的 邻 域内 4 的 散 度 是 负 的 , 通 量 实 
际 上 是 流入 量 , 称 P 为 汇 . 如 果 一 邻 域内 既 没 有 源 , 叉 没有 汇 , 则 divA =0, 就 称 4 为 螺 线 向 最 场 . 


补充 习题 


曲线 积分 
35. 计算 | ”(z+ ar + (yz)dy , 沿 着 (9) 抛物 线 ?= zi (b) 直 线段 ;(c) 硕 次 连接 (1,1),(1,2) 和 (4,2) 


的 折线 段 ;( 中 曲线 x =217 t+ 1, ?= 下 十 ]， 


拍 ， 计算 中 {2x 一 yt+4)dr 1 (5y+4 3t 一 6)dy, 消 着 ry 平 而 内 顶点 为 (0,4),(3,0} 和 (3,2) 的 三 角形 围 成 的 


封闭 曲线 的 闭 时 针 方 向 . 


37. 洪 着 圆心 在 (0,0) ,半径 为 4 的 封闭 国 周 ,计算 上 是 曲线 积分 的 值 ， 
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38, (a) 设 F={x wil 2 , 求 | 天 上 ,其 中 为 zy 平面 内 y= 三 一 7 上 从 点 ( 虹 , 中 到 (2,2) 的 一 段 则 线 
弧 .(b) 对 所 得 结果 作出 物理 解释 . 

39, 计算 | (2z + y)ds 的 值 ,其 中 ;为 弧 长 参数 ,C 为 .六 平面 内 图 周 .1 yw = 25 上 从 (3,4) 到 (4,3) 的 最 
短 弧 段 . 


各, 洲 记 = (03x 一 2y)1+4 {y+22z)j 一 .x, 讨 算 | .Far 内 (00,0, 站 到 ,1,1) 的 值 , 盯 中 人 为 () 有 曲线 工 一 +z， 


3 三 = 人 fb 连接 两 点 的 直线 段 并 连接 点 人,0,0 ;人 ,| 人 间 利 (1 ,1.1) 的 折线 段 ;{d) 央 线 弃 == ,> 
2 


—Yy. 
41. 设 平面 或 空间 曲线 C 的 单位 切 向 量 为 T, 玉 为 -已 知 的 力 场 .证 明 企 恰当 的 茶 件 下 在 


| 下 -加 = | FF. Td, 其中 ;为 弧 长 参数 .从 几何 和 物理 十 钙 权 记 得 的 结论 . 

平面 格林 定理 ,路 径 无 关 性 

所 对 中 (一 zy )dr 1 (一 2.zy)dy 在 平 而 上 验证 格 检 定理 .其 中 心 是 珊 点 为 (0,0),(2,0),(2,2),(0,2 
的 正方 形 转战 的 封闭 曲线 的 顺 时 外 方向 . 


要. 用 格林 定理 求 4a) 习 题 庆 和 人) 习题 37 中 的 曲线 积分 . 
44, (a) 设 区 域 A 的 边界 曲线 C 为 一 简单 闭 曲线 ,如果 a ,a3 yat 而 ， 呈 ,及 是 常数 ,证 明 : 


中 (er < 才 day+t 他 3 全 上 {hr 1 py | paddy 一 (pi — uA. 
了 a 


(b) 在 什么 茶 件 下 , 潮 着 封闭 路 径 C 的 曲线 积分 部 等 十 季 ? 
后. 求 内 摆 线 x + y= a 国 成 图 形 的 面积 [提示 ;参数 方程 为 ;+ =acos 1, y= asin i, 0 we27] 


岳 , 设 式 = pcosg，y= msing, 证 明 3 ray rt = | 天 ay ,并 作出 解释 


47. 对 (rr - Ty)qdr + dy 在 平面 二 验证 格林 定理 ,其 中 亿 为 圆 x yy 一 4 和 z+ 二 16 了 所 周 区 
王 的 边界 曲线 ， 

48. (a] 证 明 | (27 一 六 二 3)dz + (一 4 与 连接 (1.0) 和 (2,1) 两 点 的 聊 租 无 关 .(b) 计算 (a) 中 
曲线 积分 的 值 . 

9. 计算 | 【22zy” — Yeeostjar + (1 一 2ysinz + 3c ydy 的 们 .其 中 为 沿 着 抛物 线 27 = zy* 上 从 点 {0， 
0) 到 {2,1) 的 一 段 曲 线 . 

有 息 . 沿 着 顶点 在 (0.0) (3.0) ,15,2),(2,2) 的 平行 四 边 形 围 成 的 封闭 曲线 ,计算 上 是 曲线 积分 的 值 . 

51, (a) 证 明 a= 02x 1 vy-2y)dr 1(3z +2xy)dy 不 是 全 微分 ;(b) 证 旷 exajz 是 某 个 下 的 全 微分 , 求 
$i) 解 微 分 方程 275 二 cy 一 2y drt+ (3 +2v)dy=0. 

曲面 积分 

S2. (a) 计算 | (2 + y jdSs, 直 中 S 是 由 锥 而 x* = 3 十 天) 及 =0 和 > = 了 所 围 成 的 封闭 出 面 .(b) 天 


{a) 的 结果 作出 物理 解释 

53. 求 平面 2z+ y+2zx=16 被 (ajr =0, y=0, z=2,， y=3; {bjx=0, y= 和 zx 1 y= 好 所 截 得 的 
面积 . 

54. 求 氟 物 面 2z = zx + y: 被 锥 面 == r+ 所 割 下 部 分 的 曲面 面积 . 

55. 求 锥 面 :=3(z |) 被 抛物 耐 *= + y: 所 截 得 的 曲面 面积 . 

56. 求 两 圆柱 z+y =a: 和 .rr + x*=a? 相交 所 围 立 体 的 表面 积 . 

57, {a) 求 球面 二 y+ x = a? 包含 在 锥 面 ztana = x I+ yw，0<a<rj2 内 部 的 间 面 面积 ;(b} 用 (a) 的 结 
论 计算 半球 面 面 积 ife) 解 释 在 (a) 的 结论 中 取 a = ,就 能 得 到 整 个 球面 面积 的 原因 . 

$58. 求 半 径 为 = 的 球面 关 十 球面 上 -一 点 的 惯性 抱 ,假设 密度 为 常数 5. 

s9. {a) 求 球面 + :1 =a! 会 在 锥 面 ztang=w + 0<a<nl2 内 部 的 敢 部 分 曲面 的 形 心 ;ib) 用 
{a) 的 结论 计算 半球 面 的 形 心 . 


面 
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散 度 定理 
0. 对 六 ={2xy 一 zjit yj 一 Cert3y)k 在 由 2r+2y+ z=6, =0, y=0, z=0 围 成 的 区 域 上 验证 散 度 定 
理 . 


61. 计算 天， ndS, 其 中 下 = (wx? 一 2z)i -xyw13 咏 且 S 是 由 z = 4 一 六 ,X=0, 二 3 及 xy 平面 所 转 立 


5 
体 的 表面 . 
62. 计算 下 - pS, 其 中 及 一 2x43z)i~ xz 十 yj+ (yy 十 2z)k, 日 S 为 球 心 在 (3, 一 1,2), 半径 为 3 的 
5 


球面 ， 
63, 计算 | bd + sad + soty, 其 中 是 图 柱 面 + 9 和 平面 < = 0, x = 3 所 围 立 体 的 表面 . 


oo Meir 1 yxdrdy, 其 中 S 是 由 x =0,y=0,z=0,xz=1,3y=1,z= 1 所 围 立 方 


体 的 表面 (a) 直接 计算 ;{b) 用 空间 格林 定理 { 散 度 定理 ). 
65. 证 明 对 任意 封闭 曲面 S 有 |(v x A) .ndS=0. 


66. 正明 | dS = 0, 其 中 为 任意 封闭 则 面 S 的 外 法 向 量 ， 
67. 设 n 为 区 域 的 边界 闭 曲 面 S 的 单位 外 法 向 量 , 证明: 
ar = 6. 
斯 托 克 斯 定理 
68, 对 4=2? 光 +3 达 一 过 验证 斯 托 克 斯 定理 ,其 中 S 是 上 半球 面 z+ 六 + 天 =9,C 是 其 边界 曲线 ， 


69, 对 入 =[(y 十 xz)i 一 Zz 可 + yk 验证 斯 托 克 斯 定理 ,其 中 5S 是 由 27+z=6& 和 y=2 所 围 成 的 立体 在 第 一 卦 
限 肉 的 外 向, 并 且 不 包 售 (ayzy 平面 ,(b) 平 面 y=2, (c) 平 面 2z + =6, 且 C 为 相应 的 边界 曲线 ， 


70， 计算 [iv x 4) pd5s, 其 中 及 = (rx 一 zj 二 (x + Wj 一 3xy 有 其 中 S$S 是 锥 面 : = 
5 


-yx + 在 心平 加 上 面 的 部 分 . 
71. 设 VV 是 由 一 封闭 由 面 S 转 成 的 立体 且 B = 人 x 4 ,证 明 | 可 .nds = 0. 


72, (9) 证 明正 = (2xy + 3)i+ (zx: 一 4z)j 一 4 六 基 一 保守 力 场 ;(b) 求 $ 使 得 F = WW$; (ec) 计算 | F "dr, 


其 中 心 是 从 (3, 一 1,2) 到 (2.1, 一 1) 的 任意 路 径 . 
73. 设 为 连接 球面 x? + y+ z* = a: 上 性 一 点 利 球面 x + y+ = 如 上 任 :* 点 间 的 任意 路 径 .如 果 下 


= Sr3r, 其 中 > = 巡 十 这 二 以, 证明 Fdr = 好 一 a. 


74. 设 F = f(r) ，r, 其 中 /(7) 连续 ,在 习题 73 中 计算 | F. dr. 


75, 判断 是 否 存 在 函数 $ 使 得 F = 人 V#, 其 中 (a)F = (rz 一 yiEHIzey+ 四 (3zz — zy}k, (b)F = 
2ze 于 十 (cosz 一 Ee” 了)j 一 ysinzk ,如 果 存 在 , 求 $. 
76, 解 微 分 方程 (z* -4xy)dxr + (6%y 一 2rdy+(3zz + 1)dz = 10. 
杂 题 
2 
77. 证 明 : 灌 着 区 域内 任意 简单 辕 则 线 C, 中 ，35dy - 3ax 为 零 的 充 要 条 件 是 革 + = 0( 其 中 在 急 


上 连续 且 至 少 有 两 阶 连 续 信 导数 ) 

78, 在 包含 两 个 “ 洞 ” 的 多 连通 区 域 上 证 明 格 林 定 理 ( 风 例 10). 

79, 设 Pdr + Qdy 不 是 全 微分 ,而 pl Pdz + Qdy) 是 全 微分 ,其 中 是 xz, 3 的 函数 , 则 称 py 为 积分 因子 . (a) 
证 明 如 果 下 和 G 是 x 的 函数 , 则 (Fy + G)dzx + dy 有 积分 因子 yy， 为 zx 的 函数 ,并 求 出 yy .事先 要 假设 
F 和 G 应 满足 什么 条 件 ?tb) 用 ta) 解 微分 方程 :zy = 2z + 3y. 

80, 求 球面 x? + + (gC— a 二 wr 全 在 抛物 面 x = 二 2 十 ~ 内 部 的 那 部 分 曲面 面积 . 


81. 设 Fr) 是 ， = V 丈 下 丰 下 灾 的 连续 可 短 函 数 ,证 明 :| rr)nds = 用 全 全 mav 
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82. 


33. 


87, 


38. 


证 明 :j| VY x (各 )dS = 0, 其 中 #$ 是 任 一 连续 可 微 的 纯 量 位 置 函 数 ,n 是 封闭 曲 而 S 的 单位 外 法 向 量 . 


号 
用 平面 格林 定理 推导 例 32 中 (3). 
[提示 : 设 xy 平面 内 闭 区 域名 的 边界 曲线 为 已 ,在 变换 z= fia ,wv), ygta， co 下 , 吏 和 记 分别 变 换 为 


uv 平面 内 的 信和 C”. 先 证 明 | K(x， y) drady =| Q(z, yjqdy, 其 中 3QIiny = F(x, y), 肯 证 明 除去 符 


号 之 外 ,上 一 个 积分 等 于 | .Q[ FC，v),g(u， +)]|38Gu + 384v |]. 最 后 用 格林 定理 ,将 上 一 积分 变换 


为 [FtA(u, wv), glu ,0)]-: | 32 2 ducd wo 


, 设 变换 = vw) y= vx 空间 中 区 域 人 映射 到 wrtx 空间 中 的 


区 域 光 .用 斯 托 克 斯 定理 证 明 : 


出 se 3 Jetz -co 中， | 其 2 | dududee, 


其 中 Ga vww}=F[E 站 中) .外 述 结论 成 立 的 充分 条 件 . 见习 
题 83. 


. 《al] 证 明 方 程 y= ra，2) 在 几何 上 一 般 表 示 一 张 曲面 ;(b) 讨 论 w= cl， 2= cea 的 几何 意 闵 ,其 中 6，6c: 


是 常数 ;(c) 证 明 曲 面 的 弧 元 素 由 下 式 诀 定 ， 
二 Edu’ + 2Fdudv + GAav’, 


Br dr mor.or _IF Ar 
RE- Fa go Gav"av 


. {a) 由 习题 是 ,证 明 曲 面 面 积 元 素 为 4S=v EG - 户 dudv; (b) 由 (a) 证 明 曲 面 r=r(wu, +) 面 积 


[YEG -Favs. 
[提示 :用 | 半 x 守 | = ( 绽 x 玫 )"( 苇 X 续 ) 和 恒等式 (AxB) (CxD)=(4"C)(B'D)~ 


(A'DHB'C).] 

(2) 证 明 工 = asinucoswi + asinusindj + acos 大 SS， 人 Ev 这 27 表示 半径 为 a 的 球面 .( 切 用 习题 中 
证 明 球面 面积 为 4ra* 

用 习题 34 的 结论 求 vA , 在 {a) 柱 坐标 ,(b) 球 坐标 ( 见 p.129). 
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第 十 一 章 ， 无 安 级 数 


无 穷 级 数 的 收 铀 与 发 
考虑 无 穷 级 数 
Su = ut ut + C1) 
没 级 数 的 部 分 和 序列 为 8S, ,3,,… 其 中 
S| = ws Sy = + uy Sy = Wt dr tas Hi = Kt ut + (2) 


如 果 该 序列 是 收敛 的 , 即 存在 一 实数 S ,使 得 lm S, = S 成 立 ,级 数 (1) 称 为 是 收 全 的 ,S 为 它 

的 和 ,如果 lim S, 不 存在 ,级 数 称 为 发 散 . (与 第 三 章 p. 41 作 比 较 ). 有 时 也 将 级 数 (1) 简 记 为 

Sus a 第 

例 1: 车 去 = 方 + 志 + 十 +…. 这 里 S, 二 前 项 的 和 =1~ 广 ( 见 第 三 章 习题 25), 因 此 lim(1 ~ 地)= 
所 以 级 信和 S=1 

例 2: > (一 DD" 一 1-1+1-1+… 当 为数 或 个 数 时 ,5, = 0 或 .因此 Il 5, 不 存在 ,级 数 发 散 


it 


无 穷 级 数 的 基本 性 质 
1. 如 果 之 yu 收 敏 , 则 jimaeo =0( 见 第 三 章 习 题 26). 反之 未 必 成 立 , 即 如 果 lim w=0， 
Zu 不 一 定 收敛 .也 就 是 说 如 果 一 级 数 的 第 n 项 不 趋向 于 零 , 由 级 数 发 散 ， 


2. 级 数 的 每 一 项 飞 以 一 非 零 常 数 不 影响 级 数 的 敏 散 性 . 
3. 在 级 数 中 去 掉 或 加 上 有 限 项 不 改变 级 数 的 伍 散 人 性. 


特殊 级 数 
1. 几何 级 数 . > ar =a+ear+ear+… 其 中 a 和 rr 是 常数 . 当 |r| 和 1 时 ,级 数 收 化 


项 和 为 S, = 4 局 二 一)( 见 第 三 章 习题 25) 


,a 1 ,其 中 p 是 常数 , 当 思 >1 时 收 化 , 当 p 志 1 时 发 散 . 
pb 一 1 时 称 为 调和 级 数 . 
常数 项 级 数 敛 散 性 判别 


1. 非 负 项 级 数 的 比较 判别 法 
(a) 收 合 . 设 n>>N 时 ,vo, 衬 0 且 Dv 收 人 敏 . 如果 0 入 &, 所 vw 对 一 切 >NN 均 成 立 , 则 
之 yu 收 敏 ， NN 一 般 NN=1. 


鲍 :因为 二 二 二 且 可 友 收 售 , 则 之 ) 有 上 也 收 绩 . 


(b) 发 散 . 设 > N 时 , 妈 实 0 且 > oo 发散, 如果 > vw 对 一 切 n>N 均 成 立 , 则 > 地 


第 十 一 章 无穷 级 数 ， 203 。 


也 发 散 ， 

例 :因为 [> 二 ra Dl 一 发 散 ， 则 > 也 发 散 . 

2. 非 负 项 级 数 的 商 判别 法 

(a) 设 ou>>0,m>>0, 如 果 lm 让 = 人 0 或 o , 则 Sw, 和 > ww 同 黎 散 . 

(b) 如 果 (a} 中 入 =0 且 > mw 收 敏 , 则 > xz 也 收 伍 . 

(ce) 如 果 (a) 中 和 = oo 日 >，mw 发 散 , 则 六 ,zx 也 发 散 ， 

商 判 别 法 和 比较 判别 是 相关 的 , 足 一 种 非常 有 效 的 判别 法 ,特别 地 ,全 v= 1n*, 由 级 
数 的 性 质 , 有 

定理 1 设 limo'u=A, 则 

(i) 当 p>1 且 A 是 一 有 限 数 时 ，>,xw 收敛 . 

{ii) 当 户 委 1 且 人 >，a 发 散 ， 

1. 因 为 hmaz ea 于, 所 以 ,二 了 -5 收 伐 


2 因为 Jim ai ~, 所 以 > -PP 发散 
3. 非 负 项 级 数 的 积分 判别 法 
当 xz 之 六 时 , 设 六 z) 是 正 的 连续 且 单 调 递减 函数 , ja) = N,N +1,N +t2,…, 则 
于 w 的 伍 散 竹 和 7(z)dz = 各 | f(z)dx 敏 散 性 一 致 ,实际 序 用 时 ,党 取 N = 上 
例 : 因 为 |" 竹 -a(1 一 南 ) 在 在 ,所 以 可 二 收 煞 


4. 交错 级 数 判别 法 , 交错 级 数 是 逐 项 正 负 交替 的 . 
如 果 下 列 两 个 条 件 成 立 ( 见 习题 15) , 则 交错 级 数 收 你 . 


(8) lwn!|w|， 当 zP1 
(b) limu, =0 (或 im lu | =0)， 

1,!_ 1 1 CD" -1)"! | _ 
多 :级 数 1- 去 + 计生 + 于 -= 了 = 人 一 ,有 [w= 全 一 ,= 二 


Hi, 则 2 时 有 | 和 | 生 |w | 县 fs lw | =0. 因 此 该 级 数 收 全 


定理 2 满足 条 件 (a) 和 (b) 的 收敛 多 错 级 数 ,前 ” 项 的 和 产生 的 误差 小 于 第 + 1 项 的 绝 
对 值 ， 

例 : 取 级 数 1~ 二 ， 3 -上 + 5 一 … 前 4 项 的 和 ,误差 小 于 二 =0.2， 

5. 绝对 收 伍 与 条 件 收敛 .如 果 > | x，! 收敛 , 则 称 级 数 >}w, 绝对 收 伊 , 如 果 Yu 收 
化, 但 > 1 aa | 发 散 , 则 > ,io 称 为 条 件 收 化 . 


定理 3 如 果 六 1 w | 收 化 , 则 wu, 收 化, 即 绝对 收敛 的 级 数 必 收 敏 ,( 见 习题 17). 


例 1 六 + 二 =- 宁 一 直 + 机 + 让 -… 是 绝对 收敛 的 ,因而 级 数 收敛 ,因为 加 上 绝对 值 的 级 数 刀 + 去 
例 2:1- 半 + 读 - 寺 +… 收 伍 , 但 1+ 于 + 访 +… 发 散 ,因此 1- 本 十 于 - 于 +… 是 条 件 收敛 的 . 


非 负 项 级 数 的 一 切 判 别 法 都 可 用 来 由 对 收 
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微 积分 


H+ 


6. 比值 判别 法 , 设 lm | 一 | = 三 ,级 数 > u。 
(a) 当 工 < 时 , (绝对 ) 收 化 ， 
(b) 当 上 >1 时 ,发 数 . 
如 果 工 =1, 该 判别 法 失效 . 

7. 次 根 式 判别 法 . 设 limY TurT = 工 ,级 数 > ww 
(a) 当 LL<1 时 ,( 绝 对 ) 收 化 ， 
(b) 当 工 >1 时 发 数 . 
如 果 工 =1, 该 判别 法 失效 . 

8- 拉 阿 伯 (Raabe} 判 别 法 . 设 limn (1 - 
{a) 当 工 >1 时 ,{ 癌 对 ) 收 误 ， 
(hb) 当 工科 1 时 ,发 页 或 条 件 收 伍 . 
如 打工 =1, 该 判别 法 失效 . 
当 比 值 判别 法 失效 时 ,经 常 使 用 该 判别 法 ， 

9. 高斯 (Gauss) 羯 别 法 . 设 | 于 | = 1 元 + 各 ,其 中 |eo1< 已 对 一 切 a>N 成 立 , 则 级 数 


了 ， 于 


和 |)= 工 ,级 数 Du 


H+ 1 
tn 


绝对 收效 级 数 定理 


定理 4 绝对 收敛 级 数 经 改变 项 的 位 置 后 构成 的 级 数 仍 收敛 , 且 与 原 级 数 育 相同 的 和 , 然 
而 条 件 收 合 级 数 经 政变 项 的 位 置 后 构成 的 级 数 , 可 能 发 散 , 也 可 能 收敛 到 其 他 和 (见习 题 76). 
定理 $ 两 个 绝对 收敛 级 数 的 和 、 差 . 积 、 商 仍 是 绝对 收 伍 的 . 这 些 运 算 对 有 限 级 数 同 样 成 


Yr. 
无 穷 序列 和 消 数 项 级 数 , 一 致 收敛 

设 iu, (zi ,n=1,2,3,… 是 定 六 在 [a ,5 上 的 函数 列 . 任 给 es >0, 对 任意 了 E [az ,5j, 存 
在 六 >0, 使 得 当 3 > 时 ,有 |a(z)-Fzil<e 成 立 , 则 称 函 数列 收 伍 到 下 (rzr)， 或 称 在 
[a,b] 上 有 极限 F(x).N 与 x 及 se 相关 .如 果 六 与 z 无 关 , 仅 与 s 相关 , 则 称 函 数列 在 [a, 上 8] 


上 一 致 收 合 到 F(z) 或 称 在 La .5] 上 一 致 收 化 . 
如 果 晴 数 项 级 数 


Sx) = HATY + Har) + ali) + 委 (3) 

部 分 和 序列 1S. (zx,n =1,2,3,…, 其 中 S, (zx) 二 wi(r)t+ wtr)t…+w{z) 在 [a, 上 5] 上 收 
敛 , 则 称 函数 项 级 数 在 [a ,51] 上 收敛 , 记 为 lmS,《z)= SCz),S(z) 称 为 函数 项 级 数 的 和 . 

由 此 可 得 , 设 任 给 e >0, 对 任意 全 [a ,存在 N>0, 使 得 当 n>N 时 ,有 | SS, tx) 一 

S{x)|<e 成 立 , 则 称 > ,zz) 在 [e,b] 上 收 敏 到 S(z). 如 果 N 仅 与 e 相关 ,与 zx 无 关 , 则 


称 级 数 在 [ a ,5] 上 一 致 收 化. 
设 SGz) -SCz)= 及 (zz), 称 为 第 项 的 余 项 .等 价 地 有 如 果 任 给 。>0, 存 在 NN 只 与 


相关 ,与 xz 无 关 , 使 得 当 n>N 时 ,对 任意 xE€[a,b] 有 LR,(zx)|<<e 成 立 , 则 称 少 ,u, (zx) 在 
[a ,5 上 一 发 收 敦 . 


第 十 一 章 ”无穷 级 数 


" 205 ， 


上 面 的 定义 对 其 他 区 间 , 如 a 所 x 所 6 ,a 气 x 人 < 等 均 成 立 . 
级 数 的 [绝对 或 一 致 ] 收 化 域 是 使 函数 项 级 数 { 绝 对 或 一 致 ) 收 藏 的 x 的 值 的 集合， 
级 数 一 致 收效 的 特殊 判别 法 
1. 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass] M 判别 法 . 设 正 常数 序列 M, ,M: ,AM … 在 某 一 区 问 上 满 
足 : . 
Ca lau, (rEM, ,n=1,2,3,..°, 
(D MA 收 伊 
则 六 x。(z) 在 该 区 间 上 一 致 旦 绝对 收银， 
例 ; 六 Sm 经 在 [0,2x] 上 有 : | 之 严 |< 忆 有 目 了) 点 收 知 , 所 以 一 到 县 对 收 人 


该 判别 法 提供 了 判别 一 致 收 伍 的 一 个 充分 供 非 必要 条 件 , 即 该 判别 法 的 条 件 即使 下 成 立 ， 
级 数 也 有 可 能 是 -… 致 收 钙 的 . 

由 该 判别 法 易 造 成 这 样 的 误解 ,认为 一 致 收 合 的 级 数 一 定 绝对 怕人 钱 , 反 之 也 成 立 ,其实 不 
然 , 即 级 数 一 致 收 伍 但 未 必 绝 对 收 伍 ,反之 也 未 必 成 立 .见习 题 30. 

2. 狂 利 克 雷 (Dirichlet) 判 别 法 . 设 

(a) 1a, 是 一 单调 递减 昌 以 零 为 极限 的 正常 数 序 列 ， 

(b) 丰 在 一 常数 也 ,使 得 当 a 所 x 所 时 ,对 一 切 n>>N ,有 


| u(x) + u(x) 十 … 十 us (ZT) | 之 了 成 立 ， 


则 级 数 
QH 您) + ca) + = oa 人) 
n=1 
在 a 和 芯 + 人 入 5 上 一 致 收敛 . 
级 数 一 致 收效 的 定理 


设 一 无 穷 函 数 项 级 数 一 致 收敛 , 则 其 和 函数 有 许多 性 质 , 如 以 下 定理 所 示 : 
定理 6 设 1a (za=T,23… 在 [aaj 上 过 续 , 如 果 Du, (zx) 在 [a ,8 上 一 致 收 合 


到 和 函数 S(T), 则 S{z) 在 [a,51 上 连续 . 

简 而 言 之 ,由 一 连续 函数 列 构成 的 一 致 收敛 级 数 其 和 函数 仍 是 连续 的 .这 个 结论 经 常 被 用 
作 通 过 检验 一 和 函数 Stx ) 在 某 些 点 (见习 题 30) 处 不 连续 ,从 而 证 明 一 给 定 级 数 不 是 一 致 收 
剑 的 . 

特别 地 ,如 果 xz。 在 [a ,8] 上 , 则 定理 可 表示 为 


lim D(z) = DD imi (z) = D(z), 
如 果 x 位 于 [a ,6] 的 吴 点 处 ,分 别 取 二 极限 和 左 极限 


定理 7 设 iz, (zx)| ,n=1,2,3,… 在 [a,b1 上 连 缕 , 且 之 yw (zx) 在 [a,6] 上 一 致 收 合 到 
和 和 隧 数 SCz), 则 


| s(n)dr = > ur) dr (4) 
加 Wl 


或 [Bla) | = 二 | ,a (5) 
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简 而 言 之 ,由 连续 函数 列 构成 的 一 致 收 全 级 数 可 以 逐 项 积分 . 
定理 8 设 |u, (x),n 一 1,2,3,… 在 [a,5p] 上 连续 且 有 连续 偏 导数 . 当 > ,xu (x) 在 [a， 


四 ] 上 一 敏 收敛 时 ,如 果 > yw (z) 也 收 伍 到 S(x), 风 在 [a ,加 上 有 


SCz) = Du (zr) (6) 
n=1 
d | "ad 
或 kl) = BD fs). (7) 


这 表明 满足 上 + 述 定理 条 件 的 级 数 是 逐 项 可 微 的 . 
上 述 定理 对 序列 也 成 立 . 如 , 设 iu(z)) ,n=1,2,3,… 在 [a,5] 上 一 教 收 合 , 则 


lm w(x)az = 「 lim un (zx) dx. (8) 
这 与 定理 7 类 似 . 
顶级 数 
一 级 数 具有 形式 
ap tart+arr += pe (9) 


其 中 ao ;a1 ,4;3,… 是 常数 , 称 为 zx 的 稳 级 数 .通常 将 (9) 简 记 为 >aszr". 

震级 数 当 |z| 雯 民 时 收敛 ,jz|> 尺 时 发 散 , 其 中 R 称 为 级 数 的 收 伍 半径 ., 当 |z|= 玉 时 ， 
级 数 林 能 收敛 ,也 可 能 发 散 . 

区 间 |z | 之 RR 或 -RR<x<<R, 也 可 能 包括 端点 , 称 为 级 数 的 收 人 证 区 间 . 可 以 用 比值 判别 法 
求 收 策 区 间 .一 旦 这 种 方法 失效 ,可 改 用 其 他 判别 法 .{( 见 习题 22) 

有 了 两 种 特殊 情况 :及 =0 和 尺 =o, 民 R=0 时 ,级 数 只 在 z=0 处 收 笋 ;及 = 吕 时 ,在 一 切 = 
处 均 收 敏 , 记 为 -ce< zc<+oo( 克 习题 25). 下 面 讨论 宕 组 数 的 收敛 性 ,除非 特别 指出 ,一般 假 
没 尽 >0， 

如 果 用 (z 一 a) 替 模 (9) 中 的 zx, 得 到 的 宏 级 数 有 类 似 的 结论 ， 


关于 帮 级 数 的 定理 


定理 9 短 级 数 在 其 收 合 区 间 内 的 每 一 于 区 间 上 是 一 致 旦 绝对 收敛 的 . 

定理 10 窜 级 数 在 其 收 合 区 间 内 的 每 一 子 区 间 上 是 逐 项 可 积 和 逐 项 可 微 的 .收敛 畦 级 数 
的 和 吗 数 在 其 收敛 区 间 内 的 每 一 子 区 间 上 也 是 连续 的 . 

这 可 根据 p.207 的 级 数 一 致 收敛 定理 以 及 定理 9 直接 推 得 .这 些 结论 也 可 以 推广 到 包括 
收 伍 区 间 的 端点 ,如 以 下 定理 : 

定理 11( 阿 贝尔 定理 ) ” 当 一 夭 级 数 在 其 收 伍 区 间 的 一 端点 处 收 敏 时 ,其 一 致 收 敏 区 间 也 
包括 这 个 端点 ( 见 刁 题 所 ) 


定理 12( 阿 贝尔 极限 定理 ) 设 > ， asr 在 z = z 处 收敛 , zo 是 收敛 区 各 内 部 的 点 或 为 
端点 , 则 


lim [六 or | = > | lim ez | = Tas, (10) 
fh = n= 7 了 一 小 

如 时 ro 是 准点 , 则 根据 re 是 堪 端 点 或 在 端点 ,在 (10) 中 分 刻 取 > 一 za 或 x 一 x6 、 

这 可 以 根据 一 至 收 钱 级 数 和 函数 的 连续 性 ,从 定理 11 和 定理 6 推 得 . 
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办 级 数 运算 


在 以 下 定理 中 ,假设 所 有 知 级 数 在 某 个 区 间 上 是 政 代 的 ， 
定理 13 两 个 容 级 数 逐 项 相 加 或 相 减 后 所 得 等 级 数 在 公共 收复 区 间 内 收 合 . 


定理 14 两 个 备 级 数 忆 ee" 和 沁 bx" , 相 乘 得 到 的 >crz" 在 公共 收敛 区 间 内 收 伍 , 其 中 
cr = Ab + Abi + aabna + + Aady (11) 
定理 15 宕 级 数 忆 wx" 除 以 震级 数 习 br" ,其 中 如 关 0, 商 可 写 为 一 每 级 数 ,对 充分 小 的 
z 收 伍 . 
定理 16 设 y= 污 asx", 将 += 3) by 代入, 可 以 用 a, 来 表示 系数. 这 个 过 程 常 称 
为 级 数 的 反 注 。 加 
西数 展开 成 突 级 数 


设 f(z) 及 其 导数 六 C(x) ,F(z),…, A(x) 存 在 ,在 闭 区 间 a 夺 z 扩 5 上 连续 ,F(x) 
在 开 区 间 as<r<z 上 存在 , 则 如 前 几 童 所 示 ( 见 p.57 和 p.86); 


fF) = Ft Fa) + EG a + +t RD 
其 中 余 页 R,(x), 可 由 下 面 黄 种 形式 之 一 给 出 : 


PE) He wy 
R, ei ! ( 拉 格 朗 日 形式 )， (13) 
‘n+iy} 
R = 人 各 (z -8)"(z ~ a) ( 柯 本 形式 )， (14) 


其 中 许 介 于 a 和 xz 之 间 , 上面 两 种 形式 中 一般 不 相 贱 . 
随 着 n 的 变化 , 也 发 生变 化 . 如 果 对 [a,6] 上 一 切 z 和 #, 都 有 limR, =0, 则 (12) 变 为 


F=f rf lar a Er ap + A(z -ap + (15) 


称 为 泰勒 级 数 或 f(z) 的 泰勒 展开 . 当 a=0 时, 称 为 麦克 劳 林 级 数 或 A( xz) 的 麦克 劳 林 展 开 . 
函数 展开 问题 见 第 六 章 ， 

也 许 有 人 会 认为 如 果 大 ) 的 任意 阶 导数 在 xz = a 处 都 存在 ,展开 式 (15) 就 是 正确 的 . 然 
俐 这 并 不 具有 必然 性 .尽管 可 以 从 (415) 右 边 形式 上 得 到 一 级 数 , 但 它 未 必 收 化 到 f(z). 这 样 


的 例子 见习 题 104. 
级 数 收 侣 到 zz ) 的 确切 条 件 通过 复 变 函数 定理 得 到 , 见 第 十 七 章 . 
一 些 重 要 的 帝 级 数 
下 列 级 数 ,在 指明 的 区 间 上 上 收 伍 到 给 定 的 函数 ,在 实际 中 经 常用 到 : 
3 5 .了 2n—1 
1 snr 有 Dr 
一 “ : | x ° 上 3 了 一 a [| oo 
2 cosr=1 HD Dt Cr, 


2 3 nl 
< 一 1 二 + mr I [LE ee- 
3, e' =1+2 上 元 [十 本 [十 tert ,一 IT, 


2 3 4 xn 
No es Ek 一 
4. ln(l+ zw)=zx 可 十 一 + 二 (一 1) 本 十 一 < rs] ， 
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7, (+x) =1+ pert PB Drit. + Pp- Dp- ntl) 4 了 下 二， 
这 是 二 项 级 数 ， 

(a) 如 果 P 为 正 整数 或 零 , 级 数 是 有 限 项 ， 

fb) 如 果 户 之 0, 但 不 是 一 整数 , 则 级 数 在 一 1 所 x 所 1 上 (绝对 ) 收 伍 . 

co 如 果 - 1<DP<0, 则 级 数 在 -1<z 委 1 上 收敛 . 

【9 如 果 PP 委 -1, 则 级 数 在 -1<x<l 上 收 敏 . 

如 果 - 1<z<l, 对 一 切 pp 级 数 都 收敛 


特殊 课题 
1. 用 级 数 定 久 函数 是 非常 有 用 的 ,经 常 出 现在 求解 微分 方程 时 . 如 一 函数 定义 为 : 


4 


_ Ea 革 
17) = i 1 OE OE ET (16) 


Dr) 
本 > nl p71 


区 = 由 


是 贝 塞 尔 微分 方程 zy +zy +(x? 一 pp )y=0 的 一 个 解 ,因此 称 为 p 阶 贝 赛 尔 函数 ,见习 题 
46. 
类 似 地 , 超 几 何 ( 比 ) 函 数 


是 高 斯 微分 方程 zx(1-z)y+ic-ta+as+izly -aby=0 的 一 个 解 . 

这 些 函 数 具 有 许多 重要 性 质 ， 

2. 复数 项 无 穷 级 数 是 形式 为 So。w' 的 特殊 备 级 数 ,其 中 x=z + iy,a, 可 能 为 复数 ,类 

n= 让 

似 于 实数 项 级 数 . 

这 样 的 短 级 数 在 |z| 达 RR 时 收 敏 , 即 收敛 域 为 图 x? 十 y= R? 的 内 部 ,其 中 及 是 收 伍 半 径 
【如 虹 只 有 = =0 时 级 数 收 俩 , 称 收 敏 半径 R 为 零 ;如 果 对 一 切 = 都 收 贫 , 称 收 伍 半 径 为 无 穷 )， 
在 圆周 上 即 |>| = RR 时 ,级 数 可 能 收敛 ,也 可 能 发 散 ,根据 = 决定 . 

当 y=0 时 ,收缩 圆 域 退 缩 为 实数 项 级 数 的 收 分 区 间 , 由 复 变 函数 定理 可 以 更 深入 地 了 解 
这 类 之 级 数 , ( 殉 第 十 七 章 ) 


3. 舍 两 个 或 更 多 变量 的 函数 项 无 穷 级 数 ,如 > wu (zx,y) ,类 似 于 含 一 个 变量 的 级 数 . 特 
n=1 
别 地 ,我 们 讨论 含 x 和 的 震级 数 , 有 下 列 形式 : 
am + {amr + amy) + [ant + anzy + amy) 十 和 (18) 


常数 带 有 双 下 标 .对 其 中 一 个 变量 而 言 ,可 按照 第 六 章 p. 99 页 结论 ,将 关于 z 或 y 的 函数 展 
开 成 震级 数 的 形式 , 且 当 ”> ce 时 有 余 项 R, 一 0. 一 般 , 这 样 的 备 级 数 在 一 矩形 域 |z | < A， 
|y|<B 内 部 收敛 ,在 边界 上 可 能 收 做 . 

4. 二 重 级 数 .考虑 数组 (或 函数 阵列 ) 
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设 S. = > 六 ww 是 数组 前 m 行 和 前 4 行 的 数字 和 .如 果 存 在 一 数 使 得 jim Su = S, 则 


称 二 重 级 数 Dp 收敛 到 和 S ,否则 是 发 散 的 ， 

二 重 级 数 的 有 关 定义 和 定理 类 似 于 先前 讨论 的 级 数 

5. 无 穷 季 积 , 设 p= (1+ wj)(1+ ws)(1+ oo)…(1+wm) 可 用 TI(1+ w) 表 示 , 其 中 设 
避 关 一 1 大 二 1,2,3，… 如 果 存 在 一 数 2 天 0, 使 得 im p, = 了 , 则 称 无 穷 乘 积 (1+ zi )(1+ za) 
… 一 开 (1+ ww ), 或 简 记 为 IT(1+ ww ) , 收 伍 到 已, 否则 称 为 发 散 - 

如 果 L[(1+ |w |) 收 和 敛 , 则 称 无 穷 乘积 1I(1+ uw ) 绝 对 收敛 . 显然 ,绝对 收敛 的 无 穷 乘积 必 


收 伍 , 如 将 元 素 重 排 不 影响 结果 . 
有 关 无 穷 滋 积 的 定理 (通过 取 对 数 ) ,可 根据 无 窃 级 数 推 得 . 因此 有 ， 


定理 TIT(1+ 心 ) 绝 对 收敛 的 充 要 条 件 是 > ui 绝对 收敛 ， 
6. 本 求 和 性 . 设 S,, S, ,5;,… 是 一 发 散 级 数 > ,au 的 部 分 和 . 如 果 序 列 5,， 
S++ . 
3 


SI 5, 
2 时 


…( 取 SS: ,5S;，… 前 ”项 的 算术 平均 ) 收 剑 到 S, 则 称 级 数 > ,zu 是 Cesaro 意 


义 上 可 求 和 的 ,或 C1 可 求 和 到 S.( 见 习题 51). 
如 果 > 收 伍 到 5, 则 Cesaro 方法 也 产生 结果 S. 所 以 Cesaro 方 法 也 称 为 可 求 和 的 正 划 


方法 
如 果 Cesaro 极限 不 存在 ,对 序列 S, ,> 记 ， 汪 二 汪汪 ，… 采 用 相同 的 方法 .如 果 这 个 


序列 的 C 1 极限 存在 且 等 于 5S, 则 称 这 jus 在 C2 意义 上 收 笋 到 S. 这 个 过 程 可 以 无 限 地 继续 


下 去 . 
7, 渐 近 级 数 . 考虑 级 数 


S(z) t+ 和 二 + 党 + 一， (19) 


设 级 数 的 部 分 和 为 


S,(r) = an t+ + ‘+, = 0,1,2,…， (20) 
ra ,让 


设 RR(z)= 所 zx) 一 S.(zx), 其 中 xz) 是 已 知 的 ,如 果 对 每 一 nn 有 
lim x"R,(x) = 0, 


则 称 S(z) 是 f(x) 的 渐 近 展开 式 , 表 示 为 Hx) ~S{z). 

实际 上 级 数 (19) 发 散 . 然 而 将 级 数 逐 项 相 如 求 和 ,直到 项 开始 递增 为 止 ,我 们 可 得 到 x) 
的 一 个 有 用 的 逼 近 式 ， 

对 渐 近 级 数 施行 各 种 操作 都 是 可 行 的 .如 渐 近 级 数 可 以 相 乘 或 逐 项 积分 产生 另外 的 谣 近 
级 数 . 
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习题 与 解答 
常数 项 级 数 的 收敛 与 发 散 
1 (证 明 T3 + 下 3 二 下 7 二 > 7 一 T9077 二 收 售 ,(b) 求 级 数 和 |， 
解 溯 mr (i 到: 则 
$=- 访 )+ 雯 ( 计 - 吉 )+ +t 二 (三 上 -1) 
= 去 (二 - 言 + 言 - 寺 + 二 -7451 二 
= 去 人 -元 行 ) 
因为 lim S, = im 计 (1- 元 二 )} = 二 .所 以 级 数 收 敏 且 和 为 十 ， 


级 数 的 部 分 和 S, 中 ,除了 第 一 项 和 最 后 “项 ,其 余 都 成 对 相 消 , 所 以 又 称 为 显 微 级 数 ， 


2.(a 证 明 部 + ( 子 ) + ( 当 ) +…= 本 ( 生 ) 收 化,(b) 求 和 . 
2 
3 


因为 imS, = lm2|1- (之 ) | = 2, 所 以 级 数 收 贫 晶 和 为 2. 
另 一 种 解法 “在 第 三 章 习题 25 中, 设 < 一 全,r- 了 , 则 和 为 oj- m)= 半 /人 -号 )=2 


3. 证 明 级 数 池 + 拖 + 计 +…= 了 > -人 发散， 


n=1 


证 朋 号 ”因为 lmw, = limz iT 1 所 以 由 第 三 章 习 是 26 知 ,级 数 发 散 . 
4. 证 明 通 项 为 u, = n+1 -V4 的 级 数 有 limu， = 人 0, 但 级 数 发 散 . 

证 明 久 ”由 第 三 章 习题 14(c) 知 jimu, =0, 而 
=-Yn)=w ntl--1 则 S, 递增 且 无 界 ,级 
数 发 散 . 由 此 可 见 lim w=0 是 级 数 收 全 的 必要 非 充 分 条 件 . 

比较 判别 法 和 和 商 判 别 法 
5. 设 0&w, 所 wn 二 1,2,3,… 如 果 办 ,vw 收 化 ,证 明 >)w 也 收 伍 ( 即 建立 判别 收 仇 性 的 比 
较 判 别 法 ). 
解 见 设 S, = 二 wzt 十 T= 二 V4 wt ;因为 放 yw 收 合 , lim 了 3， 存在 且 等 于 了 ,所 以 
由 zw220 得 T, 态 本 , 则 
Ss = tut tot vt to， 
或 0 过 3, 委 工 ,因此 S。 是 单调 有 界 递 增 序列 ,一 定 有 极限 ( 见 第 三 章 ), 即 Du 收 敏 . 
6, 用 比较 判别 法 证 明 1+ 二 + 二 +…= > 工 发 散 


#=1 


证 明 三 。 因为 1 之 方 ， 
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"211 : 


1 1、1 1 1 
> 一 
T1344 2 
1 1 1 1、1 1 1 1_1 
t+F+1+6172B1Rt1H -2 
1 1 1 1、1 1 1 i 1 
tt" 1B 人 1B+161+ 1 项) = 二， 


一 直到 任意 多 项 ,有 
1+ (3 + + (3 + 3 + 3 + + 汪汪 + 二 + 方 + 
因此 只 要 选择 足够 多 的 项 ,就 能 使 右边 比 任意 正 数 都 大 , 原 级 数 发 散 . 


同 理 可 正 , >， 证, 当 包 为 一 常数 日 p<<1 时 发 散 , 户 > 1 收 伍 . 也 可 以 用 其 他 方法 证 明 ， 


. 判别 > 于 -的 笋 散 性 


去 己 , 所 以 3 A 二 所 = 1 
了 ni 也 


解 旺 因为 hn<zr 且 -1 
2n” -1 
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又 ”二 收 策 , 所 以 大 级 数 收 全. 


. 设 xs 和 zw 是 正 的 .如 果 lim* = 常数 4 天 0， 


证 明 >，,z 与 > 同 伍 散 ， 
证 明 局 。 由 假设 , 任 从 。>0, 存 在 一 整数 N, 对 一 切 m> N, 有 | 钮 一 4 | < 之。 成 立 则 当 ， -= N + 1， 


N+2,… 有 : 
-eA Cu < (A +e)w, {1) 
从 N+1 到 避 求 和 i 更 确切 讲 是 内 N+1 到, 令 M+)， 
OA- < by ,< At ob (2) 
不 失 … 般 性 ,假设 As >0, 从 (2) 右 边 知 , 当 > "wm 收 合 时 ,uw 也 收 敏 .从 (2) 左 边 知 , 当 了 iv, 发 
散 时 ,> zu 发 散 .A =0 或 4= oo 情况 见习 题 62. 
- 判别 收 伍 性 :(a) > 生生,(b) 于 1 > 和 


解 各 。 (ay 充分 大 时 . oa 
"二 +2 i 玉 


dn 一 天 + 了 和 Hy 
二 一 一 一 一 一 二 一 ,用 一 二 
o nil + Dn 入， n : 则 lim 1. 


因为 >)w = 4 了 3) -发散 ,由 习题 8 知 >)w, 也 发 散 ， 
考 塌 寺 充分 大 时 xu 的 变化 是 为 了 得 到 一 相近 的 比较 级 数 .上 匣 也 可 以 设 w = 二 


另 一 种 解法 jim (的 二 全) =4, 由 p.205 定理 1 知 级 数 发 


$+2n 


1 
2 到 


(bw 充分 大 时 ,xs = 三 近 似 为 wo = ;= 


Un 一 了 下 5 
国 为 lm 加 =1 且 了 Dv, = 二 可 十 收 笋 (p=2 时 ,p 级 数 ), 所 求 级 数 收 人 


，2312 ， 微 积分 


另 一 种 解法 in 到 年 )= 南 , 则 由 p.205 定 再 1 知 级 数 收 


2n"—1 
Oi (于 好 开 ( 坚 )= 地 如 -=0( 由 洛 必 达 法 则 或 其 他 ), 则 由 定理 1 及 p=3/2 知 级 
数 收 化 


注 :习题 9(c) 中 ,有 -3 < 总 = 二 ,因为 >) 二 发 散 ,所 以 该 方法 不 能 判别 级 数 的 铺 交 性 


10. 判别 收敛 性 : (a) > ew;(b) > sn (1), 


解 三 。 《a)limn e ”=0( 由 洛 必 达 法 则 或 其 他 ) , 则 由 定理 1 及 p=2 知 级 数 收 化 
| In) | =1 


(b) 当 n 完 分 大 时 ,sin( 广 近似 为 二 ,考虑 lm nsin? (二 )= lim 


由 定理 1 及 =3 知 级 数 收 贫 . 
积分 判别 法 
11,. 证 明 积 分 判别 法 ( 见 p, 205)， 
证 册 三 我 们 仅 证 N=1 的 情况 ,N>1 时 只 要 稍 作 修改 即 可 .由 fx) 的 单调 性 有 


ia > Fn 1) Fr fn) = un = 1,2,3,."" 
由 p.74 性 质 7, 从 z=n 到 z=n+1 积 分 ， 


n+l1 
wn S| fd wn = 23 


从 ”=1 到 时 -1 求 和 ， 


二 au fr) dr Cn + a he. (1) 


如 果 天) 严格 递增 , 刚 (上 中 等 号 可 略 去 
如 果 fim ”f(z)dx 存在 且 等 于 S, 则 由 (1) 左 边 知 ua + us 十 … + au 是 单调 递增 是 有 上 界 S, 所 以 


了 un 收 合 . 
如 果 ji ”f(z)dr 是 无 界 的 ,由 (1) 右 边 知 >) w 发 散 . 证 毕 
12. 用 图 解 从 几何 角度 证 明 习 题 11. 
证 明 : 晤 几何 上 ,wz + zs+…+aw 是 图 11-1 
中 阴影 部 分 的 短 形 面积 和 ,zi + wz + … + ww-1 是 
吉明 影 和 不 加 阴影 的 所 有 矩形 面积 之 和 ， 
曲线 y= fx} 上 从 x =1 到 x=M 所 围 图 形 
面积 介 于 上 面 两 个 面积 之 问 ,习题 11 的 结论 {1) 得 
到 说 明 . 


3 尖 别 伊 散 性 :(a) 了 十, 为 常数 ; 
(Ds Dd De 


M lp 
M -其 中 pl 


11-1 


: M dr NM _p 加 
J 
当 p<1, ji 娩 一 1 - oo, 则 积分 发 散 , 因 而 级 数 也 发 艇 


y . 1 
p>1, im 一 -0 一 , 则 积分 收 敏 ,因而 级 数 也 收敛 ， 

当 p=1, [M2 dz 下 gia 且 lim nM = oo , 则 积分 和 级 数 都 发 散 . 
因此 原 级 数 当 p>1 时 收 笋 , 当 pl 时 发 散 . 
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Mo 


MM 册 
(| 发 


(©) tim EE - 和 ntnz| = lim n(nM) - In(In2)1 = %, 则 级 数 发 
co THLT NM 2 Mr 


时 


| = 加 | 全 -去 | = 二。 , 则 级 数 收 人 


Me 


td) 各 | = 二 = dim a 
注 : 当 级 数 收 化 时 ,相应 的 积分 值 (通常 ) 不 等 于 级 数 的 和 . 以 而 积分 人 可 作为 级 数 和 的 党 靖 确 
近似 值 ,见习 古 70. 
1 


、 T < 1] Tt 
14. 证 明志 << 之， rit 
证 明 声 ”由 习题 11 知 


MH— 


jm 2 < jm| 凑 a +1 Me 


引 > ai< 4< > 5 Lt 
因为 > = 贡 < 皇 , 两 边 都 如 上 二 ,得 1 < 寺 + 等, 所 以 结论 成 立 
交错 级 数 
15. 已 知 交错 级 数 a -aa + 3 一 a4+…, 其 中 061 二 a 且 ime， =0, 证 明 ;(a) 奴 数 收敛， 
(b) 取 前 2M 项 的 和 产生 的 误差 不 超过 第 2W + 1 项 的 绝对 值 . 
证 明 好。 (a) 级 数 前 21M 项 的 和 为 


Sau = (al — gaa) + Cas 一 ai 二 + (Cam — 42M) 


= da- (a a3) 一 《一 ds) — (a2 azm-1) QM 
因为 置 于 括号 内 的 项 是 非 负 的 ,所 以 有 
Sam 0, 52 < 34 到 9 Sg 和 21 

因此 | Ssw | 是 单 油 递 增 序列 且 有 极限 5. 

多 aM = SaM + 3MH+1 im Sam = 5 EB lim aawra =0( 由 假设 lim a =0 知 ), 所 以 dt, Sur 一 
lim Sam + lim dtl 二 S+0= 3. 
Mo 前 一 总 

所 以 级 数 的 部 分 和 极限 为 3 ,级 数 收 伍 ， 

(b) 取 前 2 项 和 的 误差 为 


《aawt1 一 dzM+2) + (az 一 外 2 十 和 二 全 2Mrt 一 【aawtsa 一 Gzm+3) 一 


是 非 负 的 且 小 于 等 于 asw+1， 
类 似 地 , 取 前 2Af+1 项 和 的 误 莽 为 


一 人 2M+a + (a2M+3 一 GamMr4 ) + 一 { Czar2 G2M+3) (aawsy 一 G2Mrs ) 一 


是 非 正 的 具 大 于 - ezuva， 
16.(s) 证 明 级 数 >、( 寺 也 下 收敛 ;(b 取 级 数 前 8 项 和 前 9 项 的 和 作为 近似 的 最 大 误差 ;(e) 
问 级 数 取 几 项 时 ,绝对 值 误差 不 超过 0.001? 


证 骨 琵 1 广 + 襄 - " 设 tr = 二 二 , 则 a, = | = 
ie i = 二 汪 卫 因为 < 上 1 且 上 m5 了 一 0, 由 习题 15(a) 知 级 数 收 全 


> 1 1 1 1 1.1.1.， ， 
(四 用 习题 15(b) 的 结论 , 取 前 8 项 和 1- 于 + 寺 -了 + 可 一方 + 诅 一 再, 误差 是 正 的 且 不 超过 


3 


ye 1 1 1 ,1 1 1 可 
类 似 地 前 9 项 的 和 为 1 村 + 可 一 村 + 可“ 帮 + 本 1 + 证, 误差 是 负 的 且 大 于 等 子 - 1 , 即 误 
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差 绝对 值 不 超过 本 ， 
(oj 取 前 M 项 和 的 误差 绝对 值 小 十 (2M+ 1), 令 87 二 了 气 0.001, 得 M 之 499.5, 即 至 少 取 前 500 


项 的 和 才能 达到 所 需 的 精度 . 
绝对 和 条 件 收敛 
17. 证 明 绝 对 收 合 级 数 必 收敛 . 
证 明 四 ” 设 | w | 收 贫 ,证明 > 收 伊 . 
邻 Su=utiytftuy 有 Tw= |wit+|w] t+ [uw | 
Su + Tw = Cur tl i [) + Cw tl wa 1) fF ert (pm +| uy 1) 
Ex 
因为 >) 1 | 收 敏 ,县 二 | | 芝 0,.x=1,2,3,…, 则 Sw + Tw 是 一 单调 递增 且 有 界 的 序列 ,所 以 
Jam {Sw + Tu 存在 ， 
同样 ,因为 im Tw 存在 (由 假设 知 级 数 是 绝对 收 人 的 )， 
dim Su = lm {Sy + Tu — Tu) = in (Sw + Ty) - Jim Tw 
也 存在 ,结论 得 证 . 


18. 浏 别 级 数 3 3 江 2 + 到 经 -… 的 煞 散 性 ， 


解 季 考虑 每 一 项 加 上 绝对 值 后 的 级 数 不 超 过 级 数 :入 + 永 + 各 + … 的 对 应 项 , 则 由 习题 17 知 所 


求 级 数 绝对 收 敏 ,所 以 收 竹 . 
19. 判别 收 做 性 及 绝对 收 笋 作 : 


DC DS 


解 中 。” {a) 由 习题 13(b) 知 ,加 上 绝对 值 的 雏 数 为 >; 一 站 发 散 的 . 因此 原 级 数 不 是 绝对 收 伊 . 


, 十 - 
因而 , 设 a。 二 Ha | = 了 好 n+1 一 | ah | 二 i 则 当 nl 时 ,ai As Rn 有 lim a, 一 


lim- =0. 因 此 由 习题 15 知 级 数 收效 . 

因为 级 数 收 和 化 ,但 不 是 绝对 收 生 ， 是 各 人 上 久 

(b) 加 上 绝对 值 后 的 级 数 为 DD ,由 积分 判别 法 ,根据 lm, 一 各 -存在 与 否 来 判别 原 级 数 的 
化 散 性 ， 
积分 存在 ， 则 级 数 收 化 ， 

级 数 总 和 由 一 绝对 收 敏 且 收 全 


= lm (十 -FN)-= 应 且 


2 2 


另 一 种 解法 
1 1 1 < 、 
因为 7 一 LInitn + 生生 nn Ei 0, 由 习题 15(a) 晤 , 原 交 错 级 数 收 笋 . 再 用 上 面 方法 验证 
忽 对 收 合 . 


(oj 因 为 各 由 天 0, 其 中 wu = 《一 5 一 站 ,所 给 级 数 不 收 合 . 为 了 证 明 mv 二 0, 只 要 证 明 jima | | 


= Ji 所 天 0. 这 可 由 洛 必 达 法 贡 或 其 他 方法 得 证 .[ 见 习题 21(b)] 


比值 判别 法 
20. 证 明 判 别 级 数 倒 散 的 比值 判别 法 . 
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证 明 二 先 考虑 级 数 wt + za + ua +… ,其 中 每 一 项 是 非 负 的 ,下面 将 证 明 , 如 果 jim- 二 = 工 < 二, 则 
> 必 收 策 
由 假设 ,可 以 选择 充分 天 的 整数 NN, 对 一 切 n 宇 N, 当 Lr<1 时 .有 {udu Sr, 则 


Hy rs 
2 
MH 


3 
HN HY ST Ry 等 


所 


相 如 :av 十 ET 二) 
因为 0< r 雪 上, 由 比较 判别 法 知 所 给 级 数 收 剑 . 
如 果 级 数 的 到 存 混 合 符 号 ,考虑 | 上 iiaz| 1 rm 由 由 习题 17 了 及 以 上 证 明 , 如 果 


| = 工艺 1, 则 级 数 (绝对 ) 收 敛 ， 


a 所 | = 工 >1, 划 级 数 发 艇 .如 果 lim |: 


a = 工 = 1 则 比值 判别 法 失效 . 


只 


[见习 古 21(c) ] 
21. 判 央 收 从 性 :0 也 web) 可 生 六 全 三 


证 阴 和 {adu, = [a “”, 则 


+1)te -1 4 1+2n} 
[in 2 li :A ye 1 (mn! le = lim (£1) 2 
mre ar | ne i Nig ree 
4 
= lim (1) ,lme =1:0=0, 
因为 0<1, 则 级 数 收 合 . 


【by -< -D2 , 则 
到 


{ ] 2 nn = lim 2n7 -2 
站 | 二 1 nol 十 | 和 ’ 


因为 23>1, 级 数 发 散 ,与 习题 19(e) 作 比较 
(ww= 人 区, 出 


lim 


nr 


| = 加 《一 1 (1 n+1 | 1 (nt+l)n t+) 
Hn x- { 十 1 六 +] “CTI, na (mn + 2 2) 


因此 比值 判别 法 失效 .月 其 他 判别 法 [见习 鹏 19(a)j 知 级 数 是 收 侣 的 . 
各 种 判别 法 


22, 判别 1+2r+ 产 +2 产 十 王 +2 六 +…… 的 收 伍 性 ,其 中 
(a)r=213,(b)r = -213,(c)r=4/3. 
解 本。 当 坟 是 奇才 或 偶数 时 ,因为 | 所 :+ ， 一 217 ;成 到 |>| ,比值 判别 法 不 能 用 ， 
2 次 根 式 判 别 法 有 


= 1， 


了 | 天 |= 兴 1r1， 为 奇数 ， 
| uw, | = 

¥ mm|=|lr|l, 2 为 因数 ， 
WW lim vy [a | = | 上 因为 lm2” =1). 
这 样 ,如 果 r| 所 1, 级 数 收 癌 , 如 果 | | > 上 ,级 类 发 艇 ， 
国 此 !a) 和 后 ) 级 效 收 售 , (级 数 发 散 . 
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2 (3) + 人 5 ME 
= lim (如 了) = 1 比值 判别 法 失效 ， 


再 由 拉 阿 伯 判别 法 有 


3nxn+1 


lma (1- 32+1) | = 43>1, 


| )= lon (1 - ( 
则 级 数 收 合 . 
a 
2 


解 三 因为 lim 


wu |= lim (总 半 ) = 1, 比 值 判别 法 失效 . 


又 因为 limn (1 一 | 加 a )= Ima | (2574) | =1, 

拉 阿 伯 判 别 法 也 类 效 。 由 长 除法 知 
lent] = (22+1) -1- L ， 5 一 4 -1_1 ~ fn 
Ws 2n12 好 yy T+8n 二 4 天 “4 2 

=1- 工 + 号 ,其 中 | ec， [< p， 
其 及 
则 由 高 斯 判别 法 知 级 数 发 散 . 
函数 项 级 数 


25, 问 x 取 何 值 时 下 列 级 数 收 侣 ? 


2 (za) 0 Dy" 


lim le | lin 1 二 
ras | 旭 上 | (n+1).3 Es ns Ant 1) 3 


如 果 上 -<1, 则 级 数 收敛 ,| >1 时 级 数 发 艇 
如 果 上 | = 1 . 即 = = +3, 该 判别 法 失效 . 
当 z=3 时 ,级 数 为 > 下 = 椰 7 方 发 


一 1] 


当 <= -3 时 ,级 数 为 > 全- 直到 六 于 也 一 收 全 .级 数 收 全 区 间 为 -3Sz<3, 在 此 区 间 外 级 


数 发 散 . 
当 -3<xz<x3 时 级 数 绝对 收 敏 , 当 zx= -3 时 级 数 条 件 收 就 . 


(Dw = 人 太一 和 一 , 则 


ml in 2 2 DD! | 02! 
mj, | TerUT CT il (nt DI 
(2n -1 x 


= 和 72 7 1 tim rt OR = 0 
则 级 数 对 一 切 x (多 对 ) 收 敦 , 即 (绝对 ) 收 化 区 间 为 -< 区 


{clu =n! (za)", lim | | = lm 人 [=m(n+tDlz-al 当 za 时 ， 
极限 为 无 穷 , 当 x =& 时 级 数 收 敏 . 
(d)u _n(z—1)” _ n+D(r-1"! 出 


Pn nt2) 
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(rt+DGa- Dr-D|_ |r-1l|l_. 
2 2 


划 当 |.r 一 1 让 之 2 时 级 数 收 人 敏 . 当 |z 一 1| 交 2 时 级 数 发 散 . 
当 1.c 一 11=2, 即 x 一 1=++2 或 z+=3 和 = 1 时 ,判别 法 拓 训 . 


当 z=3 时 ， 级 数 为 > 5 1, 风 为 lm 本 = 椰 关 0, 级 数 发 散 


lim “|= lim 


no 


se ) ,因为 Im 可 二 1 = 十 基 9, 级 数 发 散 
m | 
当 |z-1|<<2, 即 -~ 2 <-<s<a 时 ee 


26. 问 .< 取 何 值 时 (a) 总 二 ,0b) 加 丰收 全? 


n=1 


解 区 (a) us 二 也 71 (1) : 则 i ;| | = 加 如 | 5 = | ,其 中 天] ,一 2. 


rz en -1| l= 


r+2 


5| <1 时 级 数 收 化. 当 


工 =1 时 ,级 数 发 散 . 
当 z= ~2 时 ,级 数 收 敦 . 


ww __l 1) 
妆 = 去 时 ,级 数 为 > 5 -了 收 代 . 


则 当 | : 


43 | > 1 时 发 当 | E+ 一 1 即 x= 一方 时 判别 洁 失 效 . 


因而 当 ] 三 


= - 斑 和 .= -2, 即 x 所 一 方 时 级 数 收 全 


| =T, 其 中 x = ,比值 判 细 法 失效 .又 


1 
{rt+n)ltrr+n—l 


1 加 1 1 
tetnitrt+no—1) T+n-l z+n’ 


如 果 * 尖 0,-1, -2,… ,一 nn; 则 


Sr (G3 FH (#7 “+ (srl 二 


县 limS=Jfr, 当 z 天 0 12 一 3 
则 级 数 对 除了 =0, 一 1, 一 2, 一 3,… 钉 一切 都 收 敏 , 且 和 为 Hf. 


一 致 收敛 
27. 求 (1-z)+ztl-z)+zzz)+… 的 收 伐 域 . 
解 吃 解法 1 
前 二 项 的 和 = Si{e)= (一 zx 一 x)+tri(l x)te+te (| 一 他) 
=1- r+tzr- xr tr rt tr 
=1-— xr", 


当 |z|<1 时 , lm 8,(2)= limtl- 2 )=1: 

当 Lz1>1 时 ,bmn S.(z) 不 存在 ; 

当 x=1 了 时,S. {x)=0 lmS lx)=0; 

妾 z= 一 1 时 ,S.Cx)=1- 《一 1" 县 jnSotz) 不 在 在 . 

所 以 当 |z1<1 且 >=1 即 -1<z 失 1 时 ,级 数 收 策 . 

解法 2 用 比值 判别 法 ， 

当 开 = 1 时 级 数 收 策 . 当 z 天 1 且 ww =x (1 一 zx), 则 lim = lim1zl1. 当 |r1<l 时 级 教 收银 ; 当 


Iz| 之 1 时 发 散 , 当 |x|=1 时 ,判别 法 和 拓 效 , 当 x=1 时 级 玫 收 角 , 当 一 1 时 级 数 发 散 . 则 当 一 1<<x 志 1 
时 级 数 收 敏 . 


* 218: 


微 积分 


28. 判别 习题 27 中 级 数 在 下 列 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : 
(a)- 广 <z< 广 i(b -六 SS 了 ie) -0.99<zs0.99i(d)-1<z<li(e)0O<z<2. 
解 字 。 (a) 直 习题 27,S,(z)=1-z, 当 - 寺 <z< 六 时 ,S(z) = lan 3,(z)= 1, 刚 级 数 在 该 区 间 上 
收 敏 .第 n 项 的 余 项 为 R(x)= Sx) 一 5S,(z)=1~(1-z")=x". 
如 果 Ys >0, 存 在 NN, 只 与 有关 ,与 x 无 关 , 当 wn>N 时 有 |R,(z)|<e 成 立 , 则 称 级 数 在 该 区 间 
上 一 至 收 生 .而 
Rs(z)il= lz =lzrl <s, 当 anlzl<lnes 或 n> 三] 时 ,其 中 当 [zx| < 二 时 有 in| z|<0, 两 边 被 
In| x| 除 ,不 等 号 方向 改变 ， 
但 当 |zi< 才 时 ,有 inlzi<in( 地 ) 且 > 于 > N 与 x 无 关 ,级 数 在 该 区 间 上 一 
2 
致 收敛 
1 ] L } 1 1 
(9) 当 | 过 子 时 ,In|z|<in( 二 ) ,n> 下 > = NN, 则 级 数 在 -方志 < 志方 上 也 一 致 收 
- 2 
化 
C0) 与 上述 方法 类 似 ,只 要 用 0.99 蔡 换 六 , 则 级 数 在 ~ 0. 99< xz<c0.99 时 一 致 收 全 
(d) 上 述 方法 不 再 适用 ,因为 当 |z | 充分 接近 于 1 时 ,办 -| 可 以 无 限 大 , 即 N 不 存在 ,所 以 原 级 数 在 
-1<x 人 1 上 不 一 至 收 介 . 
(e) 因 为 级 数 在 该 区 间 上 不 处 处 收敛 ,也 不 一 致 收 短 ， 
29. 在 区 间 0 所 z+ 全 1 上 讨论 习题 27 中 和 函数 S(z) = lim S, (x ) 的 连续 性 . 
解 二 当 0Sr<lN 时 ,S(z)= lmS. (7)= lm(l- x")=1, 
当 z=1,S,(z)=0 且 S(z)=0， 
1, 当 0Sz<1, 即 S{z) 在 x=1 处 
则 Stx)= 0, 当 和 x=1, 
不 连续 ,在 (x<x<1 上 处 处 连续 
习题 34 表明 如 果 一 级 数 在 一 区 间 上 一 致 收 但, 则 该 区 间 上 的 和 函数 3(x) 一 定 连 续 . 即 如 果 一 区 间 
上 和 函数 不 连续 , 则 级 数 不 是 一 致 收敛 的 .这 个 结论 常 被 用 作证 明 一 级 数 (或 序列 } 的 不 一 致 收 俩 性 ， 
+ 2 rr” 了 本 x 和 
30. 证 明寺 0F2D7 +++27r + 的 要 收 售 性 
证 明 二。 设 z 天 0, 则 级 数 是 公 比 为 1(L+ z?) 的 几何 级 数 ,其 和 为 ( 见 第 三 章 习题 25) 
区 _ .2 
So) 
如果 z=0, 前 项 和 为 S,(0)=0, 因 此 S(0)= lim S, (0) = 0. 因 为 jmS(z)= 1 天 SC0) ,所 以 S(z) 
在 x=0 处 不 连续 . 则 由 习题 34 知 , 级 数 在 包含 x = 0 的 任意 区 间 上 者 不一致 收 敏 ,尽管 任意 区 间 上 是 
(绝对 ) 收 伍 的 .在 不 包括 z=0 的 任意 区 间 上 级 数 一 致 收 化 
也 可 以 直接 去 证 明 (见习 题 89). 
魏 尔 斯 特 拉 斯 ,M 判别 法 
31. 证 明 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 , 即 如 果 | us (x) | 所 Mn =1,2,3,…, 共 中 M, 是 正常 数目 


台 M, 收敛 , 则 可 w(x) 是 一 致 (有 绝对 ) 收 全 

证 明 呈 ”级 数 > u(x) 的 第 ”项 余 项 为 R(z)= uriCr)+wra(tz)t',|R,(x)|= {urn(z) 
tM + 因为 浓 IM 收 全 ,可 选择 NN, 使 得 
当 n>N 时 ,Mtl+ Mrz +… 小 于 任意 的 6. 因 为 N 显然 与 x 无 关 , 当 n>N 时 ,有 |R, (zx)|<8 则 级 
数 一 致 收 合 .由 比较 判别 法 知 级 数 第 对 收 合 . 


32. 


33. 


34. 
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判别 一 致 收 全 性 ; 
(a) > a ,(b) 部 大 ,9 > ,Cd) pa 2 二 . 
解 权 (| 5 | 十 = M ,因为 可 M 收入 (p=4>1 时 的 思 级 数 ), 由 M 判别 法 知 ,对 一 切 +， 
该 级 数 是 一 致 (号 绝对 ) 收 剑 . 

(bj 由 比值 判别 法 ,在 区 间 ~ [到 安 ! 即 |zl 裤 1 上 级 数 收 伍 . 

对 该 区 间 上 一 切 z，| : 可 1= 避 所 -名 , 取 M, = , 则 DM, 收 伊 .由 M 判别 法 知 , 当 - 1 
去 ! 二, 所 家教 到 收 角 

(0) | cL, 和 JW， = > 二 ,并 不 收 伍 .这 时 好 判别 法 失效 ,由 该 判别 法 不 能 判别 该 级 数 
是 否 一 致 收 敏 ,( 兄 习题 :21). 

(9 | 二 二 | 所 二 电光) 吉政 禾 , 则 由 W 判别 法 知 ,对 一 切 = 所 给 级 数 一 数 收 作 
设 香 级 数 之 ,ar’ 在 z= xz 处 收 皱 ,证 明 (a) 在 区 间 |x|<<|zxo1 上 绝对 收 化 ;(b) 在 区 间 | x 
' 和 和 fri 上 一 致 收 全 ,其 中 | x [<<|zx,1. 
证 硼 喇 ” (a) 因 为 Pyar 收 化，lim awz? =0, 则 可 以 使 充分 大 时 有 |a, | 所 1 成 立 , 即 当 w>>N 
时 ,有 |a |<T i, 则 

ro 
Dar (1) 

因为 (1) 中 最 后 的 级 数 当 |x | < ] zu | 时 收 合 , 由 比较 判别 法 知 第 一 个 级 数 收 敏 , 即 所 给 级 数 绝对 收 售 

(8) 设 辐 =] 于 上 , 风 1zt1<1z61 时 可 M, 收 比如 (a) 一 样 , 当 |z| 和 [zs| 时 ,1a.z"|< M.. 则 由 
魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 知 ，3 "auz" 一 致 收 敏 ， 
则 寡 级 数 在 收敛 区 间 的 任 一 于 区 间 上 都 是 一 致 收敛 的 ， 

一 致 收 敏 定理 

证 明 pb.207 定理 6. 
证 明 5 ”证 S(x) 在 [a,6] 上 连续 . 

因为 Str)=S, (Cet R(x)), 则 Strth)=S, (z+h)+ R, (z+h), 
因而 SC(x+h)}- SC(x)=5, (rth)- SS, (r+ Ritz+h)— R(x), 
其 中 可 以 选择 占 使 得 x 和 x + 4 都 薪 在 [a ,8] 上 (例如 x= 上 5 时 ,选择 衣 之 0)， 

因为 5,(r) 是 有 限 个 连续 函数 的 和 ,一 定 连 续 . 任 给 s 交 0, 可 以 找到 65, 和 使 得 当 | 有 |<<8 时 ,有 
15, (+ 看) 一 Sr | 所 ef3 成 立 . 

由 假设 知 级 数 一 致 收 合 ,可 以 选择 N 使 得 当 n>N 时 ,| R(x)| <ef3 且 |R, (r+h)1< ef3, 则 由 
1),(2) 和 (3), 当 jh41<5 时 ,有 

| S{x +h)- SCr) SI Sr+h) -S(t Rr +h)I+| 用 CT) < e, 

连续 性 得 证 ， 
证 明 p.207 定理 7. 


35， 


证 明 号 。 如 果 函 数 在 [ce,b] 上 连续 , 则 积分 存在 .因为 S(z),S,(z) 和 R,(z) 是 连续 的 , 则 
[saz -TS, (de | B(x)dr. 
要 证 明定 理 .必须 先 证 明 , 当 n 充分 大 时 ， 


str)ade -J s,(na| = [coaz| 


可 以 在 意 好 小 ,因为 级 数 的 一 致 疏 敏 ,可 选择 N 与 = ,5 上 的 x 无关, 使 得 当 nN 时 ,有 1R,(x)1<< 


220 ， 微 积 分 


sftb 一) 成立 . 则 


[Rnar| < | R,(x) | dr < | par = e， 
这 等 价 于 


6 6 a 4, 
| s(x)ar 二 lim| S$, 【hz 或 im| 5 (Crdr = | limS, (z) ar. 


36. 证 明 p. 208 定理 8. 
证 明 号 设 g(z)= yw (z), 因 为 由 很 设 知 该 级 数 在 -a ,6] 上 一 致 收 伺 ,( 南 习题 35) 可 以 逐 项 
求 积 得 各 
J etdr = Dna - > | 


= 


= u(x) Sua) = S(r) - S(a), 
nl 


全 
由 假设 知 > w.(z) 在 [a,5] 上 收 全 到 S(z) 
在 | g(x)dr= S(z) - Sta) 丙 边 同 时 求 导 得 g(x)=S'(z), 定 理 得 证 . 
37. 设 S,(z) = aze ™ ,n=1,2,3,…,0<r<l, 
(9) 判断 lm|，S,(z)az 一 | limS,(z)dx 是 否 成 立 | 


(b) 解 释 (a) 的 结论 . 


上 1 1 
解 加 (人 |， S.(z)de= | nze dre | 


= 万 (1-e"), 则 


0 


了 
lm | S, (x)dr = 加 二 0-e = 二， 


S(z)= Jimsi(z)= imnae ”=0, 其 中 z=0 或 0<x<1, 则 | Sst)ar=0, 
所 以 lm|，S.() dz 闫 | limS,(z)dz, 即 极限 不 能 拿 到 积分 号 外 面 . 
(b) (3) 的 结论 成 立 是 因为 尽管 序列 S,(x) 收 化 到 0, 但 它 不 一 致 收 化 到 0. 为 了 验证 这 一 点 ,注意 到 
函数 aze-" 在 z=1/W 玉 处 有 一 最 大 值 (由 和 常用 的 初等 微 积分 法 则 ) 为 /二 we- 中 .因此 当 > 时 ,对 
一 切 ,S,(z) 不 能 任意 地 小 ,也 就 不 能 一 致 收 敏 到 0. 
38. 设 f(z)= 六 并 竹 , 证 明 f(z)dr -2 i 


nm-l 


证 明 喀 因为 
DT<xr 时 ,级 数 可 以 逐 项 求 积 .因而 


oT (De Da 


庆 符 |< 汪 ,出 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 站 知 ,对 一 切 ,级 数 都 一 致 收 全 .特别 当 


39. 证 明智 级 数 之 ， enz"” 和 相应 的 逐 项 求 导 后 的 级 数 之 | nanz” ”有 相同 的 收 敏 半径 ， 


证 明 是 设 R>9 为 >)aotr 的 收 化 半径 , 令 0<1zol<R. 则 如 例 33 所 示 . 可 选择 NN, 当 n>N 时 


40， 


41, 


42, 
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有 lx < 
| 


|> 


因而 当 n>N 时 ,级 数 >， masz” |= na,1*|z1” 的 每 一 项 小 于 相应 的 级 数 > ) z 


| 县 


n 一 1 


的 每 一 项 . 呈 由 比值 判别 法 知 . 当 |z|<|z | < 中 时 ,2m 上 一 收 伊 . 


[rol" 
所 以 对 一 切 x {不管 1 mm :与 只 多 接近 ), 世 nasx”' 绝 对 收 笋 , 当 | | > RR 时, lim ez 天 入 则 有 
lim nawx”' 考 0, 级 数 六，nanr 不 收 化. 即 >) mit 的 收 全 半径 为 尺 . 
注 ;: 逐 项 求 当 后 的 级 数 当 |.s5= 玉 时 可 能 收 各 ,也 可能 发 散 . 


Cd , _ 
五 一 二 ~ 
n+1 2 中 1 2 
. H+ . 开 ni . n | | 
[二 一 ”= | 三 | Oe = 一 
解 tn | tn | i ntl)3 | ln ti) 1 3 7 


则 当 | 了 |<3 时 级 数 收 伍 . 当 . = 十 时 级 数 也 收 煞 , 即 收敛 区 间 为 -3 关 了 之 3 


由 习题 25(a} 知 , 收 化 区 间 为 - 3 所 3 
这 两 个 级 数 尽管 收 伊 区 间 不 同 ,但 具有 相同 的 收 语 半径 为 R=3. 
注 : 如 果 比 值 判别 法 可 行 , 可 用 于 证 明 习 题 39 的 结论 ,如 果 不 可 行 , 比 如 习题 22 中 级 数 , 用 这 里 介 
绍 的 方法 证 明 . 
证 明 硕 级 数 在 其 收 租 区 间 的 任 一 子 区 间 上 
(a) 表 示 为 一 连续 晴 数 f(x); 
(b) 可 以 逐 项 积分 得 到 Ft 2 ) 的 积分 ; 
《ec) 可 以 逐 项 求 导 得 到 f(x) 的 导数 . 
证 明 下 ”考虑 震级 数 an .类 似 可 以 讨论 Sa, 【全 一下) 
(al) 由 习题 33,34 若 ,级 数 的 每 -项 ar" 和 连续. 
fb) 由 习题 33,35 基 , 级 数 的 每 一 项 a,x" 连续 ,因而 可 积 , 
《c) 册 习题 39 知 , 蜂 级 数 生 项 求 时 后 所 得 级 数 在 原 寡 级 数 收 敏 区 间 上 仍 收敛 ,因而 在 该 区 间 上 是 一 
致 收 伍 的 .由 习 熙 33 和 习题 36, 结 论 得 证 . 
如 果 一 寡 级 数 在 收敛 区 间 的 -个 (或 随 个 ) 端 点 处 收 敏 , 则 (g 和 人 b) 的 绪论 中 也 包括 端点 (一 个 或 两 
个 }. 见 习题 所 . 
证 明 阿 贝尔 定理 , 即 当 一 寡 级 数 在 其 收 伍 区 阅 的 一 端点 处 收 伍 时 , 则 在 包含 这 一 端点 的 收 
伍 区 间 上 一 致 收 伍 . 


证 明 坊 。 不 失 一 般 性 设备 级 数 > ai 在 必 仇 区 问 的 一 端点 z = ] 处 收 伍 , 则 级 数 一 定 在 0<z<1 


时 收 语 .下 而 让 明 级 数 在 该 区 间 于 一 致 收 伊 ， 
设 RR(T)= ra tgarr + R= 二 Qnr2 +", 鸭 了 证 明 所 害 要 的 结论 ， 
即 证 明 对 于 任意 e 闫 0, 存在 NN, 当 ww>N 时 有 |R, tr) | 之 成立, 其 中 N 与 0 所 zx 磅 1 中 文江 关 . 


而 Rr)= {RK, 一 下 t{R,, — RR, Ja 十 【Ra 一 和 二 


= Rr 十 Rael 一 rr 十 Rs Ce? 一 -FT 十， 


二 {RK, —{[— (CR,. | 本， | 要 3 | 和 


国 此 当 0 <1 时 ， 
| RC) | 有 | 及 I+ rz) Ritl Rs | rt+| Rs dr +). (1) 


由 假设 知 六 ja 收 仇 , 基 任 给 >0, 存 在 NN, 当 如 >N 时 有 |R, | 之 ej2 成 立 , 则 当 #>N 时 ,由 (1)， 
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43, 


45 ， 


1 Re) E+-z) (+ = (2) 


其 中 (1- zj 人 1+z+ 衬 - 司 1)=1( 当 0OSx<1 时 )， 
因而 当 ?> 六 时 ,其 中 六 与 0 和 rz 和 1 上 > 无 关 , 有 |R。(z)1<s 成 立 ,结论 得 证 . 
其 他 形式 的 敌 级 数 可 类 似 证 明 . 

证 明 阿 贝尔 极限 定理 (网 p. 208) 

证 明 吓 。 如 习题 42 所 示 , 设 宕 级 数 》、 aizt 在 0<z<1 上 收 化 .下 面 要 证 明 lim Saez = 号 


由 例 42 知 ， Da 在 0&r 和 所 1 时 一 元 收 合 ,再 由 习题 秆 知 当 x=1 时 Da 连续 ,结论 显然 成 


立 . 
其 他 形式 的 器 级 数 类 似 可 容易 证 明 . 


5 


了 了 
, {8) 证 明 arctanz = 二 + 于 地 当天 z 扫 1] 时 一 致 收 剑 . 


3 和 


、 n_1_1 1l_1l1,.. 


证 衣 邮 。 (a) 由 第 三 章 习 题 25 知 , 当 r=-x? 且 a=1 时 ,有 T = 1 了 PE TcCz 


<1, (1) 
当 -1<z<l 时 ,从 0 到 * 积 分 ,由 习题 33 和 35 得 


3 4 7 
I 要 


因为 当 z= +1 时 ,(2} 右 边 级 数 收敛 ,由 习题 42 知 .这 个 级 数 在 -1 亏 zx 所 1 上 一 臻 收 伍 ,上 且 在 该 区 
间 上 表示 arctanr . 
(b) 由 习题 43(8) 有 


7 
; 二 1 人 TT _ | a 
lim arctanr = lim (x 村 + 污 + ) 或 本 1 本 十 于 一 本 六 


zl 


计算 | 1 一 qz 的 值 ,精确 到 小 数 点 后 面 第 3 位 ， 


区 


因为 级 数 对 一 切 x 都 收 皱 ,特别 当 0<z 志 1 时 一 致 收 伍 , 逐 项 积分 得 


2 
11- e-* EE | 了 x 1 
| 7 Mr ts 7.4to.3 0 


1 


_ 1 __1 1 _.., 
-1 -3.21 .3 7-41+9.5 


1 -0.16666 + 0.03333 ~ 0.00595 + 0.00092 — … 


= 0.862. 
注 : 将 交错 级 数 的 前 四 项 求 和 ,误差 小 于 第 五 项 , 即 小 于 0.001( 见 习题 15). 


杂 题 


46， 


证 明 ; 由 p.210(16) 定 浆 的 y=J (zx) 满足 贝 塞 尔 微分 方程 ,zy + wy (一 大 )y=0 
证 明 可 。 {x) 的 级 数 对 一 切 x 均 收 伍 [ 见 习题 106(a) ] ,因为 赛 级 数 在 收 敏 区间 上 可 以 逐 项 求 导 ， 
对 … 切 二 有 
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va 


四 一 【一 |) ee” 
了 -attn—- pl 


oo 


— 1)" pi 2n)r"! 


Dr in ( + p)! ? 
SE 
i 2 ,nln t pp}! ” 

_ Da Dp re 

则 (zx? 一 y= DE ‘nl (nt pl DE mal 4 


_ > (- 1)" (p+ 2n) ee 


Yin nltxnt p}! 


2 ww A 1 Cp tintp+2n— Ly)” 


| 


相 如 ， 


2 、 oo 【一 上 aa 
”十 - 得 一 2 
Ty ty tr pi)y Pr "mp! (DT 


号 (-1)"[-p +{tp+2an)(pt2n~ |r 


7 2 nt (Cnt p)! 


= 富 (a a + 3A —D" [sn(nt p)la 
全 入- 和 (ntp)! A 2 (ntp)l 


Ee 【一 1 1 ee ee] {— 1)". de 2 

I I i (Carp i) 
> (1)" 4 S (一 ] ”4 
名 2 (一 二 办 一 |) 1 2 0 {nl)! tn+p—1)l 


=0. 
47, 判别 复数 项 得 级 数 > -六 5 的 收 估 性 


ww ne"-! 
(xn Ti EE z" 1 


则 当地 | < 1 即 |<1<3 时 级 数 收敛 , 当 | =| >3 时 发 数 


1z| 


ns 
HT 


= lim 


em 


解 唔 ”因为 lin | 于 


当 |z| =3, 加 上 绝对 信 后 级 数 为 > ET 人 > 证 , 则 当 |<1=3 时 ,级 数 是 绝对 卡 和 ,因而 亿 是 
收 仑 的 ， 
因而 级 数 在 加 | =| =3 的 内 部 及 图 周 上 都 收 全 
48, 设 e 的 寡 级 数 对 复数 仍 成 立 ， 证 胃 A = cosx + isinz, 


证 明 屿 设 z=ir He =1+z+ 重 + 有 + -…, 有 有 


i , rr ( rx . rr 
te 二 1+ 玉 + 3 + ar t= 1 -新 + 大 -+i(z- 夺 + 夺 -…) 
= COST + isinz 
类 和 伺 地 ,ee = coazr 一 isinz. 这 称 之 为 欧 拉 恒等式 . 
49. 证 明 lim {1 | 1 于 1 | 上 十 -lnn ) 存 在 ， 
人 2 3 4 n 
证 明 号。 设 例 1(1) 中 (x)= 士 ,有 
LT 1 .1 1 1 1 1 
到 + 可 二 机 + 商科 MMS 


用 5 替换 AM 得 


,224 ， 微 积分 


! 1 1 1 1 
Ea 元 二 可 十 可 十 …… 十 本 Inn 到 ] ， 


内 而 序列 S. =T+ 二 + 本 + 可 + + 二 -Jon 介 于 0 和 1 之 间 ， 
考虑 3 - SG. = -二 | -In( 至 二 ) ,将 不 等 式 下 才 直 < 二 两 这 同时 对 z 从 到 n+ 1 求 积分 得 
六 十 ] 并 n+l zr xn 
I 下 十 1 1 1 1 i n+l] 
< 于 ) 过 元 或 1- 半生 让 n( nt js 


即 S11 一 SS, 志 V0. 则 S。 是 单调 说 减 的 . 
因为 5, 是 有 界 且 单 讽 递 减 的 ,因而 有 极限 .极限 值 用 > 表示 ,等 于 0.577215… 称 为 欧 拉 常数 .到 目 
前 为 止 还 不 知道 y 是 不 是 有 理 数 ， 
50. 如 果 uw >0, 且 六 oo 改 敏 ,证 明 : 有 限 积 [ 《1+ ) 收 剑 . 
二 3 k=1 


证 上 明 炳 ” 由 第 四 章 习 题 28 方 程 (1), 当 xz>0 上 时 ,1+z 所 e', 则 


pb» = TIGa 二 本) = (+ al + (1+ ) A 2 = 站 
k=1 
因为 zl + #2 十 … 收 伊 , 则 六 是 一 单调 递增 且 有 界 序列 ,极限 存在 ,结论 得 证 . 
S51, 证 明 级 数 1-1+1 一 1+… 是 局 1 可 求 和 到 1/2. 
证 拓 三。 部 分 和 序列 为 1,0,1.0,1,0,…. 
Si+9: 1+0 1 9+S+S 1+0+1_2 .. 


则 SI =1, 网 2 2 +» 3 一 3 3 ' 
四 1 2 1 3 1 
如 此 下 去 ,得 序列 二 吉本 ， 2 7" 2 »" 
第 = 项 为 : 
人 7 为 个 数 ， 
ni(2n 一 1)， nn 次 奇 数 ， 


则 lim 了, 一方. 结论 得 证 . 
5 (a 证 明 如 果 了 >0 且 疡 >0, 有 


f(x) = | du 


ll +1) aptp+1)"(p+n~1) 
x 十 + — "(= 1) EP i ~ 


Diplp+ lp+ a dd. 


(b) 用 (a) 证 明 


” 0) 


e" i 
fx) 三 | du 一 £ zr? zl 


即 右边 的 级 数 为 左边 的 函数 A 工 ) 的 渐 近 展开 式 . 
还 明 45 (a) 由 分 部 积分 ,有 


mm -hn 由 
卫 =| 和 去 lim| e “wu ed 
z HH mr 


lc eol -fe ere pia 


-6 
© [3 


站 一 下 
。 _ © 
= li zz 中 wd 


第 1 一 章 无 汶 级 数 


类 伺 地 ， 本 1 一 7 7 一 {p+1)1,-3, 则 


t 


| T 】 
=p 12 - {p+ 1)1,.» | 


x 
= 全 Pe F plp + tis, 
如 此 下 去 ,结论 得 证 . 
(a 设 S.(0=e | 沙 - 二， DrD pt nD|, 


则 R(x)= fx) S,(z) = D)" pp Dptn)| md 有 


RC) pp rept | Fm 


pr 


所 站 PDT 人 | ad 


二 ptp | Dipt+ 2 


2 


因为 We | e “du=1, 则 


Dipt+l)“(p+tn)_) 
|r 


im 1 .eR Ce} lim 
Tm 1 一 人 


即 ， lim, Zz"R, 《之 )=0, 轩 而 结论 得 证 . 


la | ! 1] 9 十 天 i 
注 : 因 为 (和 -| -CD (pr) = 身 站 ,对 一 切 固定 的 有 jim | 所 


六 (六 二 17 十 下 -1 | 
由 比 信 判别 法 知 ,对 一 zz 级 数 发 散 . 


补充 习题 


人 
LL 
53. (s) 证 明 级 数字 77 Ti i 和 2 (nT 
{b) 求 级 数 的 和 


54, 《a) 证 明 - 级 数 (a) 每 一 项 乘 以 - . 非 零 常 数 ,(b) 移 去 (或 增加 ) 有 限 项 不 改变 级 数 的 敏 油 性 . 


55. 设 Dyas 各》 ,ww 分 别 收 熏 到 A 和 ,证 明 》 (av + vw) 收 笋 到 六 + 天. 
, 3 ff3w 3 全 3 
56, 证 明 级 数 序 +【 卫 ) 1 ) 1…= 六 ( 子 ) 发 
57. 找 错 : 令 S=1-151-1+1-11… 风 
S=4-(1-1)-(- -1HS=(-1)+( 1+(1 -1)+…=0, 寺 此 1=0. 


比较 判别 法 和 商 判 别 法 
s8. 判别 收 伍 性 : 


1 ~ nn < 12 
人 让 本 本 nn 四 了; 0 3" 


~ 2n—1 
0 


59. 判别 收敛 性 :(a) > 0 SA 


60. 建立 判别 级 数 发 散 的 比较 判别 法 (此 p. 204). 
61. 用 比较 判别 法 证 明 : 


" 225 ， 


“226 ， 


微 积分 


(8) 六 三 当 p>1 收 全 且 PS 时 发 散 j(b) > 发 散 ;(6) > 步履 全 
n=1 n=1 下 二 上 
62, 证 明 p.205 次 判别 法 中 结论 {b) 和 (ce). 


63, 判别 收 襄 性 ; 
~ (1 2 ~ 3 < 3+sinyz 二 ， ， 
(Ca) 2 Ung ,hb) 之 waatctanflrpnsy fc) 2 i yd) 之 nam {liny. 


64. 设 > wu 收 敏 ,其 中 n>N 有 uw 之 0, 如 虹 lim nu。 存在 ,证 明 li nu, =0. 
65, a) 判别 > 一 的 剑 散 性 ;(b) 由 p.204 有 户 级 数 > ,Im 当 户 >1 时 收 全 与 (a) 的 结论 矛盾 吗 ? 
积分 判别 法 

66. 判别 政策 性: 六 5 Ar 人 袜 二 四 半 人 袜 对， 


67. 证 明 >， pp 其中 必 为 常数 ,bs) 当 p>1 收 策 i(b) 当 >S1 发 散 
= 

68. 证 明 3 < > 思 < 芋 . 

69. 判别 >， 如 收 比 性 . 


70, 人) 证 明 : 子 ap + 了 < HZ+Y3 + + 了 十 于 过 -了 3: 


(b) 用 (a) 佑 算 /1+7Y2 +Y3+… + 10 的 值 , 求 最 大 误差 ， 
(c) 说 明 可 以 通过 估算 ,提高 (b) 的 精度 ,如 将 10 + II+ …+w 106 和 满足 预先 给 定 精度 要 求 的 /1+Y2 


+… +V5 相 加， 
交错 级 数 
7 判 路 策 性 ;(a) 了 人生, (DD) D3 BC) i 
Sl" vn 
(9) 1 nn 世 
72、(a 取 级 数 站 22 的 前 5 项 和 作为 近似 ,最 大 绝对 什 误 关 是 多 少 ? 
( 切 问 至 少 取 几 项 ,才能 使 精度 达到 小 数 点 后 第 3 位 ? 
(b) 问 右边 的 级 数 取 几 项 时 , 信 算 S 时 才能 达到 小 数 点 后 第 6 位 的 精度 要 求 ? 
绝对 和 条件 收 北 
74. 7 人 
1 
Dp 四 半 和 和 永 ， 
忆 、 { 1) "in 
性 二 
= 上 


75. 证 明 列 一 切实 数 了 和 5 ,SS 下 收 北 ， 


76. 设 1- 寺 + 二 -于 +… 收 敛 到 5, 证 明 重 新 排序 后 的 级 数 1+ 子 广 十 本 十 林 tt H+ 


=25 ,并 作出 解释 . 


[提示 :将 第 一 个 级 数 每 一 项 乘 以 本 二 后 ,改写 为 0+ 于 +0- 二 +0+ 二 + -, 再 与 第 一 个 级 数 逐 项 相 加 ， 
如 习题 %6 所 示 , $= In2.] 


第 十 一 章 。 无穷 级 数 227 ， 


77. 将 绝对 收 敏 级 数 重 排 后 和 不 变 ， 


比值 判别 法 
78. 判别 收敛 性 ; 
< (- Q5 
CPLR CD 


79. 说 明 比 值 判别 法 不 能 用 来 判别 级 数 的 条 件 收 伍 . 
80. 证 明 :(a) > ， 更 履 伍 人) tim 下 =0. 
音 种 判别 法 


81. 确定 p.206 xn 次 根 式 判 别 法 的 正确 性 . 
82, 运用 = 次 根 式 送别 法 计算 习题 78(a},(c) ,td) 和 (e). 


> 


] 47 2°5 | 2°5'8 
84. 判别 收敛 性 :(a) 本 + 中 + 于 和 + (中) 计 + 半 六 1 


85. 如 果 a,5 和 df 是正 数 县 5>w 证明 
a raatd) alatd)lat+2qd) |... 
bs wotad) voradlb da) 
当 5 一 &ad 时 收 语 , 当 5 一 a 所 q 时 发 散 . 
函数 项 级 数 
86. 求 下 列 级 数 的 收 三 域 . 


和 a 1" 1)" A 1 ~ 1—zx 
A PD (0 Pd DE), 


CD 


cin -n+t+l 


87. 证 明 3 和. 当 -1<x<1 时 收 人 
一 致 收 合 
88. 用 定义 研究 级 数 2， Ti TAITTT GT] 一 至 收敛 性 


[提示 :将 第 n 项 分 解 成 部 分 分 式 ,证 明 部 分 和 为 5, (x)=! 一 L_] 


ltar 
89. 通过 求 5, (xz) 直接 计算 习题 30. 
90. 用 任意 方式 研究 下 列 级 数 的 收 化 和 一 致 收敛 性 ; 


( (于 ) .0 忆 守 ， 0D Ey ,£0. 


91. 设 Fir)= 祥 sge ,证 明 ， 
n=1 


(0) 对 一 切 x, F(z) 连 续 ;(b)limF(x)=0;(O) F(z)= 之 1 全 处 处 连续 ， 
TY | 


2 


93, 证 明 F(z)= 了 >) 训 叶 和 对 任意 实数 x 有 任意 阶 导数 . 


94, 判别 序列 we) = 了 一 1,2,3,… 是 省 一 致 收 全 


95. 证 明 lim| le 
千 级 数 


本 
9%6. (a) 证 骨 In(1+ zx)=x- 乞 + 河 一 洒 二 全 


hu 
a 


+ 228 : 


微 积 分 


97. 证 明 arcsinrz = 二 1 寺 ， 


(b) 证 明 hn2=1 到 + 


[提示 ;用语 一 = 1] 一 zt 二 2 一 十, 求 积分 .] 


二 上 所 
3.3 


98. 计算 :(a) | 。 ”dib) 上 sg 到 小 数 点 后 第 3 位 ,说 明 每 一 步 的 理由 . 
9, 计算 :fa)sin40 ,(bjeos65 (cjtan12 精确 到 小 数 点 后 第 3 位 ， 


100 
101. 


102. 


103. 


t04 . 


105 


杂 题 
106 


107. 


108. 


109, 


110. 


liil, 


112. 设 


113. 


Tt4， 
115, 


证 明 p.209 一 p.210 展开 式 4,5 和 6. 
将 sinz 和 oosx 的 级 数 相 乘 ,证 明 2sinxreosr = sin2z， 


2 4 6 
证 明 e =e(1-31+ 蔬 + t+)， rn. 
证 明 展 开 式 
1 5 7 
(a)artanhr=zxt+ 洒 车 + 和 +1<x<l; 
/站 lr ee 
{bj)lnt zs ty zx 十 1 一定 本 河 十 ?4 本 24 sx 生 :] 


-ix 
及 Co= | ”了 0， 证 明 相 应 于 A(z ) 的 形式 泰勒 级 数 在 = = 0 处 存在 ,但 + 二 0 时 不 收 做 到 给 
定 的 函数 六 z). 
[提示 : 见 第 四 章 习 题 38]. 
证 明 (a) 轩 二 下 = 1+ 二 )xr+(1+ 和 + 二 ) 一 … 当 -1<x<l: 


3 4 
(lntl+z2= 了 -人 (+ 二) 从 + (+ 二 + 可) 给-… 当 -1czsl 


.证明 (x) 的 级 数 (a) 对 一 切 x 收 伍 ;(b) 在 任意 有 限 区 间 上 绝对 且 一 致 收敛 . 


证 明 :(D) EN) = (DE a a hz) = 人 (zy 
设 习题 107(c) 结 论 对 p=0, 一 1, 一 2,… 成 立 , 证 朋 : 
CFC) = TT a5) = J) (0a) = Dr) ne12,3.. 
证 明 :;el2zt un) = > J (xr). 
;所 
[提示 :将 左边 改写 为 :ee ,用 习题 108 展开 ]. 


(n+ 1) 2" 
证 朋 > 多 和 jy + 在 圆 |z| =1 内 部 及 圆周 上 是 绝对 旦 一 致 收敛 的 


(四 ) 设 只 >0. 在 公共 收 敏 区 域 1z1<R 上 ,对 一 切 x 有 > a = > bu ,证明 a = ,4=0,1,2， 
…;(b) 用 (a) 证 明 如 果 - 卫 数 的 素 勒 展 并 式 存在 , 则 展开 式 惟一 . 

ray Tw = 工 , 证 明 当 工 <1 时， > ,ao 收敛 ; 当 工 > [时 之 iu 发散; 如 果 工 = 1 判别 法 失效 ， 

证 明 级 数 3 a,z" 的 收 全 半径 可 由 下 列 极限 确定 ( 当 极 限 存在 时 ) ,并 举例 党 明 ; 


;thb) Jan- 一 :ce) lm 


1 
eT “Yla, 
用 习题 113 求 习题 22 中 级 数 竟 收 仇 半 任 ， 
(a) 证 明 级 数 >}u, 收 化 的 充分 必要 条 件 是 任 给 e>0, 存 在 N>0, 与 相关 , 当 思 >N 和 g>N 时 ,有 


1S。 一 [< 成 立 , 其 中 SO = tu tT ;(b) 用 (a) 证 明 级 数 之 ， CE ED 收 敏 ;(c) 用 ta) 证 明 


级 数 > 发散. 
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116. 


117, 


118. 


119, 


120. 


121. 


122， 


123. 


124. 


125. 


126. 


127. 


128. 


129., 


[提示 :用 p. 41 和 阅 西 收 合 准则 .,j 


证 明 超 几何 角 数 (p.210)(a) 当 |z|<<1 时 绝对 收 敏 ;tb) 当 |z| >>1 时 发 敬 ;(e) 当 |x|=1 且 a+6~c>0 


时 绝对 收 侣 ;{ 册 满足 微分 方程 x] cv Tie-(tatbptlzriy -aby—0. 
设 Fla,b;cix}) 是 由 p.210 中 级 数 定义 的 超 几 何 函数 ,证 明 : 


CaF p,l;l;- xz)=(1+tr)? (tb) zrtl,1:2; 一) 一 lat1+)s(OF( 方 , 韦 : 六 :7】 = {arcsinr 并 


求 线 数 和 S(7)=x+ 二 17 汪 31 
[提示 ;证 明 Sr)=1+ .zzSix), 解 方程 . 
证 明 ; 


1 1 ， 1 1 1 1 1 . 
13 5 Ts7 ve{ 3:3 D915 D3l 7 Hql 9 让 
证 明 b. 207 狄 利 克 雷 判别 法 ， 

证 明 ， 名 全 在 不 包括 0.+x, 土 2r,… 的 任意 区 间 上 一 致 收 敏 

[提示 .用 第 一 章 当 入 中 和 p,207 犹 利克 雷 判 别 法 . ] 

证 明 p.210 关于 二 项 级 数 的 结论 . 

[提示 : 用 泰勒 定理 检验 拉 格 记 唱和 柯 西 形式 的 余 项 ]. 


证 明 > (= 和， 对-- 切 = 一 切 收 人 ,但 不 绝对 收 全 


。 1 ] ] ™ 1 ,2 
明 1 -~ 一 i 
证 明 1 下 十 本 0 3 


设 z= ye, 证明 ;y -> Tr 


zx" ,其 中 一 lie zr 放 ]ie. 


-1)* Tn" 1 nr 机 


4 a 


证 明 方程 。-* = -1 有 惟一 实 根 , 且 由 下 式 确 定 :A ==1+ > 


设 -一 1+ Biz+ 马 世 + 隔世 (证明 数 B, , 称 为 伯 努 利 数 ,请 足 北 扒 公式 


(如 +1)" ~- "=0, 其 中 成 是 展开 后 形式 地 用 及 代替 . (b) 用 (a) 或 其 他 方法 ,确定 B,,… ,BBs 


(a) 证 明和 = 池 (coch 六 -DCb) 当 =1,2,3,… 时 用 习题 127 及 (a) 证 明 bos, = 人 


推导 下 列 级 数 展开 式 : 

{ajeothz = 1 3 五 ht 2 

(bjeotx= 圭 =- 邱 - 帮 4+ (1)" By 

(jtanr =x [ 于 + 知 + FT 12(227 -2 本 
(escr = T+ 1) 2 DB 


[提示 :对 (a} 用 习题 128, 对 (pb) 将 ta) 中 .: 震 措 为 jr, 对 (ce) 用 tanz = cotzx 一 2enot2z ,对 (qd) 


+ tanri2 .] 


. 证 明寺] (1+ 三) 收 全 


用 定义 证 明 | | (1 +) 发 


.证明 | (1 一 ), 当 0<ww<1 收 化 当 且 仅 当 3 Ya 收敛 


.人 (证明 | | (1- 册 ) 必 伍 到 于 ;(b 计 算 (a) 中 无 穷 机 到 小 数 后 第 2 位, 并 与 伪作 比较 . 
, 证 明 级 数 1+0-1+1+0-1+1+0-1+… 时 性 可 求 和 到 零 ， 


用 csex = eotr 


" 230 . 


微 积 分 


135. 


136. 当 


137., 


138. 


139, 


140， 


141 . 


证 明 可 求 和 Césaro 方法 是 正则 的 ， 

[提示 : 见 第 三 章 习题 28, ] 

1zj<i 时 ,证 明 级 数 1+2z+32 +47 二 二 r+ 上 收 庆 C 乔 (1 2)7. 
如 果 S= lim > aa 存在 , 称 级 数 > 如 为 阿 由 尔 可 求 和 到 S. 


rl n= 


证 明 :(a) > (一 了 "(x +1) 是 阿 贝 尔 可 求 和 到 1/4. 
号 三 昌 


(b) 袜 全 了 (二 (人 是 阿 由 尔 可 求 和 到 18 


证 明 二 重 级 数 E> Cy ,其 中 p 为 常数 , 当 p>1 或 p 志 1 时 分 别 收 皱 或 发 散 ， 


~ 一 ] ~ 一 
2 3 ...h 1) {a D! Dn | edu. 
严 I 


TI” 工 
要 工 一 拒 1 | 
人) 用 (a) 证 明太 对 du ~ 二 -二 + 下 -对 + 
u I I 下 I 
证 明 ， 
I 下 1 
Fe 
加 I I rr \x zx 区 
cos 了 stl 3! 3 Sin 工 2 4 _ 
| 


局 - = 1 
设 (4) 的 斯 近 展开 式 为 > "avz -", 证 明 | 7(z)dz 有 渐 近 展开 式 > ec， 
2 2 由 二 2 


第 十 二 章 广义 积分 


广义 积分 的 定 愉 


积分 | f(z)dr 称 为 是 广义 积分 , 当 


(1)a =-c 或 as = o 或 ab 都 为 oo, 即 一 个 或 两 个 积分 限 是 无 穷 . 

(2) 8(z) 在 a 委 工 委 吕 上 一 点 或 几 点 处 无 界 .这 些 点 称 为 是 f(z) 的 奇 点 . 

对 应 于 (1) 和 {2) 的 积分 分 别称 为 是 第 一 类 和 第 二 类 广义 积分 . 同时 满足 条 件 (1) 和 (2) 
的 积分 称 为 第 三 类 广义 积分 . 


例 1:| ,sinr? dz 是 第 一 类 广义 积分 . 


例 2:| -cj 是 第 二 奖 广 义 积分 . 
0 


例 3:|， 和 dz 是 第 三 类 广义 积分 
例 4: 因 为 im Sm = 1, 所 以 | 295d 是 正常 积分 . 
J 下 0 二 


本 章 我 们 阐述 广义 积分 伍 散 的 判别 法 . 这些 判 唱法 衬 关 年 理 的 证 明 类 似 于 无 穷 级 数 的 襄 
散 性 的 判别 及 相关 的 定理 .( 见 第 十 一 章 ). 


第 一 类 广义 积分 
设 f(x) 在 每 个 有 限 区 间 a < x < 5 上 有 界 且 可 积 , 则 定义 
rom = him fr)dz, (1) 


如 果 右 柚 极 限 存 在 , 则 称 左 栅 积 分 是 收敛 的 ;如 果 极 限 不 存在 , 则 称 为 发 散 . 注 :| f(x)dz 类 


似 于 无 穷 级 数 74 ,其 中 w。= An) ,而 | f(x)dz 对 应 于 无 穷 级 数 的 部 分 和 .在 (1) 中 我 们 
好 二 了 国 


经 常用 MM 代替. 
类 似 地 ,我 们 下 多 


| rayaz = lim| f(z)dz, (2) 
可 按 右 侧 极限 存在 与 次 判断 左 侧 积分 的 伍 散 性 . 
例 ]| 本- 各 | 容 = 血 人 -二 )= 1 出 请 收 作 到 上 
例 2:| coszdr = 加 | cosrdr = im (sinu ~ smna), 因 为 该 极限 不 存在 , 则 | ” coszdz 发 散 
同样 ,我 们 定义 


| f(ar = | fl)ar +| f(z), (3) 


其 中 xn 是 实数 ,如 定义 (1) 和 (2) 一 样 ,按照 右 侧 积分 敏 获 性 判断 左 侧 积分 敛 散 性 ， 


“32 。 


第 一 类 特殊 广义 积分 


1. 几何 或 指数 积分 | e “dz ,其 中 + 为 常数 , 当 ; > 0 时 收敛 , 当 :+ 所 0 时 发 散 . 注 : 当 ” = 
cea = 时 类 似 于 几何 级 数 . 

2. 第 一 类 积分 _ 呈 ,其 中 旋 是 一 常数 日 a > 0, 当 >1 时 收 化 日 bp 所 1 时 发 散 .与 
级 数 作 比 较 . 
第 一 类 广义 积分 收 化 判 别 法 


以 下 判别 法 针对 积分 限 为 0 时 给 出 .类 似 地 当 积 分 限 为 -x 时 ,判别 法 也 存在 ( 作 襟 量 代 
换 z = 一 y, 使 积分 限 变 为 0), 除 了 专门 说 明 , 我 们 都 假 设 f(x) 在 第 一 个 有 限 区 间 4 志 z 志 
5 上 连续 ,因而 是 可 积 的 

1. 比较 判别 法 适用 于 被 积 函 数 是 非 负 的 积分 . 


(a) 收敛 性 . 设 当 = 之 a 时 ,g(x) 之 0 且 | g(x)dz 收 化 , 则 当 x 之 a 时 ,0 < f(z) 二 


eh 也 收 敏 . 


ed 收 敏 ,| 二] 也 收敛 


e+l 


例 :因为 = 


(b) 发 散 住 , 设 当 z 学 a 时 ,g(x) 之 0 且 | g(x)dz 发 散 , 则 当 z 之 a 时 ,车 f(z) 交 


a Ae 也 发 散 . 

例 :因为 小 > 二 , 当 > >2 时 有 | 全 安 发 向 fp = 1 时 p 积 分) 加 = 2 也 发 散 . 

，、 商 庆 别 法 适用 于 被 积 表 达 式 是 非 负 两 数 的 积分 

( 设 1(z) 之 0 且 g(z) 之 0, 则 如 果 limm 姓 于 一 A*0 或 %, 则 | f(z)dz 和 | g(x)dz 
同 敛 散 . 

(b) 如 果 (aj] 中 全 = 0 且 | s(z)dz 收敛 , 则 | f(z)dx 政策， 

(0) 如 票 (中 4 = % 且 | g(z)dz 发 散 , 则 | f(z)dz 发 散 


该 判别 法 与 比较 判别 法 相关 ,是 比较 判别 法 的 一 种 有 效 的 蔡 换 .特别 地 , 令 g{x) = 1/x?， 
由 已 知 p 积分 性 质 ,有 
定理 1 设 limxf(zx) = 4, 则 


| fz)az 当 > ! 收 繁昌 4 是 有 限 值 . 
全 | fz)a 当 p 过 1 目 A 0(A 可 能 为 oo) 时 发 散 . 


例 1:| -< ,因为 lm 二 = 二 ,所 以 收 钱 


5 35， + 25 
2:], rr i rr 


用 g(x) = e“* 可 得 到 类 似 的 判别 法， 
3, 级 数 判 别 法 适用 于 被 积 表达 式 为 非 负 函 数 的 积分 ,按照 > au, (其 中 w= f(n)) 的 收 
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化 与 发 散 ,判别 | /(z)dz 收敛 与 发 散 . 

4. 绝对 收 敏和 条 件 收 伍 , 如 果 | | f(z) 1 ax 收 伍 , 则 称 | 7(z)az 绝对 收敛 . 如 果 
| zaz ,收敛 但 | 1 f(z) 1 ce 发 散 , 则 称 | f(z)az 为 条 件 收 化 

定理 2 ee 


"ae<| 过 | - 亚 j 且 | - 息 收 伍 , 所 以 原 积分 绝对 收敛 ,因而 也 收 


| n x +1 


全 1:|”, 名 5 必 . 因 为 ”| 5 
化 
例 2:|， 轩 S47 收敛 (见习 题 11) ,但 | | 2 | 不 收 伍 , 则 | 室 xao 是 条 件 收 做 的 . 
所 有 用 于 判别 积分 表达 式 是 非 负 函数 的 积分 伍 散 性 的 判 世 法 ,同样 适用 于 判别 绝对 收敛 . 
第 二 类 广义 积分 
设 Kz) 在 区 闻 a < x 才 6 的 端点 x = a 处 无 界 , 则 定义 


5 b 
| /rar = im | fr)dr, (4) 
2 Er vatE 


x +1 


如 果 (4) 右 侧 极限 存在 , 则 称 左 侧 积分 收 化 ,否则 称 为 发 散 . 
类 似 地 ,如 果 Fr) 在 区 间 a 之 工 志 6 的 端点 x = 5 处 无 界 , 则 定义 


内 而 
| Cnaa = tm | Flr)adr. (5) 


按照 右 便 极限 存在 与 否 判别 (5) 中 左 侧 积分 皱 散 性 . 
如 果 f(x) 在 区 间 a 志文 所 上 内 一 点 x = z 处 无 界 , 则 定义 


T0 +E2 


/a= tm fdrt 加 | fn) (6) 
按照 右 铀 极限 存在 与 否 判 别 (6) 中 左 侧 积分 钱 散 性 ， 
如 果 f(z) 在 区 间 a 志 x 去 5 上 有 两 点 或 更 多 的 点 处 无 界 ,可 类 似 定 义 . 
柯 西 主 传 


当 es 和 es; 分 出 赵 于 零 时 ,(6) 右 例 极限 有 可 能 不 存在 .这 种 情况 下 ,选择 (6) 中 se = es = 
es 即 为 


| f(z)az = lim 1 fz)dr + Hz)dr| (7) 
如 果 (7) 右 侧 极限 存在 , 划 称 此 极限 值 为 左 侧 积分 的 柯 疝 主 值 , 见 当 题 14， 
第 二 类 特殊 广义 积分 
ey 2 当 P <<1 时 收 做 日 p 之 1 时 发 散 ， 


2 上 二 和 37,' 当 < 1 时 收 合 且 之 1 时 发 散 
这 区 为 是 第 类 积分 注 : 当 ;过 0 时 为 正常 积分 
第 二 类 广义 积分 收敛 性 判别 
以 下 判别 法 是 针对 f(x) 仅 在 区 间 & 二 z 坪 端点 z -= a 处 无 界 情况 给 出 的 .如 果 f(x) 


,234 ， 
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在 z = 4 处 或 x = x.(a < zo < 8) 处 无 界 时 ,有 类 似 的 判别 法 ， 
1 比较 判别 法 适用 于 被 积 式 为 非 负 范 数 的 积分 . 
(a) 收敛 性 , 设 s < 二 5 时 5(z) 之 0 且 | gtz)az 收 伍 , 则 当 a < 工 挟 上 时 ,如 果 0 苹 


f(x) < glz), A 也 收 人 


大 (x > 1 时 ), 国 为 | 了 宪 = 收 售 (4 = 1,p = 二 的 积分 ), 则 |, 一 竺 也 


Vi 4 一 1 
收 绩 . 


(b) 发 散 性 . 设 e < z <5 时 ,g(z) 之 0 且 | g(x)dr 发 散 , 风 当 a < z 挟 5 时 ,如 果 A(z) 


> A 也 发 散 . 


Inz -5 


也 发 散 . 
2. 商 判 别 法 适用 于 被 积 式 为 非 负 函 数 的 积分 . 


a) 当 a 之 工 世 5 时 , 设 f(x) 守 0 且 g(x) 之 0， 如 果 lim 人 2 = A A0. 或 %, 则 


[A(z)az 和 | g(z)dz 同 合 散 
(b) 如 果 (a) 中 A = 0 且 | gz)az 收 敏 , 则 | f(z)az 收 人 


(© 如 果 (a) 中 A = oo 且 | g(z)az 发 散 , 则 | f(z)dz 发 数 . 


该 判别 法 与 比较 判别 法 相关 ,是 一 种 非常 有 效 的 替换 方法 . 特别 地 , 取 g(z) = 1i(x - 
a)z ,由 已 知 p 积分 性 质 有 : 
定理 3 设 iim (x -afz) = 4, 则 


| 7(z)az, 当 < 工时 收敛 且 A 是 有 限 值 ， 


(i)| f(z)dz, 当 之 1 且 AS0(A 可 能 为 %) 时 发 散 


如 果 f(x) 在 积分 上 限 处 无 界 ,上 述 条 件 变 为 ， 
定理 4 设 lim (6 -xz)*f(x) = B, 则 


I 


(| fC)az 当 p < 1 时 收敛 量 B 是 有 限 值 . 


人 | f(z)ar 当 户 沁 1 时 日 尖 0(B 可 能 为 co) 时 发 散 . 


5 zt . 1 1 , 二 一 _1 ， 
例 1: | Vi 二 ,因为 lm (一 入 "TF = im 各 二 元 ,所 以 收 敏 ， 


,所 以 发 散 - 


1 
2 ) i -GE 7 
3. 绝对 和 条 件 收敛 .如 果 | 1 7(z) | dz 收敛, 风 称 | 7 )dz 绝 对 收 敏 .如 果 | (zjdz 收 


伍 但 | | 7(z) | dz 发 散 , 则 称 | f(z)dz 条 件 收 伍 
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定理 5 设 | 1 f(z) 1 dr 收 伍 , 则 | “f(z )qdx 收 全 即 绝 对 收 化 积分 必 收 敏 . 


Sr 


了 
因而 | ”Er 绝对 收 和 

任何 用 于 判别 被 积 哨 数 为 韭 负 函数 积分 合 散 性 的 判别 法 都 可 用 于 判别 绝对 收 襄 . 
第 三 类 广义 积分 


第 三 类 广义 积分 可 以 表示 为 第 一 和 第 二 类 广义 积分 . 因此 它们 的 伊 散 性 可 用 以 上 已 给 的 
方法 判别 ， 


带 参数 的 广 攻 积分 ,一 致 收 全 


例 : 因 为 


Ja -| 和 re 收 人 


1 "dr _ _1 
< 一 有 , 了 收 禾 (4 = ,p= 广 的 bp 级 数 ) 则 | 


设 $(a) = | f(z,a)dz, (8) 


该 积分 类 似 于 郴 数 项 级 数 , 同 理 可 引信 积分 一 致 收敛 的 概念 ,寻求 $a) 在 什么 条 件 下 关于 a 
可 以 求 导 和 积分 . 
假设 积分 (8) 在 w 专 e 专 as( 简 记 为 [a ,az]) 上 收 合 . 


定义 
积分 (8) 称 为 在 [ai ,es ] 上 一 致 收 伍 ,如 果 任 给 es > 0, 存 在 N 与 相关 ,与 a 无关, 使 得 对 
-- 切 > NN 和 a € [ayas], 有 |1$(a) -| fr,a)ar 1 之 成立 ,也 可 以 描述 为 | ge) - 


| fz)ar =| | flrsa)dz 1, 类似 于 无 穷 级 数 第 N 项 余 项 的 绝对 值 . 


上 上 述 一 致 收 敏 的 定义 和 性 质 是 按照 第 一 类 广义 积分 来 建立 的 . 关于 第 二 类 和 第 三 类 广义 
积分 可 得 到 类 似 的 结论 . 


积分 一 致 收敛 的 特殊 判别 法 


1, 殊 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 . 设 函 数 M(xz) 之 0 满足 
(a) | f(x,a) [SM(r) ,a a Ei Gy , 姜 > , 


(b) | M(x )dz 收 合 ， 
则 | f(z,a)dz 在 mm 所 a < gs 上 一 致 有 绝对 收 全 


县 | = 宕 了 收 入 , 则 ” 侣 皇 dz 对 一 切实 数 什 a 一 致 有 绝对 收 全 


|< 0 T++] 


和 无 穷 级 数 一 样 ,积分 可 能 一 致 收 伍 但 不 是 绝对 收敛 ,反之 亦 然 . 
2. 狱 利克 圭 判 别 法 . 设 
(a)g(x) 是 上 的 单调 递增 函数 旦 x 一 co 时 收敛 到 零 . 


(b) | < 思 p 对 一 切 w > a Hel go; 成 立 , 则 积分 | 7(z,a)Y(z)dz 在 
a 所: 全 Ee 它 2 上 一 致 收 合 . 
积分 一 致 收效 定理 


定理 6 设 f(x,a) 当 xz 之 a 且 ai 扩 a 志 a) 时 连续 ,如 果 当 a 之 a 所 sa， 时 | f(x,a)dr 
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一 致 收 伊 , 则 $(a) = | f(z,a)dr 在 a 之 a 之 as 上 连续 .特别 地 ,如 果 o。 是 过 a 之 4 上 
任 一 点 , 记 为 
lim$(a) lim| f(z ,0) dr 一 | lm /ft ,a) dr. (9) 
如 果 w 是 区 间 的 两 端点 之 一 ,就 取 右 极限 或 左 极限 . 
定理 7 在 定理 65 的 条 件 下 ,对 (a}) 关于 a 从 ai 到 as 积分 ,得 
| $Ca)q 一 上 || fs,0)dr ac 一 | for, do 
改变 了 积分 次 序 . 
定理 8 设 f(z) 当 z 之 a 旦 ci <<。 < ez 时 连续 ,关于 a 有 连续 偏 导数 ,如 果 | 5ldz 
当 a 过 之 a2 时 一 致 收 合 , 则 当 &a 不 依赖 于 a 时 ,有 
a - | jd. (11) 
如 果 a 依赖 于 a, 结 论 可 以 稍 作 修改 .( 见 p.148 莱 布 尼 苞 法则). 
定 积分 计算 


计算 广义 定 积分 有 许多 方法 ,一 种 有 效 的 方法 是 在 积分 中 适当 地 引入 参数 ,对 这 个 参数 求 
导 或 积分 ,再 用 上 述 一 致 收 敏 的 性 质 . 


拉 普 拉 斯 变换 
函数 下 (x) 的 拉 普 拉 斯 变换 定义 为 
FG) = HF(z)} = | e Flr)dz, (12) 


dx, (10) 


取 : 上 取代 e- 得 e-< = zr ,类 似 于 千 级 数 .许多 署 级 数 的 性 质 可 以 用 于 拉 普 拉 斯 变换 .下 面 的 关 
于 拉 普 拉 斯 变换 的 简 表 非 常 有 用 . 其 中 a 是 常数 ， 


Ftx) EF)| 
二 3 和 
1 
er sa 
一 不 
。 如 
SI 人 Era sD 
OSI 5 s>0 
1 
XH = 2 3 sO 
Y {ry sdf Yt) — YO0) 


Ye) | #2 Y(t)! - sY(0) ~— YO0) 


拉 普 拉 斯 变换 可 用 于 解 微分 方程 (见习 题 34 一 36)， 
广义 重 积分 
广义 单 重 积分 的 定义 和 结论 可 以 推广 到 广义 多 重 积分 . 
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习题 与 解答 


广义 积分 
1, 确定 下 列 广 义 积分 的 类 型 ; 


re 
0 出 


解 哼 (a) 第 二 类 (被 积 表达 式 在 x = 0 和 z= 一 1 处 无 界 ). 


(b) 第 三 类 (积分 限 为 oo 且 被 积 表 达 式 在 tanz = 1 时 无 界 ). 
(c) 这 是 一 正常 积分 (在 x = 2 时 被 积 冰 数 无 并 ,但 超 册 了 积分 范围 3 入 工科 10). 
(d) 第 一 类 (积分 限 巧 无穷 但 被 积 函 数 有 界 ). 

1 


{e) 这 是 一 正常 积分 ! (由 沼 必 过 法 则 知 ， tim 一 3 三 了 了 7. 


2. 将 第 二 类 广义 积分 | 一 很 变换 为 (a) 第 一 类 广义 积分 ，(b) 正常 积分 . 


Ivr(2— 7x) 
解 喇 (4) 考虑 | “一 一 ,其 中 0<。<1. 令 2-x= 语 . 则 积分 变 为 | 一 多 ,0 
.1 rt2-7) yv2y-1 


时 ， 原 积分 等 价 于 | 7 多 类 广义 积分 ， 
~ 


| 
(由 令 2-x = 太 , 则 积分 (a) 变 为 2] 全 二 4 考虑 ?| 了 是- 正常 积分 . 


册 上 可 知 第 一 类 广义 积分 可 以 变换 为 第 “类 广义 积分 ,反之 亦 然 ! 实 际 上 可 以 实现 外 
同样 广 记 积 分 也 可 以 变换 为 一 正常 积分 (这 有 时 可 以 实现 . ) 
第 一 类 广 世 积分 
3. 证 明 判 别 第 一 类 广义 积分 收 敏 的 比较 判别 法 (p,234). 
征明 同 因为 xzr 芝 ea 时 去 六 xz 所 8(z) ,用 p.74 性 质 7 得 : 


0 [rar < [gar <| gdr. 


由 假设 知 上 一 积分 企 在 ,因而 ji | f(x) 存在 ,因此 | J(z)dx 收 全 


4. 证 明 p.234 商 判 别 法 (a) . 
证 明 巍 由 修 设 知 : lm 二 如 = 和 > 由 任 给 < >0, 存 在 六 ,值得 当 z 之 NN 时 ， 有 | 人 3 - Al<s 


成 立 .因而 当 上 之 N 时 有 
-eS AD EA eA gr) < fa) < (A+ alr). 


由 
册 (4 - oCz) a 有 A | g(r)ar. 
不 失 … 般 性 , 设 a-E>0 
如 果 | & sz) dr 收 售 , 则 由 (1) 右边 不 等 式 ， 


| .ALaa 存在 , 则 | zj 收 全 


如 果 | stz)de 发 散 , 则 由 (1) 左边 不 等 式 
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和 | zy)az = %, 风 三 J(z)dr 发 


如 果 4 =0 和 4 = 时 ,见习 题 41， 
由 以 上 两 个 例子 可 以 发 现在 证 明 无 窃 级 数 和 广 立 积分 时 有 明显 相似 之 处 . 


5. 判别 收 伍 性 ; 
zdx ” zi:—l 
| | pi 


角 号 ， (8) 解法 1 当 z 充分 大 时 ,被 积 函 教 近似 为 zf3x' = 1/3x’ 因为 一 三 一世 王 且 


3r Sr 十 1 © 3x 
于 | 等 收银 (p = 3 的 户 级 数 ). 由 比较 判别 法 知 | 5 227 收 全 
注 ; 让 z 充分 大 的 目的 是 为 了 得 到 一 合适 的 可 用 于 比较 的 积分 . 
> 加 x 1 . {x} _, 1 ~ 
解法 3 设 f(r) = 于- 和 18(z) = 十! 因为 lm 信 汪 = 可 且 | g(x)dz 收 化 ,由 高 判别 法 知 


Tr 


[f(z)az 也 收 全 

注 :这 里 用 于 比较 的 函数 g(x) ,舍弃 了 因子 讨 , 如 前 一 种 方法 所 不 ,因子 读 也 可 以 包 食 在 比较 函数 
中 ， 
解法 3 lm (去 和 ) = 可 ,因此 由 p.234 定理 1, 原 积分 收 敏 . 

(b) 解法 1 当 z 充分 大 时 ,被 积 函数 近似 为 zi/ V2 = ljzx 

zl 1 ,1 1[” dr 
7 ' 去 .因为 于 | ， 全 发散， 
一 一 -一 一 一 < 

| A 


解法 设 /(z) = -天 Fe(z) = 十, 风 四 为 jm 3 = 1 且 | e(z)de 发 艇 , 则 | =)ar 也 发 和 


解法 3 因为 jz | 霹 二 世 ) ,由 p.234 定理 1 知 原 积分 发 散 


注 :解法 1 中 要 用 比较 判别 法 ,需要 有 一 不 等 式 因子 (本 例 为 方 或 小 于 广 的 常数 ) ,而 解法 2 和 解法 3 
却 不 需要 有 这 样 的 因子 . 
6. 证 明 | 。* dx 收 伊 . 
证 明 9 。。 imz?e ”= 0( 由 将 必 达 法 则 或 其 他 ), 则 宙 定 理 1, 且 A = 0,p 一 2, 原 积分 收 敏 .与 第 十 一 


章 习题 10(a) 作 比 较 . 
7. 判别 收 敦 性 : 
lnz ”1 - cosx 
{ | rp 其 中 a 是 一 正常 数 ;(b)| dr 
解 名 (3) limz ' -5 = ,由 p.234 定 理 1 有 A = mp = 1 原 积分 发 散 . 


* ] cosx | Pa;, 


OF sar -| a + 
右 偶 第 一 个 积分 收 化 [见习 题 1(e)]. 
因为 hmz* (2 )- 0. 直 p,234 定 理 1 知 右 侧 第 二 个 积分 收敛 上 4 = 0,p = 3/2 ,因而 原 积分 收 全 . 


8. 判 别 收敛 性 ; 
一 EE 区 3 2 
(| Sa Ea 


解 邮 。 (a) 设 z 一- y, 风 积分 变 为 ~ | dy 
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一 


解法 1 人 万。, 当 y 之 1. 则 因为 | 。 dy 收敛 | ay 收 合 , 因 此 厌 积 分 收 化. 


解法 2 limy (全 ) = limyw”= 0, 则 由 p.254 定 理 1,A = 0 且 pp 2, 所 以 原 积分 收 全 


2 


(b) 将 原 积分 改写 为 | 三 寺 于 da + 站 天 st 和 da 在 第 一 项 积分 中 令 = = - y, 则 积分 变 为 


区 + 


-T 四 因为 limy (三)= 1, 该 积分 收 和 
因为 inx (天 st 于 ) = |, 第 二 个 积分 收 伍 , 因 而 原 积分 收 全 
第 一 类 广义 积分 的 绝对 和 条 件 收敛 
9. 设 | ”1 f(x) 1 dz 收 化 ,证 明 f(z)dz 收敛 , 即 一 绝对 收敛 积分 必 收 伍 


证 明峰) +t Fr 2 并 7) 1, 则 


0< TF) 4 fr) adr <2) flr) tar. 
如 果 | LRCz)1 刁 收 策 , 则 | [f(zx)+1 f(z) 1]dz 收 敏 .因此 减 去 收 全 积分 | 1 F(z) | dx, 得 
[Faydz 收 人 


10， 证 明 | 032dr 收 合 


解 晤 解法 1 
#1 | | 二 此, 见 由 比较 判别 法 ， 因为 三宅 政委 , 则 | 车 即 由 习题 9 得 
| 鹤 
上 和 
解法 2 
因为 lm xz | in 家 = 0, 则 由 p.234 定理 1 及 A =0 有 p= 3/2, 知 | aE 收 
化， 因而 | 祝 osx gy( 绝 对 ) 收 伊 ， 
11. 证 明 | snzdx 收 化. 
0 这 
证 明 er 。 因为 | 闻 Sdz 收 全 (在 0< x < 1 时 二 连续 且 lin 加 < = 上. 下 面具 要 证 明 |，S sr 
收 就 . 
证 法 1 分 部 积分 得 
Mi | M sk M oper 
| " Cab es 0 
或 在 (1) 两 边 取 极限 M -> oo, 且 因为 ja 5 和 = 0, 则 
| snr, -= osl+ | Sa. (2) 
t 这 区 


由 习题 10 知 (2) 右 删 部 分 收 伊 , 则 原 积 分 收敛 . 
用 分 部 积分 法 判别 收敛 性 在 实际 中 非常 有 用 . 
证 法 2 


mm To Tn 人 ta 
SINT Nn SITI SN | 
| Ar 一 | rT + | dr t+ "+ | rr +" 
1 本 0 之 1 rm I 


‘239* 


. 240 - 


13. (a) 证 明 | 7 


他 工 = +n, 和 和 式 变 为 


上 于 x 。 
sin sinT SINY SI 
] =| 一 一 -| 2 +| 一 ，-， 
> ” gD in y v 和 二 干部 人 oD ta 


1 . <” 
是 -个 交错 级 数 . 因为 二 所 Ti 且 在 [0z] 上 sinv 0 则 | 5sdo 苹 


[ sin dy, 

oottn+1)r 

im| su do < 吕 [ 0 
Ro + nA ri 夫 开 


ou 


交错 级 数 得 一 项 的 绝对 值 小 于 前 一 项 的 绝对 值 , 当 # 一 中 时 ,第 n 项 趋 于 零 .由 交错 级 数 判 别 法 (p. 
205) 知 级 数 和 积分 收 合 . 


12， 证 明 | 型 sinz 条 件 收 伍 . 


证 期 ez。 因为 由 习题 11 知 原 积分 收敛 ,下 面 要 证 明 不 是 绝对 收 伊 即 | | sa | dz 发 散 . 
如 习题 12 解法 2, 有 
se | 『 Ht) 
| 和 d= 二 Dla = > ds (1) 
而 当 0 近 vm 时 ,于 i 之 tr ,因此 
” sin 1 ™ . 2 
Fe fe Cn t 1x (2) 


因为 > 本 人 发 数 , 由 比较 判别 法 知 (1) 右边 级 数 发 区 ,因此 ”| sz |az 发 区 ,结论 得 证 . 


第 二 类 广义 积分 , 柯 西 主 值 


征明 是 被 积 函数 在 zx = - 工时 无 界 , 定 义 积 分 为 


in | ,7 和 = - im | = lim (6 - 字 eo) = 6， 
0 
14. 判别 站 一 全 经 六 是 否 收敛 ;(a) 在 通常 意义 下 ,(b) 用 柯 西 主 值 ， 
解 鱼 (al ay 
5 1- el dr 
| ey 人- 5 + lim 1 [1 过 二 1 


. 1 1 ， 1 _1 
(二 -到 上 四 { 翅 - 走 )， 
因为 槛 限 不 存在 , 则 在 通常 意义 下 积分 不 收效 ， 
tb) 因为 
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jf dr dz 1 
lim cy 2e7 + Fe 32 


t= 


则 在 柯 西 主 值 意义 下 ,积分 存在 , 柯 西 主 值 为 3/32， 


15. 判别 收 伍 性 : 


3 ax sim Adt 1 Qn 
(| 二 Eb) | 过 一 Cr， oof VT jt 二 站， | 1 一 dr， 
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。 25 。 _ .1 1 { 1 ) _ 1 
解 呈 (a) lm (2) T(r 8) lim 2 二 2 十 人 Th 


了 一: 


因此 ,由 p.236 定理 3(:) 知 积分 收 伍 . 
(b) lim + 己 ， 汉 = 1 因此 由 p.236 定理 3( 知 积分 收 全 


El dr 3 dr 
(0 将 积分 写 为 | 一 一 +, (35— zx- 1) 


1 1 1 _ 
lim (x * = 市 一 个 下 - 
因为 lim ( 1 ED 第 二 个 积分 收敛 


a |， 2 ， 1 二 1 一 从 天 
因为 lm (5 I) 本 = Zr 一 13 网 ,第 二 积分 收 误 . 


所 以 原 积 分 收 全 
(d) lim (1 一) 和 一 = 对 ,因此 积分 发 散 . 
2—!l 


另 一 种 解法 
Pen 92 1 dt 
和 一 光 二 一 且 | ji 空 -发 散 ,因此 原 积分 发 散 
| 到 Ty 
， Hn 1 . = 
(ey im (至 一 z) “ Uo) 二 ,Jn. ( cosT ) 去 1, 因 此 积分 收 合 ， 


16,. 设 wm 各 是 实数 ,证 明 | "1(1 -Yagzfta) 当 和 ma > 0, 同 时 nn >0 时 , 收 伍 ;(b) 否则 


发 散 . 


证 朋 由 (a) 当 匣 之 1 同时 这 1 时 ,因为 被 积 函 数 在 0 志 x 所 1 时 连续 ,积分 收 合 ,将 积分 记 为 


} 1 
| am 一 到) lx + | er _ T) "dz. 
9 1 


当 自 芝 丰 过 1 且 0 二 王 二 1. 国 为 jimnftl-z 1 一 7x)” = 1, 用 p.23$ 定 理 3t 站 有 户 = 


ry 


1 m 月 a = 0, 知 第 一 个 积分 收 侣 . 


类 似 地 ,因为 im (1 一 Xj) 1, 用 p.236 定 理 4( 站 及 p=1- x 和 = 1, 知 第 


二 个 积分 也 收 第 
因而 当 x >0 同时 nm >0 时 , 原 积分 收 化， 


(hb) 当知 所 0 时 ， lm T+ 一 x)” = 06, 因此 不 管 w 取 何 值 ,由 p.236 定 理 3(i) 及 p=1 且 


a = 0 知 ,(1) 中 第 一 个 积分 发 散 . 
类 做 地 , 当 nn < 0,ow 不 管 取 何 值 时 ,第 二 个 积分 发 散 . 结 论 得 证 . 
原 积分 称 为 B 积 分 或 B 函数 ,有 许多 有 趣 的 性 质 ,将 在 第 十 三 章 里 讨论 


17 . 证 明 | ， Lsin Tdz 条 件 收 伊 . 


证 明 好 设 r = 十. 则 称 分 变 为 | ， Sady, 由 习题 12 知 结论 得 证 


第 三 类 广义 积分 


18. 设 ， 是 一 实数 ,证 明 | ze az (a) 当 n >>0 收 伊 ， 


(b) 当 入 0 发散， 
证 明 将 积分 写 为 


“241: 


,242 ， 微 积 分 


1 oo 
| lg ‘dr+| ee lg “dr, {1} 
< 中 


1 


(a) 当 n 守 1 时 ,因为 被 积 西数 在 0 <& x 所 1 上 连续 ,所 以 (1) 中 第 一 个 积分 收敛 ， 
当 0<a 过 时 ,1) 中 第 一 个 积分 是 z = 0 处 第 二 类 广义 积分 .因为 im Tr le 一 1, 由 p236 
定理 3 且 户 =1- 寺 和 a = 0 知 ,积分 收敛 . 
因此 , 当 有 >0 时 ,第 一 个 积分 收敛. 
当 ? > 0 时 ,(1) 中 第 二 个 积分 是 第 一 类 广义 积分 .因为 lim zx?”， x"'，e = 0 由 洛 必 达 法 则 或 其 
他 ) ,由 p.234 定 理 1(i) 且 pp = 2 知 积分 收 伍 . 
医 而 当 # > 0 时 ,第 二 个 积分 也 收 伍 , 则 当 = > 0 时 原 积分 收 钱 . 
(b) 壮 za 所 0 时 ,因为 lim zer= co[p.236 定 理 3(i)],{1) 中 第 一 个 积分 发 散 、 
当 = 和 由 因 为 lmnz me = Up234 定 理 100],(1) 中 第 二 个 积分 收 敦 . 
因为 (1) 第 一 个 积分 发 散 而 第 二 个 积分 收 伍 ,它们 的 和 也 发 散 , 即 当 半 和 0 时 , 原 积 分 发 散 . 
原 积分 称 为 鲨 数 ,有 许多 有 趣 的 性 质 , 将 在 第 十 三 章 中 讨论 ， 
广 愉 积分 的 一 致 收 生 


19. (a) 计算 $(a) = | ae “dr, 当 a > 0. 
(b) 证 明 : 当 = 实 a > 0 时 ,ta) 中 积分 一 致 收敛 到 1. 
{c) 说 明 当 a > 0 时 ,积分 为 什么 不 一 致 收 伍 到 1. 
组 (3e>00N, $0 = 各 | dr = lm-e "| ,= lml-e*=1 
bel 0 be 工 = 自 由 -oo 

则 当 a > 0 时 ,积分 收 敏 到 1. 

{b) 解法 1 用 定义 

当 4 之 a > 0 时 ,如 果 任意 s > 0, 存 在 N, 与 相关 ,与 a 无 关 . 当 4 > N 时 有 |1- “drl< 
s 成 立 , 则 称 积分 一 致 收敛 到 1， 

而 当 u > 二 in 二 一 N 时 ,因为 | 1 -ea| = 1-(1-ew)1= em 过 ee < se 所 以 结论 


得 证 . 
解法 2 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 ， 


因为 当 o 渤 a > 0 时 ,limz?ac” = 0, 当 x 充分 大 时 , 即 z 沁 时 ,有 1 oo 1< 十 , 取 M(z) = 
去 :而 |- 性 收 伍 , 则 a 之 a > 0 时 , 原 积分 一 致 收敛 到 1 
(6) 当 m1 -0 时 ,(b) 中 第 一 种 方法 里 的 数 N 递增 无 极限 , 则 当 a > 0 时 ,积分 不 可 能 一 致 收 伍 . 
20. 当 w 所 w 所 oa 时 ,8(a) = | f(z,a)dz 是 一 致 收 全 
证 明 在 该 区 间 上 #(a) 连续 . 
证 明 中 。 令 $(o) = | Flzia)de+RGea), 其 中 Resa)= | (zsajar 则 We+h=| f(x, 
g++ hdr t Rtw,a+A) 有 8 


dea kh) $a) = | [Frsath)— flra) ldr+ Rlusat+h)- R(u,a), 


因而 | $2 + hh) — $0) <| | Flxrsa th)- fro drt+l Riusa +h) |+| Ru,a) |. (1) 
国 为 当 @ 所 a 所 a 时 积分 一 致 收 令 , 对 任 结 es 之 0 时 ,存在 N 与 a 无 关 , 当 ww > N 时 ,有 
| Rgva + h) I< ef3, | Reusea) I< ef3, (2) 


因为 flz,a) 连续 对 任 给 。 > 0 时, 存在 相应 的 六 > 0, 使 得 当 !h I< 6 时 有 
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-243， 


| (rat hh) frra) | dr < el3. (3) 
将 (2).(3) 和 代 和 (1), 当 1 上 < 时 ,有 | a + 用) 一 和 a) | 之 成 立 , 即 (a) 是 连续 的 . 
注 :在 证 明 过 程 中 ,我 们 假设 a 和 a + 上 部 在 区 间 a) 之 c 志 a 上 .因而 ,例如 当 a = a 时 ,>0 则 
假设 是 右 连续 . 
同样 注意 到 该 证 明 过 程 类 似 于 无 穷 级 数 . 
一 致 收 敏 积分 的 共 他 性 质 可 类 似 去 证 明 . 


21，(a) 证 明 lim + 上 aererdz 天 [ ( lim ae“ dr,(b) 解释 (a) 的 结论 . 
a0 0 0 a -0 


me “dx = limn|= 1, 
0 a 


讶 明 te (a) 由 习题 19(a) 知 ， im | 
rt 
上 Clim ae™ jd = J odz = 0, 因 而 结论 得 证 . 
(b) 当 a 衬 0 时 ,由 习题 19 知 $a) = | ae“dr 不 一 致 收 伍 .因而 当 * 之 0 时 ,不 能 保证 #(z) 连 续 . 
所 以 lim $(@) 不 可 能 等 于 $(0)， 
Ee] 


22. (a) 当 a > 0 时 ,对 任意 实数 六 ,证明 e “cosrzaz =- 


A 二 re 
(b) 当 a 近 az 委 避 时 ,证 明 (a) 中 积分 绝对 且 一 致 收 敲 ,其 中 7 任意 ,0 之 a < 上 . 
证 明 上 rz (al 由 p.77 积分 公式 34 有 


e {rsinrr — gcosrr) 
了 
在 ”十 玉 


[9 
oo otr 


苛 
lim| e “coosrradr = lim 
nm 二 一 吉 


(b) 由 积分 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 及 1 。 "cosrrz | 之 ee 和 | > e-“qdx 收 化 ,结论 得 证 . 
计算 定 积分 
、 2 n 
23, 证 明 | ln sinxradr = 一 In2. 
证 明 5 原 积分 收 敏 [习题 42(f)]. 令 z= 子 一 y， 


2 2 2 
[= | ly sinwadr = | ln eosydty = | jn eos.rdr, 
u 


则 21 = 三 tn sinr + ln coer)} dr = [A )ar 


x m2 
= | In sin2 rds -| In2ax 
0 


my 
= ] lnsin2.rdr — 也 ln2. (1) 
[0 
设 27 = N， 


IN _ | 下 ， _ 1 ma , 1 nt 1 
| jin sin2aez 一 本 | msinat = J Insinwdrr + 1, Tsitm | 


= 二 (+ 门 = 7( 在 上 一 个 积分 中 令 v = r- 
因此 i1) 变 为 21 - 1- 子 lo2 或 了 =- 了 ln2. 
nt 2 
24. 证 明 :| xlnsinraAdr = — 艺 
u 


证 明王 设 .cr =zr-y, 则 用 先前 例子 中 结论 有 


ln2 . 


1= | zlnsinzer 二 | =- zln sinudu 一 | ,ex — x )lrisinrdr 


.244 ， 


微 积 分 


25, 


26, 


= | hn sinzdz — | “zlnsinzdr 
日 让 


= 一 严 l2 一 了 ， 
或 了 = 等 In2. 
(a) 当 a 守 1 时 证 明 $(a) = 全 致 收敛 ， 
1 下 日 ao)=_— 工 
(b) 证 明 $Ca) ea 


3 ww 152n 1) x 
wm rm ,fea 2.4.6(2n) 了 


证 明 中。 (a) 当 a 之 1 时 ,因为 -一 世上 且 |，- 尝 二 收 伊 , 则 由 殊 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 , 结 


x +1 
论 得 证 . 


-1 蕊 


吉方 


在 
| dr_ 
(4 = pm), zi = 


”ax 于 
(由 旧宅 _ - se 同时 求 导 , 有 


a 1 __ gr 四 
| EEF- | 《+ 和 ， 


当 a 之 1 时 ， ,因为 rr 世 < ry 


~ dr 
是 |，7 人 7 收 做 , 则 


| 二 空 交 到 ry -- 致 收 伍 ,由 p.238 定理 8 知 ,结论 成 立 ， 


(g) 对 三 二 -= 这 ww 两 边 求 导 4 次, 同 理 于 (ec) 有 (一 日 (一 2)…(- | Tory = 


gx +r 2 了 二 人 


[DCD 


+ ™ ax 352n-D) xr 135(2n—-D)r 
全 “~1 得 | {x + 1 2" ,x1 2 7 2-.4:6u(2x) 2， 


令 z = tang, 积 分 变 为 | sgdg, 风 结论 得 证 


中 
证 明 : 当 a,5 > 0 时 ,| 《dr = 二 mn 


证 朋 各 ”由 习题 2 及 p.238 定理 7, 有 


[Ne ora her = |e ooo a 


mn 
: OOS Tr 
或 | dx = da 
IrI=0 一 了 = 庄 a=a 让 十 
”ec 一 让， 本寺 于 
只 | < < = 去 ln . 
h 0 之 SEC dr 2 atr 


。 证 明 | 。“ ge qx 一 arctan 二 一 In(a’ +1),a> 0. 


证 朋 粘 由 习题 22 及 p.238 定理 7 知 


J ever de = 


dx 


了 
| e "Cosrzdr 
0 
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”SF 7 丰 
或 | ed = | -dr = aretan -一 
0 A ta +r 说 


对 rz 从 0 到 7 肯 次 积分 .分 部 积分 得 


sr 7 厂 厂 让 
| PP dr = arctan dr = rarctamn 二 — In(a’ + 7 ), 
0 x 0 


其 中 令 rr = 1 ,结论 得 证 . 


、 ™ 1- cos 区 
四 一 
28. 证 明 | Pdr = 这 


证 明 er 当 a 沁 0,z 交 0 时 ,因为 “一 人 < 一 全 目 | 二 Sodx 收 伊 [见习 题 7(b)]， 


则 白狐 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知 当 a 之 0 时 ,| er ar 是 一 致 收敛 的 且 表示 = 的 一 连续 函数 (p.237 
定理 6). 再 令 a 一 0' ,用 习题 27, 有 


， ™ 1 — cosx _ flo cor oj. 1 a 2 _7T 
加 上 ar =| Tar= tim arctan 一 7 nta +1) = 
mm cm 
29. 证 明 stnx =| sin x L 志 
0 王 0 碟 2 


证 明 te 由 分 部 积分 有 


Mf _ AM MM 
gr = (CT) oor)| + Wi 
工 工 。 : 工 


E 


一 Mo 
_ 1 ce -| sinz yy， 


E M 
当 e 一 信和 -> 吕 时 , 取 极 限 得 
| eu = | a = 区. 
9 证 和 并 2 


a _ » mm 2 oe 2 
本 为 | 1 -ar = 中 ar = | Sin gu, 


L [3 


加 3 
30. 证 明 | am TI = 
全 村 


rr rr ev 2 er! ee 2 站 3 
证 明 本 se ee ) (ee 二 Me”) -(e) 


上 3 . 
三 一 BT 十 于 sinz， 


则 上 sz = 地 让 snr ii | sae 


3 Sm 人 | 


让 [ 


| 
| 
一 一 
| 
人 
| 
Pi 


31. 证 明 | edx = /rl2. 
证 明 cz。 由 习题 6 知 积分 收 得. 设 [x |e dz 一 [edy 及 jn Iw = 1 为 所 求 的 积分 值 , 则 


m= (ea) (fe 0) 


.245 。 
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mM pn 2 ry 
=| | 。 ardy = ew drdy, 


其 中 纺 是 边 长 为 MM 的 正方 形 ( 见 图 雪 - 1) ,因为 被 
积 函数 是 正 的 ,有 


2 2 也 
| 1) 


其 中 统 和 统 是 半径 M 和 MY2 的 障 在 第 一 象限 内 所 围 
成 的 区 域 . 
对 (1 用 极 坐 标 , 有 


本 2 “时 3 rz MI > 
| | e ”pa SE 有 所 | | eedpe 二 (2) 
p=0 4 =D p=0 


=0 


-ee ) he ). 


在 (3) 中 取 人 MM %, 有 limIh = 了 =wj4, 则 I =Yxj2. 
32. 计算 | ecosaxdz. 
解 中。 设 T(e) = | 。” cosardr, 用 分 部 积分 和 取 极限 得 


多 =| ~ re sinardr = Te sinar| -地 <|， e 7 oosardr =- 31. 


由 p.238 定 理 8 知 ,可 将 求学 符号 移 到 积分 号 内 ,而 | ， ae sinazdr 对 一 切 a 是 一 致 连续 的 {因为 由 掏 尔 
斯 特 拉 斯 判别 法 ， ze sinaz 1<< ze-” 且 | ze 了 dz 收 做 ) 

从 习题 31 及 一 致 收 售 性 知 , 原 积 分 因而 连续 (因为 | ecosax | 所 e-” 且 [ “去 收 竹 ,由 魏 尔 斯 
特 控 斯 判别 法 可 知 ), 有 1(0) = limJ(a) = 方 Ya 

由 [(0) = 烃 , 解 方程 吧 = 一 六 上 得 Ja) = en 

33，(a) 证 明 fa) = | ee 二 4 tb} 计算 | edz. 
自 [0 
证 明 雪 (a 了 (a) = 2 ei (1 ~ gfri dr. 


当 >z -= 0* 时 ,被 积 函数 是 有 界 的 ,上 述 求 导 过 程 是 正确 的 . 且 对 于 充分 大 的 =, 有 
1 ,因为 | ce dz 收 策 , 则 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 判 


别 法 知 , 当 a 之 0 时 (x) 一致 收 化 .而 
如 oo trol 
I'{a) = ?| ee dr 2a| dr =0, 


0 


其 中 第 二 个 积分 中 令 gjx = y 即 得 .因而 I(a) = c, 是 一 常数 .为 了 确定 c ,在 原 积分 中 令 a 一 人 ,用 习 


题 31 得 c = rj2. 
™ ~ 3 3 2 4 
We ea er gr ee a 
0 p 0 
-在 
= 到 ， 
te ™” 2 -2 
则 | 人 + py = Ya 念 z = 1,| gr + 了 yr 一 2 
+ 2 站 2 


34. 证 明 下 列 结论 ;{a) 寻 er| = 一 一 ,s > a， 


35, 


36, 
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.247 ， 


| 3 
{b}¥|cosax | Tas > 0., 


国 M 
证 明 邮 (Vie*|= 上 e “edr = bn] edzr 


a 
= lim! 和 = 1 , 当 5 交 时 . 


另 一 种 解法 。 用 复数 . 


由 (9) 六 | = 一 一 ,用 ai 代 普 a, 则 


一 a 
He | = Yoosor + jsinar| = Heosar| + ;sinar| 
1 sta 


5 ， 台 
三 二 了 二 二 了 了 十 ?二 ， 
SEE s+a 3 十 在 $° 十 二 


令 实 部 和 虚 部 等 于 Yieosar| = -一 sinarl = 3 二 
上 面 的 方法 由 第 十 七 章 知 是 正确 的 . 

证 明 Y(z) 满足 适当 的 条 件 时 ,有 

(a}¥|Y (zr}| = $s YCr)| — Y(0), 

(DetY Cre)! = {Yr)! - sY(0) ~ Y'(0). 
证 明 三 (a) 由 定义 


I- 


EE Mf 
YY {rz)| = | e sy frjax = lm|, e“™Y {zr)dr 
Mm M 
= lim |。 =Y(z)| 十 s| eae“Y(lr)dr 
Mee om [4 
= 中 一 ri- Y(0) = sd YC)} ~ YO0), 


假设 :满足 lme “YCM) = 0. 
{by 设 gfz) = YCr), 则 由 (8), Cr! = 5 二 # Cz)| -x(0), 则 
Yr = slY (x) oY 0) = [sd Yr)t — YC0)] — Y (0) 
一 是 了 (一 SO - YY (0). 
解 微分 方程 六 (z) + y(z) = zx,Y(0) = 0,y (0) = 2. 
解 凶 将 原 微分 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 , 则 由 习题 353 知 六 (Cr)+ YCr)| = 二 晤 加 了 (zl 二 
Ytr)| = lis’, 
县) 0) — Y(0) + 和) = 11s. 
用 原 人 条 件 解 出 2 Ytx)| ,由 部 分 分 式 方法 得 


， 25+1 _1 1 
Y= gr te (1) 


1 


1 DLL 1 
因为 - = zx| 有 总 于 二 于 sinz| ,划一 + TT 


因此 由 (1) 得 到 Y(z)| = z+ sinr|, 则 有 Ytxr) = x + sinz, 即 为 方程 的 解 ， 
另 一 种 解法 

设 玫 F(x)| = f(s), 称 f(s) 为 Fix) 的 拉 普 拉 斯 道 变 搞 记 为 ftw) = "1 Ft) 
由 习题 78,2 fs) TEL = fz + 六 Tg(s 半 , 则 由 (1) 


> ， 1 ， 
Y= tin 


= r+ sinr|, 


,248 . 
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由 p.258 的 表格 可 得 拉 泗 拉 斯 逆 变 措 . 


补充 习题 
第 一 类 广义 积分 
37. 判别 收 伍 性 : 
2 +1 dr ”0 
(| 三 5 | | 


四 | < 二 ( oa ee ,| 于 sn za 


> -> dr T 
由 -1 ; 
38. 证 明 | 六 Fp i 


39. 判别 收 化 性 :(a)| elnzdz， (hf en + er) dz, (Of er oon de, 
40. 判别 收 签 性 ,如 果 收 敏 ,指明 是 绝对 收 伍 还 是 条 件 收敛 ， 


人 |: Et | erer cosbrdx ,其 中 a, 是正 常数， 


XNT ”cost 
Of ed), Es 0, the 
41. 证 明 p,234 商 判 别 法 (b) 和 (ce). 
第 二 类 广 久 积分 
42， 判 别 收 伍 性 : 


人 


of lnsinsdr ， ‘of < 2 


43. (a) 证 明 | 了 衬 在 通常 意义 下 发 散 ,在 柯 西 主 信和 意义 下 收 人 


(0) 未 (0) 中 积分 的 柯 西 主 值 并 给 出 几何 多- 
44. 判别 收 仇 性 ,如 果 收 化, 指明 是 绝对 收 伍 还 是 条 件 收 俩 ; (a) | ce( 上 上 jd， 


| 二 ee 二 )dr， (Of beat Lydz. 
45. 证 明 | (3x7 sin i 一 zoos LT )dz = 222, 
第 三 类 广义 积分 
46. 判别 收敛 人 性; 


= ~ er 。 ” e dr 
Of emt, | FG an 
47. 判别 收 襄 性: 


i dr ml edr 
| eb)|, > 


sinhf ar) | 
48. 证 明 | Saie] az 当 0 二 1 4 1< 时 收 敏 , 当 | 4 | 沁 < 时 发 数 . 


和 ,判别 收 全 性 ,如 果 收 笋 ,指出 是 绝对 收 伍 还 是 条 件 收敛; 人 | 5 sinzdz dz, (bf, 2 Ede 


广义 积分 一 致 收 化 性 
50. (a) 证 明 $(a) = 


vo 1+x 


coco x 对 一 切 a 一 致 收 伊 . 


dr, (| sg, (Of kg, < LO 安 


2 + SID 和 
1 9, 于 finz 和 3， 


Inz dr 


of dr 
x vv ln(l x) 


"dr 


SI V 


0 oh 工 


第 [二 总) 义 各 分 9 


{b) 证 明 对 一 切 ,$l(a) 是 连续 的 . 
{c) 求 lim$ta2. 


51. 设 ga) = | Pesajdr, 其 中 (x,a) = erar™， 


(a) 证 明 $(a) 在 a =0 时 不 连续 , 即 im| F(radr 天 | lmptr a)dr. 
(bl 解释 (a) 的 结论 . 

52, 设 Flr,a) = a rr ” 求 习题 31. 

53. 设 F(z) 当 - co < x < co 时 ,有 界 且 连 续 , VY(z,) = 二 | ，- 
证 明 ! lm V(r,y = Flr). 


54. 证 明 p. "238 a) 7 定理 8. 
55. 证 明 判 别 积分 一 致 性 的 秽 水 斯 特 拉 斯 M 判 间 法. 


s6. 证 明 如 果 [ FCx)dx 收 病 , 则 当 w 这 0 时 ,| e- “FR(r)dx -- 致 收 第 . 


57, 证 明 fa) 当 a 诗人 时 ,$a) =| 。 er dz 一 致 收 合 . 
(bh)$foe) = 也 一 aretana . 


| Star = 子 (与 习题 27 ~ 29 作 比较 ). 


58. 描述 第 二 类 广义 积分 一 至 收 第 性 定义 ， 

59. 设 a 是 & 的 一 可 微 函 数 , 描 述 与 p.238 定理 8 对 应 的 定理 ,并 给 出 证 明 ， 
定 积分 的 计算 

验证 下 列 结论 , 懈 保 每 - - 步 都 是 止 确 的 : 


-br 
eddr = npla), ab > 0. 


0. | “一 


四 站 
61， | Ee dr = arctan( blr) ~ arctan(alr), apir > 0. 
日 


工 CSCFT 


站” snrz t - 
二 一 7 四 之 . 
62. 上 0 


63. | -Rd | 


ri 
64. dr 二 ar 人 
日 a + 2 


— cosa 
6 0 Em 和 人生] > 
(bh) 用 (al 去 证 明 | ar -cosbrar In( 8 ). 
[(b) 的 结论 和 习题 60 是 伏 涩 兰 尼 (Fronllani) 积分 的 特殊 形式 ,| 三 ce) -Coriaas = F(O)n( 之 ) .其 


中 + > 0 时 ,F(e) 连续 .F《(0) 存在 ,| ad 收 售 ]， 


Va 证 明 : [2 -2 ] 2p-1 
66. 已 知 | edr = 志 mwa a 之 0, 证 明 当 = 1.2,3,…, 时 有 :| re ™ dr 二 FT 3 “* 3. 2 ) 
目 J 


- 许 
67. 设 >0,6 > 0, 证 明 | er ev dr = Vn- vra. 


68. 证 明 | etant ela) — arcrent 2b) arctanta bdr 一 可 m( 过) ,其 中 a > 0. >>0. 
[el 


， ct or 
69. 证 明 | Ct DY 一 这 [ 抽 示 :用 习题 38]， 


" 250 ， 


未 题 
70. 证 明太 | 守恒 | az 收 人 


71. 


72. 1 


73, 


74. 


75 


76. 


77， 


78, 
79, 


名 1 . 


482. 


证 明 | -一空 收 策 ,[ 担 示 : 考虑 > dr 日 用 | A < 


l1+zx Sn < l+x sn 上 十 工 sin x 


| dr 


1+ {nn} sin 7 


“(lt er) 
{a) 证 明 , 下 = Rintl + a),o 0 


(b) 用 (a) 证 明 | 、 InsinQdg = - 于 In2. 


gl” singz) 工 
证 明 [ 2 本， 


,计算 (要 寺 下 wz 人 b) 到 coshaxrl (clitsinr rl. 


8) 设 下 F(z){ = Fs), 证 明 直 ee*F(x)! = fls -a). 

(b) 计算 esin&zl.， 

(9) 设 如 F(z)| = As 证 明 虽 mmF(z = (一 1)"f"(s), 给 F(x) 以 恰当 的 约束 条 件 . 
{b) 计算 哆 zcosr|. 

证 明基 于 5) 二 gs)| = 和 (5)1+ 如 gts), 列 出 约束 条 件 ， 

用 拉 普 拉 斯 变换 求解 下 列 微分 方程 ,使 之 满足 所 给 的 条 件 : 

{a} YCr) +3Y (xz) +2Y(r) = 0;Y00) = 3,Y (0) = 0. 

(YY (xz)-Y tr} = x Y(0) = 25Y(0) = 一 3. 

{ec) (zy)+2Y7(z)+2Y0z) = 4;Y(0) = 0,Y (0) = 0. 


- 当 5 > 0 时, 设 F(z) 在 有 限 区 间 [0,5] 上 分 段 连续 ,并 且 当 zx 一品 时 ,F(x) 基 指数 阶 的 , 即 对 一 切 z > 


,存在 一 常数 " ,使 得 1e “F(zr) |<< 成立, 证 明 YiFixr)| 存在 . 

设 fs) = 如 F(x) 且 g(s) = 对 GIz) ,证明 fts)gts) = YLHtr), 其 中 H(x) = J FGoGtz 一 
ujdu 称 为 FF 和 G 的 卷 积 , 记 为 F* GG. 
[提示 :fts)gts) = lim |f ee*POan 


人 com 
eh RAT 
= dm | ep(n)Glv)dudv 再 令 w+ v= 4]. 
(@) 求 所 1， (b) 解 YY(z) + Y(z) = R(x),，Y(0) = Y(0) = 0,(0) 解 积分 方程 Y(z) = 


下 十 上 YUaysinfz - zeu[ 提 示 用 习题 81]. 


, 设 f(z),g(z) 和 g(x) 在 有 限 区 间 a 志 x< 氨 5 上 连续 有 g'(x) 之 中 pz) = | F(z)a 在 x 汪 a 时 有 


界 且 img(z) = 0， 
(a) 证 明 | Flzljg(z)az =-| gC)h( der. 

(b) 证 明 右 边 的 积分 和 左边 的 积分 都 收 伍 , 即 在 所 给 的 (x) 和 g(x) 满足 的 条 件 下 ,| /(x)g(z)dz 收 
敏 ,有 时 称 为 阿 贝 尔 积分 判别 法 ， 


[提示 :对 (a) 在 lm| f(x)g(z)dz 中 用 和 (z) 代 蔡 (二 ) ,再 分 部 积分 ,对 (b), 先 证 明 当 1h(z) 1< H( 一 


党 数 ), 则 | gCz)h(z)dz < Hig(a) -8g(6)1, 再 令 b oo]， 
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“251， 


84. 用 习题 83 证 明 :(a) | gr, (b)| simwiqz, > 1 时 收 侣 . 


85, (a) 设 | sinzadr = | esriadr = 广 N 至 [ 见 第 十 三 章 习题 27 和 68(a)] ,计算 | sin + aaay， 
(bh) 解释 习题 31 中 的 方法 为 什么 不 能 用 来 计算 (a) 中 的 多 重 积 分 . 


第 十 三 章 下 函数 和 了 牙 数 


函数 
蔗 消 数 用 [tn ) 来 表示 ,定义 为 
Tin) = | ztedr. {1) 
0 
上 式 积 分 当 n>0 时 是 收敛 的 { 寡 阅 第 十 二 章 习 题 18). 
信函 数 中 一 个 常用 公式 是 
T(x +1) = nT(n), (2) 
其 路 (1)=1( 见 习题 1). 册 旬 ) 式 ,车 1 所 nx 世 2( 也 可 取 其 他 单位 长 度 间 隔 ) 时 T(x) 是 已 知 
的 , 则 对 满足 n >0 的 所 有 x ,T(n) 都 是 已 知 的 ( 见 下 面 的 表 ). 特 别 当 nn 为 正 整 数 , 则 
Tin+1)= nl, n=1,2,3,..%, (3) 


这 册 是 把 IT(z) 称 为 阶乘 画 数 的 一 个 原因 ， 


例 : 2) <1!=1, D6) =5!= 120, eb =12. 


由 习题 4,| 六] = (4) 
递归 关系 (2) 是 一 个 差分 方程 , 它 的 解 为 (1) 式 .虽然 (1) 式 中 的 PC” ) 要 求 >0, 但 是 我 们 
利用 (2) 式 


Tln) = Tn + 1)n (5) 
可 以 把 了 函数 推广 到 zx<0 的 情形 (见习 题 7). 这 个 过 程 称 为 解析 延 拓 
T 函数 的 图 形 和 数值 表 
天 Tn) 

1.00 1.0000 

1.10 0.9514 

1.20 0.9182 

1.30 0.8975 

1.40 0.8873 

1.50 0.8862 

1.60 0.8935 

1.70 0.9086 

1.80 0.9314 

1.90 0.9618 

2.00 1.0000 图 13-1 
T( 吕 的 渐 近 公式 


如 果 2 较 大 ,在 计算 PT(a) 的 积分 表达 式 就 会 很 困难 ,通常 采用 下 面 的 关系 式 : 
Ta 二 1) = vinnme et 0<o<1. (6) 
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在 实际 运用 中 ,对 较 大 的 m ,eplt" 0 一 1 ,因而 可 以 不 考虑 . 当 为 整数 ,就 有 
nl 一 v2rnne *, 


(7) 


符号 ~" 表示 “对 较 大 n ,上 式 近 似 相等 ”, 有 时 也 把 这 个 公式 称 为 斯 特 林 (Stirling) 阶 乘 晕 近 公 


式 或 称 为 关于 rn 的 渐 近 公式 ， 
关于 工 函 数 的 几 个 结果 


FUCzr)EI -= msinrr OO< rl. 
特别 当 z=1/2, 有 r(3) = 


2 T(z)Tr{r 十 王 ] = vVrT(2r)， 


该 式 称 为 荆 函数 的 倍 量 公式 . 


rzjrlz 十 元 jrlz 十 各 六 lz 十 


7 一 上 
二 | 
= mi {on (mr). 
当 mmx = 二 2, 上 式 就 是 (9) 式 ， 
] _ 0 _ 

ue = xe IT 人 + 二 下 
这 是 工 函 数 的 无 穷 乘 积 表 达 式 ,7 是 Eular 常数 .( 见 第 十 一 章 习 题 49). 

. 1 .2.3..k 2 

Pr th) = ner ri rt rr, 人， 


其 中 rtzy， 有 ) 也 称 为 高 斯 x 旺 数 . 


,Ll .19 ，.. 
l2x 2887x’ 51840x’ 上 


1 


T(x+1) = vinrre” 
称 为 关于 械 函数 的 斯 特 林 渐 近 级 数 , 其 中 大 括号 里 的 级 数 是 渐 近 级 数 (见习 顾 20). 
rrr) = |。 :Inxdr = 一 了， 


其 中 > 为 Eular 常数 . 


= "(Tt 


B 菌 数 
用 Btm , nn ) 来 表示 B 函数 ,定义 为 


1 
B{m, n) = | zl- x) idxr. 


0 
上 式 当 mm >0,n >0 是 收 合 的 ( 昂 第 十 二 章 习 题 16). 
B 消 数 和 本 哆 数 的 关系 为 


B( ) = DT 
WR Fim + ay) 


(8) 


(9) 


(10) 


{11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


.254 ， 


微 积 分 


(见习 题 11). 
许多 积分 都 可 通过 BB 函数 和 醋 晒 数 来 计算 ,常用 的 二 个 是 


FI Ja 


叫 2 1 
- 2m~1 2n-1 一 上 
上 sin™™ foos bg = 方 BUm 1#) = 3p Fn ， 


mm 之 0, 之 0 (见习 题 10 .13). 


| dz = TCD)TGL p) = ,0<p<1 


pi 
(见习 题 17). 
狄 利克 雷 积 分 


(18) 


(19) 


设 了 表示 由 曲面 | 三 ) + (之 } + (过 ) = 1 和 坐标 平 而 所 围 成 的 在 第 一 封 限 的 闭 区 域 ， 


[a 
车 a， p, cc, pT rd, p, 7 均 为 正 整 数 , 则 有 


本 
小 7 de = Pr rf1+ 硅 + 二 + 之 


此 类 积分 称 为 犹 利克 雷 积分 ,在 重 积 分 的 计算 上 有 广泛 的 应 用 (见习 题 21). 
习题 与 解答 


函数 
1. 证 明 :(a) TCn+1)=aT(n), n>0. 
(by Tn + 1) = nt, n= 1,2, 3 


证 明 嘱 。 () 车 n>0,T(n+1) = | re = lim| ze 


vo 


、 | 下 -二 Mi 的 I Ll | 1 
= lm [re -| Ce Yn ar) 


dm | -Me™+ a ze sd | ， 


| 


nP(n), 
oe 了 
(TO = ed lnm), ed = ml ee = 1 


在 Ttn+t+1)=nTtn) 中 , 取 n=1,2,3,…, 则 


rT{2) = 1P(1) = 1, T(3) = 2T{(2}) = 2.1 = 21, T(4) = 3T(3) = 3 :21 = 31， 


一 般 地 ,者 n 为 正 整数 , 则 T(rn+1)= ml 
2. 计算 下 列 各 式 ， 


(a ) 到 爷 ， (b) r( 冯 Jr[ 友 ! )， (0) TR (0) 


51 54.3.2 
解 必 (9 亚 的 = 53” 37 多， 


四 T( 训 )/r( 二 )=( 计 Jr 人 二) 生生 r( 二 Jr 二) 


(20) 


第 十 三 章 『 函数 和 也 函数 
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3, 计算 下 列 积分 ; 
(a) | edz, (| zedz. 
解 喇 | zerdr = T(4) = 31 = 6. 


tb) 设 27 = wv， 则 


证 明 可 TI( 十 ) = 三 ze "dz. 设 x = ,利用 第 十 二 章 习 题 31, 有 
r( 卫 )= 中 。 “= 2()= 
5. 计算 下 列 积分 
(Vv dy (b) | 3 dy, (oO) 1, 和 = 


解 悟 (0 设 关 = 册 


(b) | 3 a = 上 (er 本 = | Em 
设 (4inz)z*=， 别 


(0) 设 -Jnr=u, 则 z=e'. 当 xz=1, 4=0, =D, #=%. 


6. 计算 | re dr, mn， 是 正常 数 . 
0 


解 三 设 ar"=y. 则 


“236， 


7. 计算 : (ar| -二 )， (b) r{-3). 


解 是 ”利用 Pin)=Tin+1Yn 把 Pn) 推 广 到 锡 整 数值 . 


(a) 取 #= 一方 ， r(- 二 )=r()/ -二 外 = -2 
tb) 取 = 一 312, 利 用 (a) 的 结果 ， 


r 3)-r( 4)/( -2 (4 


rt 3)=T( 3)/( =- 芋 泵 . 


8. 证 明 | z"(lnz)'dr = 二 7 为 正 整 数 ,m > 1 


(ym 十 1 + 


解 喇 ” 设 z=e”, 则 


下 设 Cxmn 二 1)y= 二 ww， 则 


Ghee CD ye te ee 
CC) = Dl 
=- mr +) tr 


请 读者 与 第 八 章 习题 50 相 比 较 ， 


向 指向 OO 点 ,如 果 质 点 从 某 个 位 置 开 始 运动 , 求 它 到 口 点 所 用 的 时 间 
解 旺 设 上 =0 时 ,该 质点 位 于 町 上 r=ae 点 处 ,D 点 位 于 原点 , 则 由 牛顿 运动 定律 ， 


a __* 
di 


加 是 质点 的 质量 ,>0 是 比例 系数 . 
2 . 
用 讼 =v 表示 质点 的 逐 度 ,由 全 主 = 狐 = 织 这 =v 漠 ， 则 (1) 式 为 


dt dzrdt 
i 
dr I 
通过 积分 ,有 
We =- plnr te. 
由 T=&, v=0, 得 <=&na， 于 是 
2 
他 一 上 ln 一 
下 -1 下 人工 
即 v= NNR: 


其 中 取 负 号 是 由 于 当 + 增加 时 ,< 减少 的 缘故 , 设 质点 从 z=a 送 动 到 = =0 所 用 时 间 为 工 , 则 


,一 个 质点 受到 一 个 力 的 作用 ,在 某 时 刻 上 它 的 大 小 与 该 质点 和 一 定点 口 的 距离 成 到 比 , 方 


(2) 


(3) 


(4) 


第 十 三 意 工 函 数 和 了 函数 


8 函数 
10, 证 朋 :， (a) Bim, n) = Bn, m), (Blm, n) = 2 s in ”deos'” ! BB. 


证 朋 晤 (a) 作 变 换 x = 1 一 3, 有 
Blm, #)= > i] zjoldxr = -| (1-») “rl yt gy 
1 
= | 本 = Bn, wm). 
tb) 作 变 模 .r 二 sin8, 有 
Bm, #) = "(1 zx)" de = | (Sin 9)™! (008 09)" 2sngccsbdlg 
2 > 
= 2| gas ab. 


11, 证 明 Bi， 2 m, n>0. 


证 上 明生” 设 z= ,和 救 们 有 
rm) = | edz = 2 re ar. 
类 似 地 
T(x) = ?| 短 er 
于 是 
coonn= a 2 ) (ye) 
= 外 | ed 
利用 极 坐 标 x = pecsb. y= psinp， 刚 
TD) = a ete cog” ! psin "gdg 
=4(| pe dp) (ee psinze gdp ) 


= 2T{rm + | oor™! pin™! gdgp = Tim+ nHtn, my) 


= Tim 十 有 BIO mm) 
最 后 结果 利用 了 习 翅 10 的 结论 ,因而 威 立 .也 二 以 按照 第 十 二 章 习题 31 那样 利用 极限 过 程 来 严格 证 
明 . 
12, 计算 下 列 各 式 : 


(fr {1 ~- zr)dz, oy A (OF: ya ~ ydy. 


"i 3 _ TOOT4) _ 413! _ 1 
解 呈 (| -rd 9-= TFT = 前 = 到 : 


(bb 设 工 =2rc 则 


| 及 = 4 下 


玫 =- = 4 下 (二 wv) a 


i _ 4V2P(GT(2) _ 645 
=- 4V2B(3, 3 TD = 


“2S8 ， 


微 积分 


(0) 设 Y=azx; 即 y=ayz, 则 


a 1 
| Va -ydy= cz 一 zetz = a'B{ 广 


asTY512)IY3A2) xs 
一 Tred) 16” 


m2 
13. 证 明 | sin™ ! eos” 6840 = TT ,m,n>0, 
0 


证 朋 辐 由 习题 10,11 即 可 得 结论 成 立 . 


2 rm Tn 
14. 计算 : (a)| sin' G4d0, (b) |，sin Gcos’ O49, (9) | cos Gag. 


解 呈 (0) 取 2m-1=6,2a-1=0. 即 m=7/2, n= 1f2， 由 习题 13 ,所 求 积分 值 为 了 25 人 2 
_ Sx 
- 芝 : 
(hb) 取 2 -1=42 一 1=5 ,所 求 积分 信 为 D223 二 元. 
(ce) [os gg = 2 oor Ade 
取 2m 一 1 = 0, 2n 一 1=4, 由 习题 13， 积分 信 为 2 - 忆 
， 和 于 1 Dx 
15. 证 明 :| sint dd = | cosr649, 且 (a) 若 p 是 正 伪 数 , 则 | sineBzg = 有 3 
(b) 若 思 是正 奇 烙 , 则 | vind9 = 2 
js lr3.5%p “ 


证 朋 号 由 习题 13, 了 到 2m -1=p, 2n 一 1=0， 有 


# [CD | 二 ) 


| Sin O40 = [To] 
(a) 车 p=2r, 则 
1 人 3). 1rfLr{L 
snd9 = ( 2 )( ne 


_ 2r -1)(2r 一 3 
2rf2r 一 2)… 和 2 


_1.3.52r-l) r 
2 4 627 了 


(by 车 p=2r+1, 则 


9 2 


和 于 | snraub = 人 saae ,只 要 取 9 = 至 - 9 就 可 得 到 
16. 计算 : ch cos Gd0, (b) | sin? Geog: bag， 


(| :nt 40 
[ 册 on 。 


第 十 三 章 工区 数 和 了 函数 


解 量 (al 由 习 题 15 


可 2 。 
| eos 649 = 于 于 全 于 = 污 ( 与 习题 14(a) 比较 ). 


(hb) | sin' Geos eg = 有 sm OC — sin: 0) 
= Si RD 一 | Ma 
wl 


2 2:4 _2 
TI"3 T3357 1 


也 可 用 类 似 于 习题 14(b) 的 方法 求解 . 


2 Pa 1.3.5.7 35 
(| Sin = a Sin 0d9 = 4 3 )= Gd 
om sl1 
和 二 日 一 一 ~ 工 . 
17. 已 知 ， 产 at = i TT p) = pi 0<2<1 
证 明生 设计 二 = >, 或 = 了 和 
“和 = [vy (1 -ydy = Bp,1- p= TPIT- #). 
结论 成 立 
: ~ dy 
18, 计算 | I+ yi 
证 明 呈 ”次 yw =z, 则 
-J 1 re 3 ~ 1, 
| Tr 1 Tr (二 4 局 一 个 稍 党 由 习 超 17 农 = 4 得到. 
: sin( 可 
16r 
19. 证 明 | x v8 二 rcdr = 有 


证 朋 瑟 设 刀 =8y 或 z = 2352, 风 
2 
| TY 一 = [2» 全 2 81 — y) yy 
-lh 
Br Ly 加 a 4 
= 下- 四 =B(, 王 】 


r( 王 )r( 仁 ) 
= 3 3r(3 (3)- 


一 06. 
943 
斯 特 林 公 式 
20, 证 明 ; 当 »% 较 太 时 ,nl! Av 2rnn"e ” 


证 上 明王 Ttn+1)= | wear = | et. 


rut nin( 有 过 ) vy 


EE] a 
rt 天 十 1}= pe "| pn “ty = pgp" 
-an 


-一 


一 ne |。 ar ‘dy 


on 


由 切 等 征 积 分 理 沦 , 当 = 时, 冰 数 zlnz -x 有 相对 极 大 值 .于 是 , 作 代 换 z= n+ y, 则 (1) 为 


(1) 


(2) 


"250. 


微 积 分 


到 目前 为 目 所 给 的 证 明 步 骤 帮 是 严密 的 ,下 面 的 过 程 利 用 适当 的 极限 理论 可 以 很 严密 地 给 予 正 明 ， 
但 证 明 过 程 较 繁 开 , 因 而 这 里 只 是 形式 上 上 给予 证 明 ， 
在 (2) 式 中 利用 公式 


2 3 
(rz) = 了 -党 + 党- (3) 


取 x= 沁 ,并 设 y=V vw， 得 到 
” 2 
nt+1)}= ae gry Ja 
一 me ed (4) 
当 n 较 太 时 
Ta + De we dn) Ce dv = Irie™, (5) 


狭 利克 雷 积 分 
21. 计算 T= le 1z71qrdydz， 其 中 VV 是 由 由 而 z? + 六 + 2 = 工 和 坐标 平面 所 坪 成 第 


一 灶 限 的 区 域 . 


解 辐 设 xz=2 5 


a ， - dn dy dw 
T= 由 DP ut A 


2 2 2 ww 
二 Ba na- rb dud wd, 【1) 


其 中 名 是 由 平面 n+ mv+z= 工 各 三 个 坐标 平面 所 围 成 的 区 
域 (如 图 13-2 所 示 ). 于 是 


trl rl—a-u 
了 = 可 | | [ a owt odode 


Bony de 


= | tL ~ oct (2) 


0 


= 也 we I WI] dv ja. 


辕 13-2 设 w=( 人 -wu)t. 则 


Tn 1 
| ws- a vdv= {1- we sd 加 i) 


Brir 
= (1 ~ ww) rn( 2 jr( 2 +1) 
TB+ yY2+1]’ 

因此 ,(2) 式 为 

7 
| rn 二)( 志 
47 + 7 
- Ne 1) Plat2}T{ (B+ Y)2+ 1 
a4y IT(B+ Yj2+1 HT TT 


__T(af2 TAT 2) 
Brl(la + B+ YI] 


; 由 WL 2 (3) 
+1].o ~ 


此 处 用 到 了 公式 [ 辽 j( 亏 ) =( 过 + 
上 述 所 计算 的 积分 只 是 p.256 页 (20) 中 炙 利 克 需 积分 中 的 特例 , 炙 利 克 雷 的 一 般 积分 可 以 类 依 进 


第 十 三 章 本 梢 数 和 BB 孙 数 
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行 计算 . 
22. 车 密度 为 g=x yz , 求 由 x 十 y+: 二 a 所 围 区 域 的 质量 . 
解 三 ”所 求 质量 


三 去 sey z* drdydz, 


其 中 VY 是 曲面 x 十 十 x 二 a? 和 坐标 平面 所 围 区 域 在 第 -- 封 限 部 分 . 
在 p.256 下 (20) 式 中 的 狄 利克 电 积 分 中 , 取 5=c=eay, 记 =o=r=2， at+8B+y=3， 则 所 求 积分 值 
为 


_8 a as a TOAITOIIITCN2) dn 9 
T2222 TAOSR+Y+tHN) ”944 


未 题 
23. 证 明 | VI- zaz =- EO 
Tt 


证 号 设 xz'=y, 则 


l 1 1 _ 
本 Lt 34 加 1 及 
| x+ dr = 4 > (1—y) y= 


vr TO 
jn 


在 习题 17 中 取 六 = 1j4,T0/4)T(314) =xy2， 由 此 结论 成 立 . 
24. 证 明 倍 量 公式 2 tT pT {p+} =ar(2p). 


1 


oa 二 
证 了 明 吓 设 了 = 机 sin rr， 了 = | Sin Zlz. 


i 
则 1= Lp{p1 1) 六 
2 2° 2 2T(p+1) 
区 2 
设 2x = 得 了 = | sin ?ncdu = | sin ?olu = 1. 
2n .0 
2 ， pl 
但 了 三 | 《2sinreosr ecfr = 2 sin reos zdr 


由 于 1=J ,于 是 
1 -1 [1 
r(p+ 了 Wr zr(p 有 
2pitp) ZpI{2p) 
结论 成 立 . 
dp ITDT 


Li 
25. 证 明 | i 
| 1 . 2 4 

一 3 的 


> 本 _ ma de 
证 于 习 让 23 yy 4 Fn T= =， 
月 二 与 习题 妇 类似, 考察 积分 J 


| 


"202 ， 微 积 分 


。 rr 人) 
= teng = 二 B( 工 ,村 )= 一 : 
0 | os 人 4* 了 ) ar(3) 
= f2v 
但 1 dg -人 dé 
o Veoad do vo sm 1 Vl- 2sn 82 


在 最 后 一 个 积分 中 , 设 /2sin 也 一 sing, 则 
厂 do _ -a1 dg | 
0 v1— 2sin bz oJ 1 3sin'g 
于 是 结论 上 成立. 


26. 证 明 | czdz = fl2rcp)yoos 人 2], 0<p<l. 


1 Ts 
证 明 吧 由 于 六 = 到 可 | du. 则 


| ar = rp, Jo ee eonadud, 
交换 积分 次 序 并 利用 第 十 二 章 习 题 22, 得 


| 窜 了 mn), re 
设 =, 利用 习题 17 结论 ,有 


wl 2 四 加 
| I du Trod Tain p41 ri Jeprn2 (2) 
把 (2) 式 代 人 (1) 式 , 即 得 铺 论 或 交 ， 
27， 计算 | cosT ?cr， 
解 钙 设 己 =y, 利用 习题 16, 得 


本 国 
| cosx dr = 到 | 本 一 广 en] 一 到 v2. 


此 积分 和 | sinx 4x( 见 习题 68(a)) 区 为 非 涅 尔 积分 . 


补充 习题 


函数 
, Tt7) T{3)T(C3/2) 
28. 计算 : (a) 元 CNEC3J， (b) Ty; 
Cc) TOITECII2ITCS 2). 


2»9. 计算 :(a) [xer'dr, (red 


{ce) | xe dz. 
30. 求 ; (a) | <， (b) 上 Tre vidr, 


本 本 
Ce) | ye dy. 


第 十 三 章 了 函数 和 日 函数 


31， 证 明 | 产地 =al 本 ， s>0. 


32. 证 明 FOom) = | (ni) 0 


33, 计算 ; (a) | lnz ydz, (b)} | (xl adr, 


Ce) | Findlr dr. 


34. 计算 :fa) 一 712), (hb) TIC- 113). 
3S. 证 明 : lim F(z) = ,m= 0,1,2,.. 


36. 证 明 :车 加 是 正 吉 数 ,如 (一 加 + 十)= 全 生生 入 


37, 证 明 : "(1) = | Inzdr 是 一 个 负数 ( 记 为 - 7，y = 0.577213…, 称 为 欧 拉 常数 , 见 第 二 一 章 习 题 49). 


B 函数 
38. 计算 :fa) B(3,5),(b) B(3/2, 2), {ec) B(113，213). 
39. 求 : (a) [al edz, Ch) | VU dy 
2 ， 
(0 | (4 — x)Yar. 


如. 计算 : (| (4 i du, 人 上 = 


= {FOND da vw 2x. 


41. 证 
明 |- -一 一 
42, 计算 :(a) [sr geoe' ud, (bh) [WS 268. 
可 2 
43. 计算 : (a) fsins Gd0, (bh) | eos ain Ba8. 


44, 证 明 | VGN = ny2. 


45. 证 明 () | Te = 3, 全 | 这 = 
2 
~ 如 本 
5， 到 jz 3 ep r,t>0. 


47， 还 明 | 0 和 = 29j9V3. (提示 :在 习题 6 中 对 必 求 车 ) 

48., 利用 第 十 二 机 31 的 方法 验证 习题 1 中 的 步 又 . 

狄 利克 雷 积 分 

特 , 设 密度 为 o = vw xy. 试 求 由 x + y= 1,z=0y=0 所 转 部 分 在 第 一 卦 限 区 域 的 质 早 . 
50， 在 权 球 和 + 1 所 二 1 内, 任 一 点 的 密度 等 于 该 点 到 球 心 距离 的 平方 , 求 本 球 的 质量 . 
51, 求 由 J + zz = | 所 图 区 域 的 体积 . 

52. 求 由 xz + 2 2 = 工 所 围 区 域 在 第 一 封 限 部 分 的 形 心 ， 


53, 证 明 由 +tx =a"(m 记 由 所 国 区 域 的 体积 为 3 各]. 


54, 证 明 南 ze + y+ an = ar (m0) 所 且 区 域 在 第 - 卦 丰 部 分 的 形 心 为 = 》 = < = 站 人 和， 


鼠 题 
55. 证 明 [ (x ~ aj)r(tp— rjdr = {boa "Bp lg+1), p>-i,g>-1,6» a( 提 示 ; 设 rc 一 a 
= (8 — a)y). 


56. 计算 :() | 一 各 二 中 | YO Dar. 


"2604: 


62. 


63, 


1 Mm-l 可 工 
,证明 珀 产 ， n) = 工 也 (次 示 ; 设 y = TY ). 


_ 证明 .PCU3) _ vad2 


TU ”万 


2 Jo {1l+ x)™ 六 


m2 
. 车 0 < p < 4, 证明 | ta = Tsec ET, 
0 2 2 


证 明 上 下 和 dr = 一 民 加 其 中 吉 ，n，r 是 正 数 ， [提示 : 设 = (D>) 


《了 二 站 3 


一 1 2nH—1 
-证明 | 3 boog 0 jg Mm,n) m,n>0. 
昌 本 


sim 8 + beos O)™™ 2ab™ “ 


idz _1,1,1 
明 | 一 = a 
证 明 | 二 下 + 到 二 末 二 人 


证 明 对 m = 2， 3，4，…, 有 sin 下 Sin 25sin 《外 二 1 如 -~ 3， (提示 :利用 因 式 分 解 zx - 1 =(z - 


m 


(zr 一 g(x 一 gz2) (一 01); 两 边 除 以 工 一 1, 再 考虑 当 x 一 1 时 的 极限 ). 


人 中 » TT 
64. 利用 习题 63 证 明 | nsinzdz = - 到 bn2. 


65, 证 明 r{( 二 jr( 三 )r( 半 )…r{( 瑟 =) = 0 (提示: 左 端 平方 ,然后 利用 习题 53 及 p.255 等 式 


66, 


74. 
75. 


, 证明 
0 


1 
mr nm nm mi 


(8)), 
十 明 | inr(z)dz = 二 in(2r)。( 提 示 : 对 习题 65 的 结 染 取 对 数 ,然后 m 一 吕 ). 


“sint, T 
， (a) 证 明 | ET 


(bp) 对 户 =0,p = 1 讨论 . 


, 计算 :(a) | sn dz, (b) | zoosz dz, 


oe x2" hr 


过 =— escpreotpr, OT pl1. 


0 2 万 
， 证 明 [ Inz dr = Te 


T+] 


5 CD" C2) ，J(z) 称 为 贝 塞 尔 丽 数 ( 见 p.210(16) 式 ), 其 中 心 不 一 定 是 正 整数 ,证 


(Tp 


明 J,(z) 满足 方程 zy + wy + (x 一 疡 )y = 人 0. 


,根据 习题 71 证 明 : (8) jn tr) = v2irrsinc, fb) [w(xr)= wzeosr， (5) p,2 了 0 页 中 习题 107((b)， 


te) 中 结论 对 任意 p 都 成 立 . 


.车 a 沁 0,5 六 0, 4ac > 好， 证明 


2 


+ 十 2 1 本 2 
| | 0 MY drdy = 一 
~ 4ec 一 已 


由 习题 20 的 (4) 式 推出 p.255 的 (13) 式 ， 
求 p.255 的 (15) 式 ， 
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周期 函数 


车 对 任意 x ,有 FIzt+T)= f(z), 其 中 本 是 一 个 正 数 , 称 Az) 是 具有 周期 工 的 局 期 函 
数 , 工 >0 中 的 最 小 值 称 为 fx) 的 最 小 闫 期 或 单 周 期 . 

例 : 因为 sinfz+2r)，sinf+4r],singz+6r),… 都 等 于 sinz, 于 是 函数 sinic 有 周期 2r，4r,6r,…, 因 
此 ,2r 是 sinz 的 最 小 周期 ;sinnz 或 cosnz 当 半 为 正 整数 时 周期 为 20f zf tanz 的 周期 为 ri 一 个 常数 以 任何 正 
数 作为 周期 . 

其 他 周期 函数 的 例 于 如 图 14-1(a)，(b) ，(c) 所 示 ， 


7 四 | 要 7 四 | 中 7 量 . 
_ 村 _ 
I A 
4 
: 
() 


[al (ey 
图 14-1 
局 里 叶 级 数 


设 f(z) 在 区 间 ( - 工 , 上 ) 上 有 定义 ,在 该 区 间 外 ,有 f(xz+2L)= f(zx), 即 f(xw) 是 以 2L 
为 周期 函数 , 则 f(z ) 的 健 里 叶 级 数 或 健 里 叶 表 达 式 为 
P+ (acos Fr + busin Pe), 《1 
其 中 傅 里 时 系数 a 和 已 为 


| 了 
a 二 了 | fr)oos Tdz, 


1 L = a,1， 2， ” (2) 
p. = 天 | f(z)sin Prdz, 


系数 a,，5, 的 另 一 种 等 价 形式 为 


e+2L 
ao = 7| f(z)oos Firdz, 


| 上 生生 。 AT 3) 
[2 = a fx)sin Tradxr, 


其 中 c 是 任意 实数 , 取 c= - 工 , 则 (3) 式 就 变 为 (2) 式 . 
为 了 求 出 (1) 式 中 的 ao, 在 (2) 式 或 (3) 式 中 取 xn =0. 例 如 ,由 (2) 式 ,得 ao = 


二 (x)ar. 注意 到 (1 式 的 洗 数 项 是 9 = 二 | f(z)dz， 该 式 也 称 为 /(z) 在 一 个 周期 


的 平均 值 . 
车工 =r, 则 级 数 ( 帅 和 系数 (2) 或 (3) 式 就 很 简单 ,此 时 ,函数 f(z) 的 周期 为 2x. 


狱 利 克 雷 条 件 


假定 
(1) FFCz) 在 (- 工 , 工 ) 上 除 有 限 个 点 外 有 定义 且 是 单 值 的 ， 


“266 。 


微 积 分 


(2) Fz) 在 (- 工 , 工 ) 外 是 周期 为 2 的 周期 函数 ， 

(3) f(z) 和 (zx) 在 (上 ,上 L) 上 分 眉 连 续 ， 
则 具有 系数 (2) 或 (3) 式 的 级 数 (1) 式 (a) 当 z 是 连续 点 ,收敛 于 f(z);(b) 当 z 是 间断 点 , 收 
敏 于 帮 2+ 9) 二 太 工 0 ,其 中 f(z+0) 和 f(z 一 0) 是 f(z) 在 z 点 的 右 极限 和 左 极限 ,分 别 
用 lim Arz+e) 和 lim f(z 一 e) 表 示 , 有 关 证 明 见 习题 18 一 23. 

条 件 (1),(2),(3) 是 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 ,在 实际 应 用 中 这 三 个 条 件 一 般 都 能 满足， 
到 目前 为 止 , 还 不 知道 传 里 时 级 数 收敛 的 充 要 条 件 .有 趣 的 是 仅 有 f(z) 的 连续 性 不 能 确保 估 
里 叶 级 数 的 收 信 . 


奇 函 数 和 偶 函 数 


车 FF 一 +)= 一 f(x), 称 f(x) 为 奇 隙 数 .x ， x 一 3x’! +2z, sint, tan3z 都 是 奇 鲨 数 ， 

车 fF( 一 x)= fz), 称 fx) 为 偶 沙 数 , x', 2x 4x:++5, cosx，e* 十 e 都 是 偶 函 数 ， 

图 14-1(a) 和 14-1(b) 所 描述 的 函数 分 别 是 奇 消 数 和 侦 函 数 ,但 图 14-1(c) 所 播 绘 的 函数 既 
不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 ， 

当 奇 函数 展 成 傅 蜂 叶 级 数 时 , 傅 里 叶 级 数 只 含 正 纺 项 ,而 偶 范 数 展 成 傅 星 叶 级 数 时 , 傅 里 
叶 级 数 只 含 余 引 项 (常数 项 看 作 是 余弦 项 )， 


半 炳 傅 里 时 正弦 或 宗 强 级 数 


一 个 半幅 傅 星 时 正 弦 或 余弦 级 数 是 一 个 仅 有 正弦 项 或 仅 有 余 艾 项 的 级 数 . 若 求 一 个 已 知 
滑 数 的 半幅 级 数 ,该 函数 通常 要 在 (0, 工 ) 上 有 定义 ( 即 为 (一 上 , 上) 的 一 半 , 这 也 是 称 为 半幅 的 
缘故 ) ,但 要 把 A(x) 看 作 奇 函数 或 偶 函 数 ,还 必须 把 用工) 的 定义 域 扩展 到 ( - 工 , 0) 上 ,于 是 


加 全 ， RT 加 
ao = 0， bb 一 于 | f(z)sin 傣 cdz， f(z) 展 成 半幅 正 苞 级 孝 ， 
(4) 
5 =0, a = | fz)eos edx ,f(z) 展 成 半幅 余弦 级 数 . 


帕 塞 瓦尔 等 式 
车 fz) 满 足 犹 利克 雷 条 件 ,a,,， 5, 是 关于 所 zz) 的 储 里 叶 系 数 , 则 有 


L 2 
Et Pd = P+ Da +h). (5) 


埔里 叶 级 数 的 微分 和 积分 


傅 里 叶 级 数 的 微分 和 积分 可 利用 p. 224 的 定理 来 验证 .这 些 定理 通常 对 级 数 都 是 成 立 的 ， 
但 要 强调 的 是 ,这 些 定理 提供 的 只 是 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 . 下 面 的 定理 在 积分 中 是 常常 用 


到 的 . 
定理 若 所 7) 在 [一 上 , L] 上 分 段 连 续 ,a, z 均 在 [一 工 , 工 ] 内 , 则 可 以 对 F(z) 的 伟 里 


叶 级 数 从 a 到 + 进行 积分 ,得 到 的 级 数 一 致 收 全 于 | f(r) dz. 


傅 里 叶 级 数 的 复数 表达 式 
利用 欧 拉 公式 


es = cosd + ising，e2 = oosg — ising， (6) 
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其 中 i=V 一 1( 见 p.244 第 十 一 章 习 题 48) ,六 zz) 的 傅 里 叶 级 数 又 可 以 表示 成 


A Xr) 二 > Ce ， (7) 
其 中 ea 二 赤 | f(z) e "it. (8) 


任 (7) 式 中 ,假定 f(x) 满足 狄 利克 雷 条 人 忻 , 旦 z 是 f(z) 的 连续 点 . 如果 xz 是 了 (zx) 的 间断 
点 , 则 (7) 式 直 端 应 为 站 +0) 5 Fx -0) 


边界 值 问题 


边 罩 伸 跨 题 新 二 避 求 清 足 边界 条 件 的 偏 和 分 方程 的 确定 角 而 这 类 问题 可 以 利用 傅 里 叶 
级 数 来 解决 (见习 题 24). 


正 交 函数 


车 两 个 向 量 4= 4 + AD7 + 和 了 吾 = Bit+BHj+ Bak 满足 4':B=0 或 A,Bi+ 
全 :+A3 了 =0, 称 4, 吾 是 正 交 的 ( 球 直 ). 这 个 结论 可 以 推广 到 分 量 超过 三 个 的 向 量 上 去 . 
虽然 此 时 没有 几何 和 物理 意义 ,特别 地 ,我 们 把 函数 A(zx) 看 作 是 一 个 有 无 穷 多 个 分 量 的 向 量 
! 即 为 无 穷 维 向 量 ) ,而 每 一 个 分 量 的 值 由 某 个 区 间 {a ,5) 上 的 -- 个 特殊 值 x 代入 Alz) 来 确 
定 , 很 自然 地 定义 : 若 


| aA)B(r)de =0, (9) 


则 称 4(zr)y， Btz) 在 ta, 上) 上 正 交 . 
若 一 个 向 量 4 的 长 度 是 一 个 单位 , 即 4*A4 =A:=1, 称 该 向 量 为 单位 向 量 或 标准 向 量 . 
把 这 个 概念 推广 ,我 们 得 到 : 若 函 数 4(z) 满 足 


faGoPax = 1， (10) 


称 A(r) 在 (a, 加) 上 是 标准 化 的 . 
基于 上 述 , 我 们 自然 考虑 函数 集合 | 各 (z)1 ,名 =1,2,3,…, 且 具 有 下 面 性 质 ; 


| (2) (zd =0, 站 天 刘 ， (11) 


| $Cr) ar =],m = 1,2,.，, (12) 


可 以 看 出 ,这 个 集合 中 每 两 个 元 素 都 是 正 交 的 ,每 个 元 素 都 是 标准 化 的 .我 们 称 这 样 的 函数 集 


合 为 正 交 集 ， 
把 公式 (11) 和 {12) 半 起 来 为 下 面 的 式 店 : 


| $2)$. (x)dr = 5, (13) 


其 中 6 称 鸭 克 罗 内 克 符 号 ,其 定义 为 : 若 m 关 nn ,6 二 0, 若 =n, 6 =1. 
正如 任 一 个 三 维 向 量 + 可 以 用 一 组 相互 正 交 的 单位 向 量 i ,j,k 来 表示 :r=cf+csj+ 
ck. 同样 ,我 们 也 考虑 把 函数 flx) 用 一 系列 正 交 函数 来 表示 ,于 是 


Ar) = Dep (4), a < tb, (4) 


“207， 
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作为 傅 里 叶 级 数 的 推广 ,该 级 数 无 论 从 理论 上 从 应 用 的 角度 上 都 具有 相当 的 重要 性 和 实用 性 ， 


习题 与 解答 
情 里 叶 级 数 
1. 画册 下 列 函 数 的 图 形 ， 
3， 0<T 扫 5， 可 
(a) f(x)= -3 -5S<r<0, 周期 = 10， 


: 解 三 因为 周期 为 10, 在 区 间 -5<z<5 内 的 图 形 { 在 图 14-2 中 粗 线 画 出 部 分 ) 按 周期 性 延 拓 到 该 区 
间 外 {用 虚线 表示 ). 要 注意 的 是 f(z) 在 z=0, 5，-5, 切 ，-10, 七 ，- 15 等 处 无 定义 ,这 些 点 均 是 
fz) 的 闻 断 点 . 


A 


| 
< 周期 一 


-ls -10 


图 14-2 


sin 工 ， OEr 人 en, 可 
《by f(x)= 0， rx, 周期 了 = 2r. 


A 


图 14-3 


解 晤 。 图 将 如 图 14-3 所 示 , A(z) 在 整个 实 轴 上 有 定义 是 是 连续 的 ， 
0， 0 委 z<2， 
(ce) | 2<r<4， 周期 本 =6. 
0， 4Sr<6， 
家 和 该 函数 的 图 形 如 图 14-4 所 示 , 从 图 中 可 看 出 , f(x) 对 任意 x 都 有 定义 ,在 x 二 +2, 圭 4, +8， 
+10， t+14, … 是 不 连续 的 . 
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T kr 工人 
证 上 朋 酸 | im 条 =- 让 co 了 
= 0. 


L 
Enz 


[三 os aa = 直 sin 守 


= 二 cakr+ EE cos{ 一 此 rr) 


了 


= 站 sinkr 站 sinf x) 
二 


= 作 
3. 证 明 : (| cos “cos 了 dz = 三 sin 2 Tsin Fdx 
0, m 法 ， 
a 


L 
(| sin 从 EL cos 了 dr = 0, 其 中 m,n = 1], 2， 3，…， 
证 明 tz (人 (a) 由 三 角 学 知 ,cosAoosB = 村 1oos(A - 有) + cs(A4+B)]， sinAsinB = 


5 iaA- B)~ ce(A + B)}. 


车 户 天 关 , 由 习题 2， 

i 
类 似 地 , 若 mm 关 ， 

[sin rsin Fedz = 了 | oos 2 3 - os Et 7 la -0 
车 x=n, 则 有 


| dr = | + oo FE 和 一 工 ， 


注 ; 若 由 二 4=0, 这 二 个 积分 值 分 别 为 2L 和 0. 
(b) 由 于 sinAcosB= 示 |sin(A-B}+sin(A+B)|， 由 习题 2, 若 z 关 n, 则 


sin (EF 十 ma = 0, 


LO mnr 机 TT _ 六 
| am 了 ons 了 dr = 二 | 


车 m=n, 则 


TO mn NN 3 . 2ANT, 
| ,sn Tos dr 一 3 jn I dr = 人 0. 


即使 用 c ,c+ 2L 来 代替 (Ca),《b) 中 的 积分 限 ~ 工 , 工 ,(a)，(b) 两 式 的 结论 仍然 成 立 . 


. 如 果 级 数 A + > | ancos 2 + bosin 邓 <) 在 (一 工 , 攻 ) 上 一 至 收 伊 于 f(z), 证明, 对 


一 1, 2， 3， 四 8 
L 
(a) a, = 天 | f(x)eos dr, 
1 L 
(b) b, = 元 | fz)sin I dx, 
a 
(c) A = 7 


证 阴 cz。 (a) 用 ces 付 革 乘 以 
Ha = A+ D) (aon FE 也 十 由 sin FE ) ， (1) 


然后 从 一 上 到 工 积分 ,并 利用 习题 3, 有 
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上 fx)oos dz 


了 
7 | - 区 ， 
=A| om pi cos Mr dz + b,| oo mn n dx 
-1 -LL 


mAne 


LL 
所 以 dm = | f(z)o dx, m = 1, 2, 3, 


《b) 用 sin 一 染 以 {1) 式 ,然后 从 一 工 到 积分 ,再 利用 习题 3, 有 


厂 7 {x )sin 有 Ax 


mn nnr 


Lt 
-4| si n 2 cos dr + bl 和 sin de 
=b,L, 
I 
于 是 5。 = :| flr)sin DEIAr, m= 1,2,3, 
Lj-r L 


Cc) 把 (1) 式 从 -上 到 工 积分 ,并 利用 习题 2, 有 


L » i L 
Ardr =2AL, 即 A= 站 | flz)dz, 


在 {a) 的 结论 中 取 mw = 0, 有 a = 二 | f(z)dz， 因 而 A= aof2. 
若 把 积分 限 - 工 ,上 换 威 c，c + 2 ， 上 面 的 结 沦 仍然 戌 立 ， 
注意 在 上 述 积分 过 程 中 ,积分 号 和 求 和 号 是 可 以 交换 的 ,这 是 因为 我 们 假定 了 级 数 在 ( 一 工 , 上) 上 一 
致 收 钱 于 f(x), 即使 这 个 假定 得 不 到 保证 ,由 上 述 求 得 的 wo ,6 也 称 为/() 的 傅 里 上 时 系数 ,包含 这 些 系 
数 2 ,6 的 级 数 称 为 傅 里 时 级 数 .重要 的 是 要 了 解 级 数 在 什么 条 件 下 收 僵 于 F(z), 由 习题 18 一 23 可 知 ， 
只 要 f(x) 满足 犹 利克 借条 件 就 可 以 了 . 
5. (a) 求 耳 数 


0, 一 3 所 rr 人 0， 
ra -| 周期 个 = 10 
了 3， 0 所 站 所 5, 

的 博 里 叶 系 数 . 

(b) 写 出 相应 的 傅 里 叶 级 数 . 

(c) 车 要 使 六 ) 的 傅 里 叶 级 数 在 - SEEzS 丢 5 收 伍 于 f(x). 则 f(x) 在 z= 一 5,x=0， 
工 二 $5 如何 定义 ， 
短 f(x) 的 图 形 如 图 14-5 所 示 . 


图 14-5 


(a) 周期 工 = 2 = 10, 上 =5. 考虑 区 间 (c,c+2L)=(-5, 5), 即 c= 5, 则 
nz0, 0 = 4 flr)oos de = 二 | f(z) Eda 
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_ 工 1 A | 
-村 || ,Oom Sadr + | 300 dr) 

3 3175 
= 了 | 至 zar = 5 (5 ， 


_ 加 _ 3 0rz 3 人 
当 # = 0, a = 如 = 了 | ce 5 人 必 二 了 | 如 = 3， 


《十 了 


= T| 


f(x)sin 了 dz = 了 到 | fr)sin Tdzr 


一 访 | osin as + 3sin at | 


3 六 nx 3 5 

= 引 本 me = 享 (- 芒 co 
3(1 — cosnr) 

一 AT " 


《by 相应 的 傅 里 叶 级 数 为 


工 工 


学 + h(a cos 2 +6, sin zz ] = 2 | >») 


n=1 


3 一 Ea 


SRT 


3 8 (Sin + Lsin 3 1. 


+ 


ns "3M sn 


5 


nr 
"Et 
5 


tc) f(z) 满 足 狄 利克 雷 条 件 ,因而 在 连续 点 ,级 数 收 合 于 f(z), 寿 间断 点 ,级 数 收 化 于 


FztO+AAO0) | 
2 


败 ) 重 新 定义 为 


312， 工 = 一 9， 
0， -5<z<0, 
flr) = <3/2, r=0, 
3, 0<zr<5, 
312， T= 5, 


出 上 述 得 到 的 储 里 叶 级 数 在 -5 所 x 祈 $ 上 就 收效 于 fz). 


-5,0,5 是 Fz) 的 间断 点 , 则 级 数 收 化 于 一 一 


周期 全 = 


23- 忆 


《由 图 也 可 看 出 ). 如 果 把 


,把 了 (xz)=z 0 之 zr 和 2x 展 成 体 里 叶 级 数 (a) 周 期 为 2x;(b) 周期 不 确定 ， 


解 多 


in 


a) 具有 周期 为 2x 的 隧 数 六 zx) 的 图 形 如 图 14-6 所 示 . 


图 14-6 
周期 了 =2L=2x, 即 工 =x, 取 c=0, 由 
ct2L 让 
攻关 0,a， = 2| Fx) eon Sar 二 去 | I eosnzdr 
= tir a 2, oP | 2 二 中 呈 | ， 


2 


.4 


nn 
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+ Dn 
瑟 一 | fx)sin 和 rd = 支 | 2sinmtcr 


1 1 >f cos 1 _ Snnr COSIIT 
三 元 x’ (- | ) 2z{ So +2 本 


2 
™ 4 
Li 


因此 ,F(tz) = 了 一 了 + 六 (和 cnc - Guinnz), 


n=1 
上 式 对 <xrc<x2r 也 成 立 . 在 =0,z=2r 处 ,级 数 收 伍 于 2 . 
(b) 若 周期 不 确定 ,一 般 说 来 , 傅 里 时 级 数 也 不 能 惟一 确定 . 


2 
7. 利用 习题 6 的 结果 ,证 明 误 + 训 + 广 +…~= 守 . 


证 最 入 。 在 = 0 处 ,习题 6 中 的 伟 里 时 级 数 为 铭 - + 》 和 ,由 多 利克 和 条 件 ,级 数 在 x = 0 处 收 和 
-1 


于 施 (0+ 4 有 ] = 2 ,于 是 


钱包 -2 即 》 二- 瑟 
3 An {ns 6 


奇 函 数 和 假 函 数 ,半幅 情 里 叶 级 数 
8. 把 下 列 函 数 按 奇 、 侦 薄 数 或 非 奇 非 偶 函数 进行 分 类 ; 
2， 0<xr<3, 


(9) f(z)=1 2 < 周期 T=6 
|eosr， Or 
(b) f(z)= 0, < LZ, 周期 T=2x. 


《ce) F(zr)= x (10 -xz), 0<z<r 周期 T= 10. 
: 贸 各 {a) F(z) 的 图 形 如 图 14-7 所 示 


图 14-7 


由 图 可 看 出 , f(z) 满足 f( 一 +)== 一 f(x), 因此 ,函数 是 奇 孙 数 . 
(b) f(z ) 的 图 形 如 图 14-8. 


1 


图 14-8 


由 图 14-8 可 得 出 ,函数 既 不 是 奇 范 数 也 不 是 个 画 数 . 
(c) Fx) 的 图 形 如 疼 14-9. 
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I 


由 图 14-9, {zz} 是 偶 敬 数 ， 
9, 说 明 一 个 偶 孙 数 的 情 里 叶 展 开 式 中 不 含 正弦 项 . 
解 辐 ”解法 1 若 上 ,=0, 则 级 数 就 不 全 正弦 项 ,为 此 ,我 们 来 求 出 5 . 


b= {fla)sin dx 
= Ff fsn Fde + | f(r)sin (GD 
在 (1) 式 有 喘 的 第 一 个 积分 中 , 作 代 换 += - x， 则 
二 fA)sn Pdr= 于 | -asn(- PE ja 


A 


一 -站 所 ~- )sin du =- | fsin Sedu (2) 


上 
一 |， Flxr ain dr, 


其 中 ,我 们 利用 了 偶 函 数 定 义 f( 一 a) = ftwu), 并 上 且 积 分 变 明 w 可 以 用 其 他 任何 变量 来 替换 , 因 市 最后 一 
步 中 用 z 替换 zx, 利用 (2) 式 ,(1) 式 为 


b, = | Fa)sn sar + 了 | f Tr 一 0. 
解法 2 设 ftz)= 于 + (< cn T+, sin 2 ), 
则 f= 当 + (0m bsin TE) 


车 f(z) 是 偶 函 数 , 有 站 =- x) = fr), 因 此 
+ (a + b, a )- + Dm) 


于 是 2 = 0， 


即 f(x) 的 傅 里 叶 系 数 不 含 正 玫 项 ， 
10. 如 果 F(x) 是 偶 函 数 ,证 明 ;(a) a = 天 | f(z)eos dr, (b)5 = 0. 


证 明寺 【ah a, = 二 | (zj)eos Sdx 二 | fo Madr 


+ ne Lar, 


令 z = 一 wu， 则 


工 了 Ar) cos dr = 二 cos (= ?ze ja 
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向 积 分 


24 


= EF fo eu 
后 一 步 用 到 了 偶 函 数 定 义 所 一 x)= ftwu). 于 是 
gw = i fom Ye + 二 | ze Ede 


-Ff ea, 


(b) 利用 习题 9 方法 1 即 得 . 
11. 把 ffz)y=sinz(0<z<z) 展 开 为 铺 里 时 祭 交 级 数 . 
解 妇 ” 若 朗 使 储 里 叶 级 数 不 舍 正弦 项 , 则 函数 f(z) 必须 是 偶 销 数 .因此 ,我 们 扩充 f(xz) 的 定义 域 ， 
使 它 成 为 一 个 偶 沙 数 (图 14-10 虚线 部 分 ), 这样, f(x) 在 长 度 为 2x 的 区 间 里 就 有 定义 了 . 取 局 期 为 2r， 


则 2 =2r, 即 工 二 rr， 


Fx) 


图 14-10 


由 习题 10,5, =0. 
工 [3 
著 有 nn 关 1. a = 站 Fr)cos Fads 二 他 | sinzooanzdr 


去 | lsin(z + nn) 人 Sin — nn) | ear 


1 |1+ cosns 1+ oosnr | 
T 


好 十 二 好 一 二 
_ —2(1 + cosnn) 
n(n —1) | 
加 2 六 sim 
车 n=1 a = 二 | sinzeoszdr = 去 5 ,二 0， 
若 = 0 co = 2 snadr = 2(- eonz)| =- 4， 
_2_ 2 (+ cnr) 
因此 Fr) 过 cp 了 
_2 41eos2r codr cobr ,... 
Tx {六 1 #1 G1 } 


12. 把 f(x) = 之 在 半幅 0 < x < 之 2 内 展 成 ;(a) 正弦 级 数 ,(b) 余弦 级 数 . 
解 二 (a) 扩充 fx) 的 定义 域 使 得 f(z) 为 周期 了 = 4 的 奇 函 数 ( 如 图 14-11 所 示 ), 通 常 也 把 这 样 
的 扩充 称 为 Fx) 的 奇 延 白 .此 时 2 = 4,1L = 2. 于 是 a, = 小 


nm 


图 14-11 
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好 
5%= 了 | (zjsin 了 Tdr = 六 |， zsin Fzdz 
一 立 nnz 4 .in RNA | .4 
一 2 ‘m2 go nn eT, 


{b} 性 朱 jt{.r) 的 定义 域 ,使 得 r+) 是 周期 为 4 的 偶 函 数 (如 图 14-12 所 示 }, 这 种 延 拓 称 为 也 xz) 的 
侦 延 折 .2L = 4, 工 = 2, 则 #5 = 0. 


上 2 
若 n D0, qa, = 他 | f{r)eos dz = = z| COB 了 tr 
| 2 nT 4 2 1 
TS 3 n 2 1 0 
= sar 一 1) 
茬 #=0 “Je? 
- | 一 1 3 NAr 
于 是 ， Fir)=1+ > 本 了 foeosm — 1 )eos 5 


-1 3 mr 1 3rr 上 | 5 于 + 
= 祝融 + 可 0 ， 


虽然 蝴 数 Ar) = x ,0 六 扩 2 在 (al)，(b) 中 有 两 种 不 同 的 级 数 表 达 式 , 但 在 0< 工艺 2 内 ,两 个 
级 数 是 完全 相等 的 . 
帕 塞 瓦尔 等 式 
13. 假定 A(z) 的 傅 里 叶 级 数 在 (- OPT 碎 7), 评 明 帕 塞 瓦尔 等 式 


于 | fz) Par= 字 + D(al+) 


L 
式 中 的 积分 假定 是 存在 的 ， 
证 阴 吃 者 /za = 多 + (a cos 2 + busin 地) ,把 (x) 与 自身 相 乘 ,然后 从 一 上 到 上 于 


项 积分 {因为 级 数 是 -- 致 收 人 第 的 ,还 项 积分 是 可 行 的) ,得 


nA 


| imDPaz= S| Ard + > fz) pdr + b,| Faz)an Fd 


2 
又 0 2 , 
= TL + Le + bo), (1) 


其 中 ,我 人 用 到 了 傅 里 叶 系 数 的 表达 式 : 


[ flr)oos dx = Lav， fz)sin ez = Lb,, 


(| fa = too. 
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即使 在 较 弱 的 条 件 下 ,(1) 式 两 端 所 表示 的 帕 塞 瓦尔 等 式 仍然 是 成 立 的 . 
14. (a) 写 出 习题 12(b) 中 的 傅 里 叶 级 数 对 应 药 帕 塞 瓦尔 等 式 ;(b) 由 (za ) 求 级 吉方 + 


十 工 二 的 和 . 
nn 
. 解 涵 ， (a) 由 习题 12( 门 知 , 工 = 2 一 2, nr 天 0,a， = (onal); & =0, 出 帕 塞 瓦尔 等 式 为 


al 区 
十 8 47 1 1 1 
于 是 了 -2+ 人 人 FT 让 
1 1 1 4 
机 让 + 刺 + 床 + 下 | 
1 1 1 1 1 1 1 1 
(b) S = 调 + 训 +t 训 1 ( 宣 + 玉 1 本 4) + [ 鹿 t 让 1 训 + 


于 是 S=mm/190. 
15. 证 明 : 对 任意 正 整 数 M ,有 
at 2 2 工作 
全 + oat bi) ,fe) Paz, 


其 中 a, ,5 是 关于 f(x) 的 情 里 叶 级 数 的 系数 ,f(z ) 在 (- 工 ,上 ) 上 分 段 连续 . 


时 
证 姑 : 李 。 取 Sr = 号 + (was tbsn2). (1) 
对 MM=1, 2, 3 1 Sulz)| 是 fz) 的 人 乱 里 时 级 数 的 部 分 和 序列 .由 于 和 (x) - Su(z) 是 非 负 函 
数 ,于 是 
三 ED- Su (x)P dr 0. (2) 
展开 被 积 函数 ,有 
工 上 L 
af Flz)su(z)ae -| Shlz)de | {fr) a, G) 


用 27(z) 乘 以 (1) 式 的 两 边 ,然后 从 一 L 到 上 积分 ,再 利用 习题 13 公式 (2) ,有 


2 Kaz)se(zjar = 2L | 名 + Ses +t) (4) 
同样 ,对 (1) 式 两 边 平方 ,然后 从 - 工 到 L 积分 ,利用 习题 3, 有 
工 bi 
[syindr = 工作 + 站 (5) 


把 (4)、(5) 两 式 代 人 (3) 式 , 且 两 边 涂 以 工 , 即 得 结论 成 立 . 
当 M- ,就 可 得 到 贝 蹇 尔 不 等 式 


4 Ya th) har. (6) 
sa=1 


L 
+L 
车 等 式 成 立 , 就 得 到 了 帕 塞 瓦尔 等 式 ( 习 题 13)， 
我 们 把 Sw (zx) 看 作为 所 xz) 的 近 伏 表达 式 ,而 (2) 式 的 左 端 除 以 25 ,就 表示 了 这 个 近似 公式 的 平均 
平方 误差 . 帕 塞 巨 尔 等 式 表 明 当 Mo ,平均 平方 误 莽 趋 于 零 ,而 贝 塞 尔 不 等 式 表 明了 平均 平方 温差 可 


能 不 者 于 零 . 
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上 述 结 果 与 标准 化 正 交 集 的 完备 性 是 有 关 的 ,例如 ,如 果 我 们 肌 去 博 里 叶 的 一 项 或 更 多 项 (例如 


cos4xziL), 则 无 论 我 们 取 多 少 项 , 则 平均 平方 误差 都 不 可 能 趋 于 零 .三 维 向 量 也 有 一 个 类 似 的 公式 ( 见 


习题 60). 
情 里 时 级 数 的 微分 和 积分 
16，(a) 对 习题 12(a) 中 的 级 数 积分 , 求 f(z)= xz?, 0<z<x2 的 健 里 时 级 数 ; (b) 利用 (a) 计算 


名 #4-l 
级 数 5 (二 1 一 
n=| n 
解 二 (a) 由 习题 12(aj), 有 


.TT 1 ，2rr 1 . 3rr 


和 一 (sins -n+ 要 sin …)， (1) 


两 边 从 0 到 x 积分 (利用 p.268 中 的 定理 ), 然 后 两 边 同 苹 以 2, 有 


16 1 2 1 3 
=C- 于 (mw 学 -去 ox 和 + 到- 小， (2) 


其 中 C= 天 (1- 去 + 可 -去 +…】， 
tb) 为 了 确定 全 的 值 ,注意 到 (2) 式 是 x* ,0< 近 x+<<2 的 企 里 叶 展 开 式 ,L =2, 于 是 


a 1r 2 2 
C= = | za = 3| zdz = 4f3. 


C1) 1 1 1,.. 型 、4 到 
2 13 
17, 说 明 习 题 12(a) 中 的 级 数 不 能 逐 项 微分 . 
解 于 逐 项 微分 所 得 到 的 级 数 为 
2(cos 吾 cos 2 + oo 3 | 


由 于 该 级 数 的 第 * 项 不 赵 于 零 , 困 而 级 数 对 任意 z 均 不 收 伍 . 
情 里 时 级 数 的 收效 性 
1 sin(M + 到 
18, 证 明 :(a) 万 开 cost + cos2t 十 十 CS 人 = 一 一 一 ， 


2sin FE 
co) 2 sin(M 二 去 2 ] 1 sin{ M 十 2 ] 
2sin 3 2 Ms asin 本 t 2 


证 明和 (a) cosntsain 了 二:= 寺 | snf n+ 却 ):-sn(a- 了 ji， 
然后 从 nn 取 1 加 至 ww 有 取 M ,得 


sin 大 3 t foost 1 cos2t + … + coslyfz | 


= (sin 1 sn 三 让 (as 了 +(sn(M+ 村 ): sin( M 了 ) 


2 


sin M+ :sn 、 
(M+ 雪 ): -sm 去 | 


等 式 两 边 同 除 以 sin 二 ， 再 各 加 上 , 即 得 结论 成 立 . 
(b} 把 (a) 中 的 等 式 从 一 x 到 0 及 从 0 到 积分 ,注意 到 所 有 余 落 项 的 积分 为 零 ,于 是 ,结论 成 立 . 
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19. 证 明 : 若 f(x) 是 分 段 连续 , 则 lim| flzr)cosnrdr = lim| f(z)sinnzdr =0 


证 明 枯 由 习题 15, 字 + De + 可) 是 收 伊 的 ,于 是 lima。= lim5。= 0, 命题 成 立 . 


该 命题 有 时 也 称 为 葵 癌 定理 . 
20. 若 f(x) 是 分 段 连续 ,证 明 lim | f(x)sin(M + 也】 


+ 六 jadr = [f(a)siniz 
+ | Fe)ees 林 工 z|sinMaaz. 


ar = 人 0. 


证 明 ; | f(z)sin(M | side 


把 习题 19 中 的 A(x) 用 f(z)sin 目 z 或 1(z)eos 小 z 玖 换 ,显然 车 A(z) 是 分 段 连续 , 则 f(z)sin 子 


和 F(z)eos 闻 也 是 分 段 连续 的 ,由 习题 19 的 结果 邵 可 得 命题 成 立 ， 


把 积分 限 一 x 和 换 成 a 和 上 ,命题 仍然 成 立 ， 
21. 设 工 = r, 即 f(z) 的 铺 里 叶 级 数 的 周期 为 2L = 2x, 证 明 


M 
Sy{x) = 多 十 DS (as cosnz + bsinnz ) 


诈 王 了 

Lr sin(M + 总 站 
= 一 一 一 一 一 一 
x|_ ft + z) T t 


2sin 本 


证 明太 ”利用 工 =r 的 情 里 叶 系 数 公式 ,有 


如 
Ar COSRAT 十 和 Sinnx = (| fu) ooonudu |cosnz 
+ (| Fu Jsinnauda Jsinaz 
-二 | fa) (cosnucosnz + sinnusinnr ) du 


1 | FJoosntE - x)du, 


M 
0 7 (en osnr + bsinnz) 


则 Su(zr) = + 
-去 | Flu)du + i150 fandomn(u — Tdu 


Donts 一 z) | du. 


-二 | 
由 习题 18, 有 
。 村 jz -2z) 
Sa) -| i ) 于 一 证 gh, 
2simn 二 (uz) 
设 w-x=t; 有 
Mel 
sin( M+ 可 je 


Su(z) = 二 /+tz) , 
本 2sin Tt 
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由 于 被 积 通 数 是 以 周期 为 2r 的 周期 函数 ,我 们 可 以 把 区 间 ( ~- 上 ，r-z) 用 任意 长 度 为 2r 的 区 间 来 
代 蔡 ,特别 取 区 间 { - rr) ,因而 结论 成 立 ， 


22. 证 明 : Su(z) - (此 +0) fF -0 


-i 


zon 


fft zr)- fr+0) 1 
“(人 zl ja 地 
2 
证 解 吓 ” 由 可 题 21 
1 
su(z) = | J 十 去 | Atz) ,M+ (1) 
2sin -=f 


2sin 3t 


把 习题 18(b) 中 的 两 积分 式 各 自 乘 以 作 x 一 站 和 所 xz 十 站 ,再 相 加 ,得 


， 1 
ml AT+ = 
+ 由 0 - 1 人 flzx ;A 2 lf p+ 0) 
2sin at 
(1) 式 三 (2) 式 , 即 得 结 沦 成 立 . 
23. 若 fr),Frz) 在 (一 rr 上 分 段 连续 ,证 明 


lim Su(z) = LE+ 0 A -0 


证 明 中 ”由 于 /(z) 是 分 眉 连 续 , 因 而 函数 作 : 寺 了 一人 (z+ 办 在 D< 4<<n 上 也 分 段 连续 .又 假定 
2sin 万 二 
2 
(xz) 是 分 下 连续 的 ,因此 ,用 x) 在 每 一 点 x 的 右 导数 存在 ,于 是 
jm Et tO En 挟 二 fr+0) 1 
Cs asin 闷 i A 2sin 本 于 


im J + 2)— fz+0) 


iD 


是 存在 的 . 由 此 可 得 全 和 ) 一 /+ 中) 在 0<<1<<n 上 是 分 段 连续 的 ; 同 再 可 得 ,人 人 + 了 一/ 一 0) 在 
2sin +t 
2 


sin 二 


一 SiS0 上 也 是 分 段 连续 的 ,再 由 习题 加 和 习题 22, 有 


, ‘r+ Fr-0D| 
Jim Su(z) — | L203 A =0 
即 lim S (7)= Lr+0 + Ar-0) 
Mm 2 " 
边界 值 问题 
24. 求 边界 值 问 题 
2 
= 3 本 ,> 0， 0<z<2， 


UO, #1) =0, U(2, 1)=0,1>0, 
U(r,0}= zr,0<r 人 2 


的 一 个 解 U(x, z) 
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能 :多 。 实际 应 用 中 一 个 通常 的 方法 是 假定 偏 微分 方程 有 形 如 U(z, +t)=XX(z)T(z) 的 解 ,其 中 
X(z) 和 T(1) 分 别 且 x ,: 的 函数 .然后 确定 XX(7) 和 了 (1). 这 种 方法 称 为 分 离 变 量 潜 ， 
把 UC(z, zt)=X(z)T(E) 代 人 微分 方程 ,得 


A Ea 
EXT) 一 3 F377 (XT), (1) 
或 
dT ,dX 
X= 37 二. (2) 


在 此 ,我 们 把 卫 (x) 和 Tit) 简写 为 XX, 工 ， 
方程 (2) 叉 可 写成 
1aT lax 
3 Xd 3) 
直 于 方程 的 左 端 仅 依 顿 于 变量 +, 右 端 仅 依赖 于 变量 zx， 县 x, ! 是 相互 独立 的 变 基 , 显然 方程 两 端 
都 必须 是 常数 c. 
由 习题 47 可 知 , 若 >0, 满 足 已 知 边 界 条 件 的 解 不 存在 .于 是 , 设 忆 是 一 个 负 常 数 , 记 为 c= 一. 
由 《3) 式 ,我 们 得 到 两 个 常 微分 方程 


+3T 0, SENX=0 (4) 
的 解 分 别 为 
T= Ce 其 二 A + Bisinhzi (5) 
于 是 U(x, £)=X(2) T(E) =e * (Acowz+Bsinlz)， (6) 
其 中 及,B 为 常数 . 
下 面 确定 常数 六,B ,使 得 (6) 式 满足 已 各 的 边界 条 忻 , 为 了 满足 条 件 UU(0,1) =0, 必 须 有 
ce = 0 即 4=0， (7) 
因此 (6) 式 为 U(xz, 1)= Be msinXz. (8) 
欲 满 足 条 忻 U{2, +) =0, 则 必须 有 
Be™ sin2A = 0. (9) 


车 B=0, 则 解 (8) 式 烃 恒 为 零 ,为 了 避免 这 种 情 沉 发 生 , 取 
mT 


sin2% 二 0, 即 24 = mr 或 4 = 一， (10) 


其 中 识 一 0， 士 下士 2， 
因此 ,满足 前 两 个 边界 条 件 的 解 为 


Ufz 1) = Be ™ sin Sz, (11) 


其 中 B, 代替 B 表明 对 不 同 的 m 值 ,可 以 取 不 同 的 常数 . 
现在 考虑 最 后 一 个 边界 条 件 U(z, 只 =z,0<zc2. 我 们 发 现 这 个 边界 条 忻 不 可 能 满足 (11) 式 . 
我 们 姑且 先 承 认 这 样 一 个 事实 :具有 形 如 (1) 式 的 解 的 和 还 是 解 ( 称 为 到 加 原理 ). 因此 ,有 


U(x, 1) = Bue Wsin BEz. (12) 
mm- 


由 条 件 U(x, 0)=xz, 0<x<2, 在 (12) 式 取 + 二 0,t12) 式 就 为 


x = 21Bosin 7 0<z<? {13) 


于 是 ,上 式 等 价 于 函数 f(z) = z 在 0< z<2 内 形成 正弦 级 数 ,而 习题 12(a) 给 出 了 该 函数 在 0<z<2 内 
的 正 豆 级 数 , 因 此 , B。= 二 *cosmx,(12) 式 就 为 


FE 
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*281 ， 


Utr, 1) = >) 全 smn)e nsin rz, (14) 


Mim 


但 在 此 得 到 的 只 是 形式 解 ,为 了 检验 (14) 确 为 方程 的 解 ,我 们 必须 证 明 (14) 式 满足 伪 微 分 方程 和 边界 条 
件 . 这 个 证 明 包 括 两 部 分 ,验证 对 无 穷 级 数 可 以 逐 项 征 分 以 及 对 无 穷 级 数 取 极限 . 利用 第 十 一 章 的 方 靶 
就 能 完成 这 项 工作 . 

这 里 所 考虑 的 边界 值 问题 很 好 地 说 明了 热传导 下 论 ,方程 7 = 上 本 了 是 位 于 z 轴 二 z=0 和 = 


之 间 的 金属 细 棒 或 金属 线 的 热传导 方程 ,其 中 金属 棒 ! 或 线 ) 的 表面 是 绝缘 的 ,热量 性 不 能 被 吸收 也 不 会 
发 散 . U(r， 1) 是 + 时刻 金属 棒 ( 或 线 ) 某 处 x 的 温度 ,常数 下 = 如 吧 (其 中 天 是 热 异 系数 ,= 大 比 热 ,o 大 
传导 物质 的 密度 ) 称 为 扩散 系数 .边界 条 件 C0, #2) = 和 LTL，t=0 表 明 人 金属 棒 ( 或 线 } 末 端的 温 谋 
在 任何 时 刻 均 保 持 在 零度 ,而 U(xz, 0) 者 示 了 金属 楼 (或 线 ) 在 某 点 x 处 的 初始 温度 . 在 上 述 问题 中 , 金 
忆 棒 (或 线 ) 的 长 度 工 =2 单 位 ,而 扩散 系数 坟 =3 单 位 ， 

正 变 消 数 

25. (a) 证 明 下 列 函 数 集合 


1 ， sin 入 ， cos sin 2, cos 他， sin 3 ， cos … 在 (一 上 ,上 L) 上 为 一 正 交 集合 . 


《by 确定 (a) 中 集合 的 标准 化 常数 使 该 集合 在 ( - 工 , 工 ) 上 是 规范 正 交 的 ， 


证 明 旺 {a) 由 习题 2 和 习题 3 戎 得 结论 成 立 . 
(b) 由 习题 3 
| Ln dr = 上 co a = 
上 1 .mr ' 1 Ne 
到 ME 
区 ， L 1 2 
而 f=25, 于 是 (7 革 ) = 
所 求 正 伙 集 为 
[ 1 sn TE l os I 1 2rz 1 os 2 ,. 
va vl LL Lv Lv 1 
杂 亚 
26. 求 fx)=cosar， 一 x 人 入 x 仿 x 的 情 里 叶 级 数 ,其 中 e 关 0， 士 1，+2， 土 3，… 


解 环 我 们 取 胃 期 ?=2r, 即 工 =r. 由 于 所) 为 偶 函 数 ,所 以 5, =0. 


加 2 了 上 了 
好 4 一 | Freonmrdr = 六 | OSE OOS FELT 
L 中 Rr 


1 


= | {roste - pn)x + cosia + n)rldr 


x 
1 Ei 一 2 sinta + njr!l _ 2asinncosnn 
ZT 全 一 并 让 十 访 | ra” ner} 
2sinan 

Aan 

gt 
于 是 ， 
singr ，2esinar vy cosnn 
ooS = + ~ 人 5 COSNT 


on nT en 


me 


证 月 约 ”在 习题 26 的 人 情 电 叶 级 数 中 取 x=t, 则 
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sinani: 1 2 2 ) 
= + 
Ca ( (Pi a Rt) 
2 
即 NACothr — 1 = + + yr 十 和 ， {1) 


这 是 余 切 函数 展 成 部 分 分 式 的 一 个 表达 式 , 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 检验 法 , (1) 式 右 端 的 级 数 当 0 寺 |a | 志 
|z|<<1 时 一 致 收 合 ,而 (了 D 式 左 端 利用 党 必 达 法 则 , 当 a 一 0 时 极限 为 零 .因此 ,两 边 同时 从 介 到 xz 积分 ， 


得 
(rootar— do = | dt dt 、 
ns = n(1 -至 )*m 人 -多 
即 nse = ja [In(1- 外 ) rnf1- 至 ): +n(1- 专 )| 
-mo|( 1- 宇 )(- 系 )~( 玉 ) 
-im(1- 丰 )(- 生 )…(1- 王 )| 
因此 =w(!- 芋 )(1- 亲 )-…(!- 友 ) 
-人 地- 9 
把 zx 换 成 xj/x, 得 
sinz = x{1 5)( ey) {3) 
上 式 称 为 sinz 的 无 穷 乘积 ,对 任意 x 部 成 立 , 类似 与 一 个 多 项 式 进行 因 式 分 解 ,上 式 也 称 为 把 sinx 进行 
因 式 分 解 . 
i 


证 明 鹤 ”在 习题 272) 式 中 取 工 = 了 2, 则 
人 


前边 取 倒 数 即 得 结论 . 该 式 通 常 称 为 Wallis 甘 积 . 


补充 习题 


鲜 里 叶 级 数 
29, 夯 出 下 列 浮 数 的 图 形 ,并 利用 函数 的 奇偶 性 { 如 果 有 ) 求 函数 的 伟 里 呈 级 数 ; 


8, 0 六 工科 2， 


(a) re 周期 为 4， 
—8, 2<7r<4, 


-了 一 CS， 

(b) | 周期 为 8， 
证 > [= 

(c) fr)=4x, 0<z<10， 周期 为 10， 


2z， Ex 所 3， 
(qd) fz)=1 周期 为 6. 
(0, -3<zx<0, 


30, 求 出 上 题 中 Ac) 的 不 连续 点 ,并 说 明 在 这 些 点 处 , 情 里 时 级 数 收 和 伍 于 何 值 . 


第 十 四 章 ” 铺 和 皇 时 级 数 


12—x, 0<zr<4, 
31. 把 周期 为 8 的 周期 函数 f{ 工 ) = 1- _6, 4 展 成 傅 里 时 级 数 . 
32.[a) 把 阔 数 六 xz)=cosz，0<z<r 展 虐 博 里 叶 余 藏 级 数 ， 
fb) F(x) 在 z=0, = 为 何 值 , 它 的 傅 里 叶 级 数 在 0 大 rz 近 < 上 收 租 于 Fz). 
33.(a) 设 Ar)=eosr， 0<z<ms 如 果 周 期 为 x, 求 号 z) 的 傅 里 时 级 数 ;(b) 与 习题 32 的 结果 比较 说 明 二 者 
的 相似 性 和 差别 在 何 处 . 
sy [1 
8- 工 ， dd< 工 所 遇 
35. 证 明 ; 对 0 xr 寺 x， 


34, 把 f(x)= 展 成 (9) 正 汞 级 数 以 b) 余 组 级 数 . 


(b) x(r 一 并 = + 上 
匠 . 利 用 上 题 证 明 : 

ll _r ‘Dx CD -所 
四 对 二 =- 和， (3 和 
ml 1 1 1 1 1! 3 v2 

37. 证 明 1 + 1 + oT + 11 “= 16 
傅 里 叶 级 数 的 微分 和 积分 


38.(a) 证 明 当 一 x 之 x 之 7, 有 


1 2 1 3 


zx = 2( Be sin2r | sin3x … 
【b) 革 (9 中 式 子 积分 ,证 明 当 天 rr 有 


， cos3 
i 


C} 对 (bb) 中式 千 积 分 ,证 明 当 一 x 入 7z 守 x 时 ,有 


zf 一人) 二) = 12{ 3 Sin2z | Sin3x -]】 


2 
39.1a) 车 一 x 之 x 之 Xt, 证 明 ; 


XOOST 一 一 Tsinz + 2 开 3sin2z 一 Fin3z 十 3 sindr 一 | 


【b 利 用 (aa 证 明 : 当 -xz 安 r 时 ,有 


i 1- -2 并 - COB | CST _ | 
7 FOX TT T4375 


物 ,通过 对 习题 35(b) 中 式 子 微分 ,证 明 当 0Dsz 委 r 时 ,有 


二 (SS COST Cos "). 


二 = 王 + | 
3 TAN 了 吾 字 


帕 赛 互 尔 等 式 
41, 利用 习题 35 和 由 塞 砚 尔 等 ， 证 明 ; 


< 1 _ 
【ay 2 - 而 ， 他 习 二 = Hs: 


， 1 1 1 _x -8 
科 , 证 明 IT + 至 , tt 一 本 
下 
2 ， 
1 1 1 -9 


4 二 十 
人 
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边界 和 值 问题 
45. (a) 解 方程 3 = 234, 和 初始 条 件 (0, 1) = 0, Ut4, 1) = 0, U(x, 0) = 3sinrz -2sin 和 rr， 其 中 
Ord4,+>0. 
(tb) 给 出 Ee 
46. 解 方程 35 = 于 ,满足 条 件 U0, 1) = 0,U(6, +) = 0， 
11,0<zr<3, 
二 日 
Utzr, 0) io. 3 < < 6 并 说 明 物理 意义 
47. 证 明 若 p. 282 公式 (3) 的 两 端 都 是 常数 ec, 且 * 之 0, 刚 没有 满足 边界 值 问题 的 解 . 
48, 一 条 长 度 为 r, 柔 栖 的 金属 线 拉 直 固 定 在 x 轴 上 , 它 的 两 端 在 z = 文 二 点 处 ,在 微小 振动 下 , 某 时 刻 
2 
在 某 点 处 的 偏离 z 连 的 滤 离 为 Y(z，1), 并 满足 方程 全 半 = a? 2 站 ， 其 中 a? = Tjp, 工 为 张力 ,p 为 
单位 长 度 的 质量 . 
(a) 求 该 方程 (有 时 称 为 波 方 程 )( 其 中 心 = 4) 满足 Y(0,2) = 0, Ylx, 2) =0, Y(r, 0 = 和 .lsinz 二 
0.0lsinmndz，Y(z,0)=0,0<zceanmt >ND 的 解 ， 
tb) 说明 ta} 中 边界 条 件 和 解 的 物理 意义 . 
得 ，(a) 求 满足 条 件 Y{0, 1) = 0, Y{2, 2 =0, Ytx, 0 =0.05r2- 7), Yr,D=00<r<2, 
FY 
;> 0) 的 方程 = 9 号 六 的 角 
{b) 说 明 物 理 意义 . 
50, 解 边界 信 问 题写 = = 24, U0, 2) = 1 U(r, 1) = 3, U(x, 0) = 2( 提 示 ; 取 U(x, 71) = V(x, 1) + 
Ftxw), 选择 Ffz) 使 Vix, 1) 的 微分 方程 和 边界 条 件 简 化 )， 
Sl, 给 出 习题 和 的 物理 意义 . 
红 , 求 习题 49 中 满足 边界 条 件 Y(xz,0) = 0, Y(x;0) = 0.05z(2 一 xz) 的 微分 方程 的 解 ,并 给 出 物理 意义 . 
53, 验证 习题 24 的 边界 值 问 题 的 解 鸭 p, 308 公式 (14}. 
杂 题 
和 4 若 一 rc 所 ra 天 0 土 1, 土 2,…' 证明: 
Tsipar _ Snr _ 2sIn27 + 3sin3r _ 
asman ]*~—g Ta Fa 
55, 车- r< zc<ry 证明; 
(a) rsinhaz _ sinr 2sin2x | 3sir3x _... 
a Tinhar 一 十 二 oat 二 和 ’ 
by wx eoshar 上 gosz 二 acos2z 
Dcoshan Za gr+1: e+ 
a 
证 rr 
56, 证 明 sinhz = z(1+ 再 )(1+ 坟 yj( + 
人 一 4 人 a 
57. 证 明 oosz= (1 三 ) 人- -Ey zl 7) 
(提示 ;cosz 二 sitD2zr/23inzr.) 
V2 人.3.5,7.9-1t.13-15 
58. 江 明 (a) 3 一 了 D6-610. 10-I4 Ig: 
4:8:8"12.12:16-16- 
(b) rv2= 4 TEE 1 7 
$9，(a) 车“ 关 0, 二 1， 士 2, …, 证 明 
式 | 25 2a 2a 
Snan gg 2 2 


(b) 若 0<x<1, 证 明 
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~ rl! jy = 1 xz- 1 2 2 2 
| 至 = =| dT 三 本 二 二 二 有 “ 


1+z [a 


(c) 由 (a), tb) 及 第 十 三 章 习 题 17, 证 明 


Ta)Ttl a) = — ,0<a<1. 


sinex’ 
(提示 :对 (a) 利用 习题 26; 对 (b) 把 已 知 积分 看 着 两 个 积分 的 和 ,第 一 个 积分 从 0 积 到 1, 第 二 个 积分 从 1 
积 到 oo ,并 在 后 “个 积分 中 设 r = 上 上, 即 可 得 | 于 | 二 二 “dr 利用 求 和 公式 = 1 一 z+ 开 
J v 六 下 
醋 求 得 最 后 一 个 式 子 )， 
60. 设 r 是 任 -三 维 向 量 ,证 明 : 
(a) (red +t (rj (rr), 
Cb) Crit re +t (rk =7, 
并 结合 贝 塞 尔 不 等 式 种 凰 塞 瓦 尔 等 式 对 上 述 两 式 加 以 讨论 . 
61. 著 | (zjl，n = 1,2, 3,… 在 (a, 5) 上 是 正 交 的 , 证 明 | |/(z)- SC#$(a) | dr 当 C, = 


上 re) 《zjaz 时 取 最 小 值 , 并 讨论 该 结论 与 傅 里 叶 级 数 的 关系 . 


情 里 叶 积 分 


设 六 xz) 满足 下 殉 条 件 : 
1. Fz) 在 尾 一 有 限 区 间 ( 一 工 , 上 ) 上 满足 狂 利 克 息 条 件 (p.267); 


2. | 1 f(z) 1 4z 政策, 即 1x) 在 (- co，+ co) 上 绝对 可 积 ， 
则 全 里 叶 积分 定理 为 :车 xz 是 f(x) 的 连续 点 , 则 
jz) = | (Ala)eosar + Ba)sinaz) da, 
Ala) = £| f(z)oosardz, 


其 中 
B{a) = 元 | f(z)sinarde. 


(1) 


(2) 


车 二 是 f(z) 的 间断 点 ,与 仿 里 叶 级 数 类 似 ,用 人 + 中 一 站 代 将 F(z). 要 注意 上 述 条 


件 是 充分 的 但 不 是 必要 的 ， 


很 明显 ,{(1) 和 (2) 式 与 傅 里 叶 级 数 相应 结论 是 很 相 亿 的 ,(1) 式 右 端 有 时 也 称 为 六 zy) 的 


傅 里 时 积分 展开 式 . 
博 里 叶 积分 定理 的 等 价 形式 
铺 里 时 积分 定理 也 可 写成 下 面 形式 ; 
jz) = 了 | 人 AD)esa(z- aduadu， 


-mm 


flzr) -去 | ede| fu)erad 
= 让 | Fe dude, 
若 fx) 在 xz 不 连 统 , 则 左 端 以 并 + 中 太一 外 来 代替 


若 fz) 是 偶 汪 数 或 奇 函数 , 则 还 可 以 简化 上 面 式 子 . 
若 f(x) 为 偶 函 数 , 则 


f(x) = | covarda| fu)oosaudu. 


若 f(x) 为 奇 沙 数 , 则 
f(x) = 地 | sinazda | fu)sinaudu. 


情 里 叶 变 换 
由 (4) 式 , 若 取 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
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器] 
& 


| flu)erdu, (7) 


则 f(z)- 元 | F(a)e-wda. (8) 


消 数 F(a ) 称 为 Alz) 的 傅 里 时 变换 , 记 为 F(a)=31 f(z)| ;函数 ALCz) 称 为 下 (ae)y 的 和 傅 里 时 逆 
变换 , 记 为 f(x)= 人 F(a)). 

注 : 在 (7)、(8) 两 式 积分 号 前 面 的 常数 取 为 1 2x, 但 是 ,也 可 取 为 任意 常数 ,只 要 它们 的 
乘积 为 1f2x.47)、(8) 两 式 也 称 为 对 称 形式 . 

车 f(z) 基 偶 函数 , 则 (5) 式 为 


ee = Lf fA)oosoudu, 


(9) 
[fz) = 2 PCa)ooserda, 
我 们 称 已 (ay 和 f(x) 为 情 里 叶 余 弦 变 换 对 . 
若 A(z) 是 奇 函 数 , 则 (6) 式 为 
『 mm 
‘F(a) -2 fln )sinaudu, 
(10) 
fr) = F (0 )sinarda, 
称 Fe) 和 头 了 ) 为 傅 里 叶 正 弦 变 换 对 . 
傅 里 叶 积 分 中 的 由 塞 瓦尔 等 式 
车 下 (Co) 和 G, (a) 分 别 是 六 z) 和 gf(z) 的 博时 时 正 艾 变换 , 则 
| FG (ds = | Fr)g(zjaz (11) 
同 理 , 若 下 (ae) 和 G.(a) 分 别 是 Az),gs(z) 的 傅 里 时 余弦 变换 , 则 
| F(a)G. (a)a 一 | APag(z)ar (12) 
特别 地 ,车 f(z) = g(xz)， 则 (1),(12) 丙 式 分 别 为 
| mPa = | If har, (13) 
0 0 
| = | f(a Par. (14) 


上 述 两 式 称 为 关于 积分 的 狐 塞 筷 尔 等 式 . 邓 一 般 的 传 里 叶 变换 ,也 有 类 似 的 结论 .者 FF(a) 和 
G(a) 分 别 为 xz) 和 gx) 的 傅 里 时 变换 ,我 们 可 以 证 虹 


| F(a) Glajda = | _ f(z) gl)dz, (15) 
其 中 模 线 表示 把 ; 换 成 -; 而 得 到 的 共 簿 复数 (见习 题 30) 


卷 积 定理 
车 Fo 和 G(o) 分 别 为 (x),，g (x) 的 会 里 叶 次 换 , 则 
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| F(a)Glo)e wda = | fo)glr -udu. (16) 
我 们 把 /，g 的 卷 积 记 为 * & ,定义 为 
f+g= 声 | fate -ad (17) 
则 (16) 式 也 可 以 写成 
SF {fxg]=F[f]S [gl]. (18) 


换言之 ,两 个 函数 卷 积 的 健 里 叶 变 换 等 于 它们 各 自 健 里 叶 变 换 的 豫 积 .这 也 称 为 侍 里 叶 变换 的 
卷 积 定 理 . 


习题 与 解答 
傅 里 时 积分 和 情 里 叶 变 摘 
1 (0 来 /(z)=| ”|| 的 信里 叶 变 换 ; 


Cb) 画 出 当 a=3 时 大 z)y 和 它 的 傅 里 叶 变换 图 形 ， 
解 四 。 (a) f(z) 的 傅 里 变换 为 


1 rr mp Lm 
下 Ta 一 - 方 | ae du = 庆 | du 


V 2r 
-二 | -二 ( 空 -) 
Vm 轴 | ”YK 六 


=A/ 之 涝 名 ,a 关 0. 
nt 在 


当 x-0, 得 F(o)=V Za 
Tt 
tb) a=3 时 , f(z) 和 F(a) 的 图 形 如 图 15-1 和 15-2 所 示 . 


I 


图 15-1 15-2 


2. (a) 利用 习题 1 的 结果 计算 | 。 smeeeosazao 
(b) 推出 | ”并 4qu 的 值 
0 u 
解 9 {a) 由 情 里 叶 积 分 定理 ,车 F(a) = 序 |。 fC)ewdu, 则 f(z) = 方 | F(a)ewda. 因 


此 ,由 便 1, 得 
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| ] ， |z la, 
去 | Ve “da = A412, lr |=4u, {1) 
国 
| 0, lrl>a. 
(1) 式 的 在 端 又 为 
1 fr sinoacoser i sinoasiner 
>| da =| 、 de. {2) 


在 (2) 式 的 第 二 积分 中 , 鹤 积 函数 为 坷 函数 .因而 积分 为 零 .由 (1) 式 和 (2) 式 ,有 


TT, lz i a, 
| ees 2 | 工 1= oa， (3) 
QO, |xzl> ea. 


(b) 到 = 0, a = 1, 由 (a) 的 结果 ,有 | ， sad = ,由 于 被 积 函 数 为 偶 函 数 ,因而 得 
| neg = 也. 
3. 若 f(x) 是 偶 函数 ,证 明 : (a)F(a) = 2 fw)oosaudu 


(0) f(x) = 2 Pla)eosaada, 


证 明王 ”我们 知道 
一 1 1 BE 
Fta)= 声 | .fe du 
_ 1 te 了 + ， 
| femondn + - 志 | fsirewdn, (1) 


fa) 车 ftw) 是 俩 函数 , 则 AU)eosaz 是 个 函数 ,Fa )sinhw 是 奇 函数 .因而 (1) 式 右 端 第 二 个 积分 为 
零 ,于 是 (]) 式 为 
2 人 了 
Fe) = 序 | fiu)eosanudn = 三 | fu}eosaudn. 
{b) 由 (a),F{ 一 a)= Flta) ,二 此 F(a) 是 侦 消 数 ,与 (a) 中 类 似 方 法 即 林 得 结论 成 立 . 
奇 务 数 也 有 类 似 的 结果 ,上 只 要 把 余 芝 换 成 正 弥 即 可 . 
4. 解 积分 方程 


1-a,， 人 00a]1， 


| f(r)eosardr = | 
0 0， rar>1. 


a 加 2 F™ , | 371 - 0), 0 过 as 二 ， 
和 解 玫 设 Fle) =\ 二 fr Yoosendlr, 取 和 ra) = | 0 i 


rm-=V2 F(a jenseze 扣 =-A [Vs 一 ga}cosoxda 


2f1 - eosr) 
nr 


由 习题 3, 得 


= 2 ~ a cogarda = 


mm nt 
5. 利用 习题 4 证 明 | ，Smz# du = 了 


证 并 内 ”由 习题 4 
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当 e-~>0” ,两 边 取 极限 ,有 


1- esr -I 
0 了 2 


史 ,2 f 
而 | 1 -Ear = pa, 设 = 24, 则 


人 23-G2) se = 囊 “az， 于 是 命题 成 立 . 


0 


6. 证 明 | do 一 Fe, 工 之 由 . 


证 肯 晤 。 取 f(x) = e”, 由 傅 里 叶 积 分 定理 ， 


Flx} = Ecosarde| fCu)eosaudu, 


得 二 | cosenda| 0™* oosadu = ee”™. 
于 Jp 0 
_ | 1 

由 第 十 二 章 习 题 22， | eeosoudu = Ti, 
21” cosox i 

因而 2 荆 十 立 加 = ， 
™ cosar Tm 

a 外 主 划 各 

帕 塞 瓦尔 等 式 


7, 利用 习 古 上 的 傅 里 叶 变 换 验 证 傅 里 叶 积 分 中 的 巾 塞 乓 尔 等 式 的 正确 性 . 
和 解 9。 欲 涪 明 幅 塞 瓦尔 等 式 的 正确 性 , 风 须 验证 |” FLz)Pde = | 1F(e)Pa 成 立 ， 


l, lzxl<a, . 
其 中 f(zx) -1 F(a) =A/ 三 sea ， 
0, |zxz|I>a, 


府 上 式 艾 等 价 十 
站 二 茵 Ci 
| Pi = | Sa, 
-a -oo 好 
本 + gir aa * sin’ aa 
也 就 是 | Se du = 2| Sn ga = a, 
-oo 家 n 簿 


mm 
即 要 验证 。 | 轩 兰 da = 至 


oo 
设 ma = a， 利用 习题 5, 可知 帕 塞 丽 尔 等 式 是 正确 的 .该 方法 也 可 以 直接 用 于 计算 | Tr due. 


博 里 叶 积分 定理 的 证 明 
8, 利用 傅 里 叶 级 数 的 极限 形式 给 出 傅 里 叶 积 分 定理 的 直观 证 明 . 
证 明 te ” 设 AD = 学 + (om tos) (1) 


其 中 = 二 Fw)ecs 加 du 6 = 二 | Aw)sin 学, 把 4 如 代入 (1) 让 ( 见 第 十 四 章 习 题 21)， 
f(x) = 盐 | fwdu 十 二 六 os 至 — zx)du, (2) 
若 | 1 f(x) 1 du 收 化 , 则 (2) 式 右 端的 第 一 次 当 荆 ~ 时 趋 于 零 ,而 剩余 部 分 到 极限 应 为 


lm FO) fe Fu — 2)au. (3) 
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下 面 步骤 是 不 严密 的 ,只 是 直观 上 的 证 明 .，， 
设 ae =ff 工 ,出 (3) 式 为 


flx} = lm AoFlnde), (4) 
其 中 Fla) = 二 | flu)ooslu - z)du. (5) 
但 极限 (4) 等 于 
f(z) = | Fa)da = Th dal foal — 2)du, 
上 式 右 端正 是 傅 里 叶 积分 公式 ， 


这 公公 是 形式 上 的 证 明 , 若 遍 严 格 证 明 ,必须 检验 积分 
二 | ao Poesae 一 Tdx 
的 收 全 性 .这 方面 内 容 见 习题 9 一 12. 
册 
9 证明 :(a) fim|, dy = 万， 
0 . 
(b) lim| ”dv = 屯 ， 
or -LL T 2 
证 明 李 (a) 设 av = 则 
fsinav, _ 1 [siny, _ [” siny 
加 | 名 | 光洁 风 
由 第 十 一 章 与 题 29 ,得 
人 到 
vo 
(bb) 设 av= 一 y, 则 
Wm -和 | 区 -于 


10, 黎 曼 定理 : 若 F(x) 在 (a, 6) 上 是 分 段 连续 , 则 
lim F(z)sinardr 一 洛 . 


对 余弦 也 有 类 做 的 结果 (见习 题 31). 利用 该 定理 证 明 


(0) lim| fr + 0) gg = Bf(z+ 0), 


(b) im| fz + vw) sinavy, = 3f(z — 0), 


型 


其 中 Fz} 入 (x) 分 别 在 (0, 工 ) 和 (一 L,0) 上 分 段 连续 . 
证 明 昭 。” (a) 由 习题 9(a), 欲 证 明 上 述 结论 ,只 要 证 明 


. 
ij {f(x + ow)— fr+O)! dy = 站 


即 可 . 
设 FCv)= 人 + 一 从 5+ 国 ， 册 于 iry FP(w) 存 在 昌 f(z) 是 分 相连 续 , 因 此 ,FP(v) 在 (0,L) 上 分 
mt | 


段 连续 ,由 黎 癌 定理 ,好 得 证 明 结果 . 
《b) 利用 习题 9(b) 与 (a) 的 证 明 类 似 可 证 明 (b). 


11. 若 f(z) 再 满足 条 件 | ，| f(x) 1 dz 收 化 ,证 明 : 


*292， 向 积分 


(a) lim| f(z + v) Seogy = f(z +0), 
om |o v 
心 和 
(b) im| fx + v0) gy = Afr -0). 
reo) 他 2 
证 朋 (a) | f(z + v) Sertfn 


= frz + 0) qv + | re + 区) dy, (D 


| + 0) noevy, 
0 网 


一 [A + 0) Setdu + 人 rz +0) eg, (2) 
[N fz + 0) — f(z + 0)) Mev 
0 Fad 


= 人 Met+ v}— fr+0)] ev 


+ f(z + v0)) smesdu 「 maz + 0) ee. (3) 


型 


(3) 式 中 的 四 个 积分 分 别 用 了 了 荆 ,1 ,1; 表示 ,因此 有 [= 了 + 了 +1， 


17 | 所 | 1+| 1+|l I 1. (4) 


而 hts |A+ vo) er TF) [f(z+ la， 


i | f(r+t0| 上 ey, 


由 于 | | flr) dz 和 | aevg 都 是 收 伍 的 ,我 们 可 取 充 分 大 的 上 ,使 得 1 5 1< sf3,1 1 [< ef3, 我 


们 也 可 以 取 充 分 大 的 a, 使 得 1 Fi 1< ef3. 由 (4) 式 , 对 充分 大 的 * 和 了 .有 1 11< *, 于 是 结论 成 立 . 
(b) 与 (a) 中 证 明 闫 似 - 
12. 证 明博 星 叶 积分 公式 ,其 中 A( 之 ) 渍 足 p. 288 条 件 . 
还 朋 tm 。。 我 们 欲 证 明 lm 二 | fu)eosa(z - zjduaa 


fx +0}+ fx — 0) 
5 - 


由 于 | 六 Fa)eatz -加 | 坟 六 GD ia 而 17(a 1 du 收 人 , 则 驳 尔 斯 竺 拉 斯 法则， 


六 fC)eose(z - w)qu 对 任意 s 绝对 收 介 且 一 玛 收 化 ,因此 ,可 以 交换 积分 次 序 : 
th af formas -aa 二 六 aa eol = wa 
= 1 0) Le = za, 
设 w=x+ 名 , 则 
lf ao” plu)oosals -wd 


= 去 | fr + wv) Si 
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-| fro) eg + 4 fr + v) Es, 


当 L 一 o%, 由 习题 11, 可 得 所 求 积分 收 笋 于 全 交 了 信 f 一 愉 ,命定 得 证 . 


杂 题 
13. 来 满足 条件 U(0, 1) -0。 U(x，0) = | ,的 微分 方程 弛 = 人 时 的 种 UCz， 


14. 


15., 


2?) ,其 中 0, 1>0. 

解 多 。 按 第 十 由 章 习 题 24 的 方法 可 得 满足 第 一 个 边界 条 件 的 偏 微分 方程 的 解 为 Be ”'sinAx ,与 第 
十 四 章 习 题 半 不 同 的 是 ,边界 末 件 设 有 对 4 有 任何 限定 ,因而 2 取 人 在 何 值 都 是 可 能 的 ,类 航 于 证 明 习 题 
24 的 方法 ,对 所 有 可 能 的 1 值 求 和 , 即 对 积分 .因此 ,方程 的 解 滩 


Ulz, 1) = | Be sd, (1) 


其 中 B(A) 是 的 未 知 晃 数 .由 第 二 条 人 忻 , 有 


~ l,0<xz< 1, 
| BOADsinA ra -4 = jr) (2) 
' 0, + 宕 1 
由 博 里 才 积 分 公式 ,有 
BO) = 二 [flzjsnizaz = 二 | sinhadz = 2 二 Pt， 3) 


因此 ,所 求 方程 的 解 为 
U(x, £) = 三 | (二 ea Je sinadz. 
【见习 题 26)， 
证 明 。 ?的 健 里 叶 变 换 就 是 它 自身 . 
证 明星 由 于 eh 是 偶 函 数 , 它 的 博时 叶 变换 为 v37| ecosaadr， 设 z = Y2u，, 利用 第 十 二 
章 刁 题 32， 


va] ecogzadr = we er oo a vy 2) dn 
Yr - 2 、 
3e =e”". 证 毕 . 
解 积 分 方程 

yx) = g(x) + | yu)r(z — udu, 


其 中 g(x ) 和 rtxr) 是 已 知 匡 数 . 
解 钙 设 yCr) ,g(r) 和 r(xz) 的 健 里 叶 变 换 邦 在 ,分 别 用 Y(ta),G(a) 和 各 民 (g) 表 示 , 对 上 述 积分 方 
程 两 边 作 傅 里 叶 变 换 ,利用 卷 积 定理 ,有 


Yfe) = G(a) = virY(a)R(a), 


Cte) 
B rw= -GD 
| Ca) 1- 3rRfa) 
二 六 Gla) ] _ 1 rr Gt(la) 一 iee 
于 是 p(T) = Re | ,Re da , 


其 中 最 后 一 个 积分 是 假定 存在 的 ， 
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补充 习题 


情 里 叶 积 分 和 情 里 针 变 搞 


lf2e, 1z|Se, 
16. (a) 求 函 数 ra- 1 的 情 里 叶 变换 ， 


[x| 
{b) 确定 当 se-*0 德里 叶 变 换 的 极限 ,并 对 结果 加 以 讨论 . 


1-—-zx, |zl<1, 
17,(a) 求 出 函数 -| 的 傅 里 叶 变 换 ， 
, 1 


Iz! 


Cb) 计算 | (ee snzjeos 于 dr 


1， OEz<1 


18, 若 f(z) 才 求 (a) f(z) 的 傅 里 叶 正弦 变换 ;(b) F(x) 的 伟 里 叶 余 弦 变 换 ,并 夯 出 f(x) 及 它 


Troll, 


的 情 里 叶 变 换 的 图 形 . 
19. (a) 求 e “(zt 实 站 的 傅 里 时 正弦 变换 . 


(b) 利用 (a) 的 结果 证 明 | ”3 dx = 于 em > 0 


Cc) 利用 傅 里 叶 积 分 定理 说 明 (b) 的 结果 在 wz =0 处 不 成 立 ， 
20. 解 Y{z) 的 积分 方程 
1, 0&t<1, 
上 yfz)sinradz = 42, 1<t<2, 
0， :之 2, 
并 把 求 得 的 解 代 人 方程 验证 解 的 正确 性 . 


机 塞 瓦 尔 等 式 
21. | 


Ga < ey ,| rE Ey 
(提示 :分 别 用 e ,zz>0 的 博 里 时 正弦 变换 和 人 情 里 叶 余弦 变换 ， 
22. 利用 习题 18 ,证明 : 


| (dr = 于 (b) | dr = 对. 
2 |) 妖 = 音 
杂 古 
24. (a) 解 满 尾 条 件 U(0, 1) =0,U(z, 0) = er，xz> 0 的 偏 微分 方程 和 8 = 2 字 对 的 解 


U{x, t}{r>0, 1>0). 
{b) 说 明 其 物理 意义 . 
弦 - _ 证 0szs1， dU YU 
25, 求 满足 条 人 忻 U0, 1:)=0, U(xr, 0)= 全 yl 的 仿 竹 分 方程 3 3 的 解 
LT ED 
26,，(a) 证 明 习 题 13 的 解 为 


Ulr, 1) = 二 


| dy A _ 2 


[3 
ear 


(b) 到 (a } 中 的 函数 代 人 方程 35 = 3 了 证 明 该 函数 为 方程 的 解 且 满足 习题 13 的 条 件 . 
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了 7。 


28. 
29, 


30. 


31. 


1， |.cl<1, 
设 f(x)=gl|=| |.|<1, 训 证 着 积 定理 的 正确 性 . 
(0, lxz|l>1, 
由 p.288 的 公式 (3) 推 出 p,288 的 公式 (4)， 
证 明 p.290 的 结论 (18). 
{提示 :车 Fta) = 去 | /uedu, G(a) = 志 | ed. 


则 F(o)G(o) = 二 | fet)ddo, 人 St v= 2) 


{a) 设 Fla) 和 Gta) 分 别 是 ft.r),gt.c) 的 傅 里 叶 变 换 , 证 明 ， 


| re) Gad -站 AoEGJac， 


其 中 Gta), g(xz) 表 示 G(a)，gfz) 的 共 并 复 数 . 
{b) 由 (a) 推 出 p.289 的 结论 (11) 一 (14). 
证 明 袭 曼 定理 ( 见 避 题 10). 


第 十 六 章 椭圆 积分 


第 一 类 不 完全 椭圆 积分 
第 一 类 不 完全 椭圆 积分 定义 为 


wu = F(k,$) = | 才艺 -一 ， 0< < 1， (1) 


其 中 是 F(&,$)( 即 4) 的 辐 角 , 记 为 $=amu 并 为 的 模 , 记 为 =modu ,此 积分 也 称 为 第 
一 类 椭圆 积分 的 勒 让 德 形式 ， 


车 $= 本 :积分 称 为 第 一 类 的 完全 积分 , 记 为 K(k) 或 简 记 为 KK. 在 下 击 的 讨论 中 , 均 假 定 
志 下 一 个 已 知 常 数 ， 
第 二 类 不 完全 椭圆 积分 

第 二 类 不 完全 椭圆 积分 定义 为 

E(k,$) = | Vi Rian Gd, 0< 上 < | (2) 

上 式 也 称 为 关于 第 二 类 禄 圆 积分 的 勒 让 德 形式 . 

若 $= 子 ;积分 称 为 第 二 类 完全 积分 , 记 为 E(k) 或 简 记 为 E, 这 个 积分 值 确定 了 一 个 椭圆 
的 弧 长 ,这 也 是 把 积分 称 为 椭 六 积分 的 原因 . 
第 三 类 不 完全 椭圆 积分 

第 三 类 不 完全 椭圆 积分 定义 为 
db 


I(k,n,» 0 这 1， 3 
人 (1 + nsin2b)ywT 二 Rsin20 3) 
同时 ,也 称 为 关于 第 三 类 椭圆 积分 的 勒 让 德 形式 ,其 中 nn 是 不 为 零 的 常数 . 若 n=0, 则 (3) 式 
就 是 (1) 式 ， 
若 $=nl2, 积 分 称 为 第 三 类 完全 椭圆 积分 . 
关于 椭圆 积分 的 雅 可 比 形式 
车 对 上 述 三 种 椭圆 积分 的 勒 让 德 形式 作 变 换 w= sin8, 则 (1),(2),(3) 式 为 
耳 dy 由 
FF (kh,7r) = ， 4 
Kt) J 4 
E(k,x) = 1 二 二 vy dv, (5) 
RT 6 
km) = [i 机 


其 中 zx=sing,(4),(5),(6) 式 分 别称 为 第 一 ,第 二 .第 三 类 椭圆 积 分 的 雅 可 比 形式 . 若 x =1， 
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十 述 积分 就 是 完全 椭圆 积分 . 
可 化 为 椭 因 型 的 积分 
蔡 R(zr,y) 是 zx,y 的 有 理 分 式 , 即 为 +,y 的 两 个 多 项 式 的 商 , 则 


[R(x y)dr (7) 


当 y=v ar + 及 y=Y ax? + br +e( 其 中 a ,5,c 为 已 知 带 数 ) 可 以 利用 初等 函数 (代数 函数 、 
二 角 耳 数 . 皮 三 角 吻 数 .指数 图 数 .对 数 蝎 数 ) 来 计算 . 

若 v=w ars + br:+ ex 二 + 或 y=v ar + br +cxr + drzt+et 其 中 a,6,c,d,e 为 已 知 常 
数 ),(7) 式 可 利用 第 一 ,第 二 .第 三 类 的 椭圆 积分 来 计算 ,在 特别 情况 下 也 朵 用 初等 钞 数 来 计 
算 . 

若 y=v p(x) ,其 中 p(x) 是 次 数 大 于 4 的 儿 项 式 , 则 (7}) 式 可 借助 于 超 椭 图 函数 进行 积 
分 ， 
其 可 比 椭 加 应 数 

关于 第 一 类 月 加 积分 的 雅 可 比 形 式 的 积分 上 限 是 通过 x = sing 对 应 于 竭 让 德 形式 的 上 限 
$. 由 于 $= amu ;因而 x =sintama). 干 是 ,我 们 给 出 椭圆 限 数 定义 


i = in(amu) nw, (8) 
VI- x = cos(amu) = nu, (9) 
A kr: = Vv] ksnu= dnu, (10) 


村 SIL 下 
一 三 . 1 
VI on™ 11) 


这 些 画 数 与 三 角 郑 数 有 许多 类 似 的 重要 性 质 ， 
还 可 以 定义 反 酉 圆 函 数 .例如 , 若 zx=snu, 则 “= sn ez. 注 意 到 xz 依赖 于 ,为 了 强调 这 
去 .我 们 有 时 记 为 一 sn 1(r, 肯 ) 或 w=sn 'xrmodk， 


Landen 变换 


利用 Landen 变换 
tang = sin2$ 1 + cos2$ ), 
或 hsin$ = sin(2$, ~ $), (12) 
我 们 可 以 证 明 
『 天 要 一 = r 下 (13) 
ov I Rs k+l VI Rsn gg, 
其 中 心 二 2 yk1(1+ 育 )( 见 习题 氏 ). 于 是 
FEE) = 人 FE ). (14) 


k+l1 


虽然 < 有 <1 ,连续 地 使 用 Landen 变换 ,我 们 就 得 到 一 模 序列 ,n= 1,2,3,…, 且 满足 上 < 
| <…<<1, 我 们 可 以 证 明 lim&， =1. 因 此 


.298 . 徽 积分 


_ /Erkka'' ft < _ /kik2k' TB 
FR,$) = | sy 天 Intan[ 于 + 7)， (15} 


2k ，_ 2VA 2V ka 


于 
利用 (15),(16) 丙 式 , 就 可 以 算出 下 (&,%》 .在 实际 应 用 中 ,只 需 经 过 有 限 次 的 变换 ,就 可 


其 中 


Ri! = 


有 = lim 风 (16) 


得 到 准确 的 结 
习题 与 解答 
棋 圆 积分 
1. 证 明 : 若 0<k<1, 则 
fe do _ oT 1 2, fl 3 .4 1.3.5\，6 “| 
KG = | 万 一 于 11+ (去 ) + [元 ) + (4 十 …| 
证 阴风 ”由 二 项 式 定理 ， 
_ iYf_3 1)f_ 3 _ 3 
(a) 1+ (1 2 2 下 二 (一 
=1+ 方 + 让 ?+ T+ 
育 = 此 'sin*8, 由 级 数 的 一 致 收 敏 性 ,我 们 对 级 数 从 0 到 m2 逐次 积分 ,得 
Ni < 可 Na 1 ,2. 1 -3,4. 1.3"5,¢. , 
| Ty = 1 + FSO +t ait sin te sin d+ 1 2 


2 1.3V (fl.3.5Y,e | 
= 如 |1+ (二 】 kt+ (下 ki+ (3) 中 十 全 |， 
积分 中 用 到 了 第 十 三 章 习题 15. 
站 2 dr 过 人 、 一 fr 
2. 计算 | -7 笃 - , 把 积分 化 为 梢 加 积分 ,计算 到 小 数 点 后 三 位 . 
解 彼 设 z=w2-y 则 


访 -F 交 


oo anr 0 WwW cosy 
设 ecsy=eos wu, 则 -sinywdy= 一 2c08tsinudu， 
_ 28usinudu _ 2Co8u sin 加 Zcost 
dy tin 上 


VI- VI-ouvltonus vl- ou 


轩 此 总 - 万 -不 7 cos ut 


-本 卫生 一 -下 -at 本 


l~ asinu 


招 上 =A/ 于 代 人 习题 1 的 结果 中 ,得 积分 值 为 2.622. 


三 2 三 dy 
o Yeosy 0 eos yl2 ~ sin y/2 "AT -aa 
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设 /2giny/2= sing, 则 人 en 芝 cos 学 由 = cosgas , 


是 


3. 利用 椭圆 积分 计算 | V cade. 
解 古 ”与 习题 2 类似, 设 ccsx 一 cos &, 则 


2epszx 
1+eosu * 


a2 2 
| V COSTAdT = 。 | 
nw2 2 
=2| cos 


0 1 + cos :mx 
m1 
-2 VL co udu | 


= 2 2 


二 村 
=2v3| A 1 ~ sin wd | de 
? : 2 V1- Tsmu 
3 


A 
4 计算 | V 1+ dm dr. 
解 VTiade -| VIT4I -otradr -| V5-do8zdz 设 z= 至 ~y, 则 


A #2 
VS do dr =v 圳 AM1- siraay = /5E(V 4S). 


0 


5. 用 不 完全 构 圆 积分 表示 | VT 4du. 


解 猎 设 v 4sing = 2sina = sin$, 则 2ccsudu = cosgelp ,du = cdf Se , 于 是 ， 
2 1 一 本 sin 
9 
| cog» 


2 rp > 
| v1 — dsin’ we =| cesg 2 tp = 3 
" 2A/ 1 -ass 
1 ,34+4 人 (1 一 sin 
2 
”As 

上 划 
3| dé +2| sf 1 — Lsin? as 
2 0 1 .; ov 4 

1- sn 


=- 子 F( 芭 ,$j+2E( 去 ,#)， 


其 中 多 = arcsint2sinx). 


“300 微 积 分 


dx 
6. 化 简 | 万 -= 为 本 加 积分 


解 喇 2-cosz=2- 《cog 地 一 si 圣 )= 3—2c08 序 , 则 


dr dr 1 
[a | He 


在 后 一 个 积分 中 , 设 于 = 于 一 uw, 则 


1| 1 _ 2| 
v3 ]- 2 2 之 v3 1 之 on 
A 3 0 2 A Ei 


三 是 , 原 积分 化 为 椭圆 积分 . 


7 
证 朋 只 由 习题 6, 取 zj/2 = 了 ,当地 -0 本 ,= 了 本, 本， 

1 

3 nu 


2 2 
-| AF 1 ~ $s 下 ~ 1- TS 
-| 
8. 求 曲线 y=sinr (0 所 x7) 的 弛 长 . 


解 Ss=| 1+ (@) ar = | Vr eadr = 2 VT oma 


= 了 V2 sde = 273[ 1 一方 sin? zdr = 2 人) 
9. 求 椭 图 = asing,y= pcosgfa 256>0) 的 弧 长 . 
解 邮 3- 『 V {ary (Cay = 4 全 Voor gt Dron pds 


= 4 Vs a] V1 ~ esin gay， 


其 中 呈 和 了 -是 本 加 离心 率 的 平方 ， 
因此 , 弧 长 S=4aE(e, 子 或 S=4aE(e). 


10. 把 积分 『 4# 表示 成 桶 圆 积分 . 


ov 1 + ksiny 
解 喇 ” 设 gsin$=tanu, 则 kcosda$ = sec udu， 
于 是 


i” secu 站 SECH 
二 


# ds$ 
| vl + Ra =|， Cos 0 wk’ 一 ar a 


-| du -| du 
0 icos nu ~ si u oh (Cp + sin a 


以 下 与 习题 5 的 解 题 过 程 类 似 . 
设 v 起 +1sing = 上 smz 则 外 十 Tecosacdt = keosrdr, 
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[| 
ov (Rtsnn vat v1 TDsinr VkR+l Vk+tl 


从 上 述 砂 骤 可 以 看 到 最 后 一 个 积分 的 上 慑 * 与 原来 积分 的 上 限 #$ 之 间 的 关系 为 


加 四 | Vv hi +t lsing ) 
| vl + Rsin 由 


11. 利用 椭圆 积 分 计算 下 列 积分 : 


r2 dr 
| 
b) | _ dr , 
ovV (Tr ijl er) 
s dz 
Co) | va 


解 隔 (al 设 了 =2sing, 则 


『 dr 地 de 1 六 a9 
ov {4 rr) do VO den 3 4 


1- Hine 
2 x 
= 序 F( 闻 ,到 
tb) 设 x=tan8, 则 
1 dr r sec 19 
ot Tt) dr Vl+tangv lt+2tane 


_ nd od _ 三 de 
9 vongt2smg -9 v2-eord 


lr de 
YE ] 2 
Af 1 -地 ood 0 


再 设 9= 了 一 多, 则 
汪汪 dg 1 ds$ 
7 一 
Y2.1 A 1 -二 “2 WY 1- 3sn 
1 


= 方 |F(V 歼 到 六 F{v12, 玛 ) 


(0) 设 “ YY 3=#4, 即 .z=31 局 , 则 


『 dr 2 du 


rv a NN: Vo 1 


再 设 # = tan8, 则 


da my df ny dd 
2 -2 -If 由 
| es | | 11- 可 sinzg 


=v/2 {F(T ,3) F(R ,m4)|. 


- 般 地 ,车 Pi(x) 是 一 个 具有 实 零点 的 三 次 多 项 式 , 则 积分 | -天生 = 能 沾 上 上述 方 法 化 万 类 加 积 


分 . 


、 du 
i cer 


“302 ， 微 积 分 


解 号 ” 设 w=sec9, 则 


『 du _ 三 secgtan&dg _ 人 天 dg 
tm Du +t3) 0 Vsecg-Dlsecg+3) ° V1+3coed 
_ qd -了 六 cg 
9 V4-3sinrg 240 方 -312g 
4 


= 方 PW312,zj2)， 


13. 说 明 如 何 利用 杠 回 积分 计算 | 7 一 一 下 一 37 一 


解 如。 作 公式 线性 变换 = = 此 ? ,选择 a,5,c,4 使 的 z= 1,2,3 分 别 对 应 :=0,1,o, 由 1= 半 ， 


2= 49,3= 二 ,得 a=3d,5=d,c=d, 央 此 ,z= 汪 和 利 用 此 变换 ， 


c+ta 上 十 二 
at At 
vr- 1)(r—- 27 — 3)(r 4) Vit (+ 3) 
再 设 t= , 则 
| di =| du | 
vi{tt— 1 + 3) wa 一 ft + 3) 
利用 习题 12 的 方法 即 可 求 得 . 
四 人 项 ， dx 
般 地 , 若 Pi (x) 是 一 个 有 实 零 点 的 四 次 名 式 ,利用 上 述 方法 ,能 把 积分 | 也 各 二 化 成 狂 圆 积 
分 . 若 部 分 或 全 部 零点 是 复数 ,也 可 用 类 似 的 方法 (见习 题 14 ,在 习题 14 中 使 用 的 方法 也 可 用 在 习题 13 
中 ). 


14. 利用 权 贺 积分 计算 | -天 re . 

v(x -2x + 10)(r 之 十 了) 
解 三 这 里 根 号 中 的 多项式 无 实 零点 ,因此 不 能 运用 例 13 的 方法 ,我 们 可 采用 下 述 方 法 . 设 =y+ 
a ,其 中 a 为 常数 , 则 


1 | 天 一 一 均一 一 一 一 
(一 2z+10)0r +zr+7) 


二 i 
| -2a+10l|y + (Qa + Dy+ar +at7|" 
选择 = ,使 得 二 个 二 次 式 中 的 常数 项 和 相等, 即 


a —Z2a+t+10=a +ag+7, 


和 解 出 «=1, 于 蚌 


了 = | 一 一 宕 一 一 一 
Vy +O(y + 3y+9) 
设 y= ,其 中 户 基 正 数 , 则 


os 和 
! 一 咱 到 二 OF + 3 tO) 
选择 8 使 得 二 个 二 次 式 中 的 aw? 的 系数 等 于 常数 项 , 即 记 =9, 于 是 8=3. 因 而 


A 
1=| 一 -一 -一 一 一-， 
| 了 


1T+t _ 2dt 
再 设 «= 了 起 
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1=72| dt . 
~ (e+) +3) 


利用 与 习题 11(5) 的 方法 , 作 民 换 1= tani 即 可 化 成 椭圆 积分 . 
15. 化 积分 | 为 椭圆 积分 . 


dx 
V(r -2r+10(x -2x+7) 
解 岂 ”车 与 习题 14 的 解 题 方 法 类 似 , 设 x = y+ a, 由 此 便 得 出 矛盾 的 等 式 a? -2a+10= 
a* -2a +7. 如果 先 将 两 个 二 次 项 配 成 完全 平方 ,并 作 变 换 z 一 1= y, 就 有 


. dr -中 
| 去 -2zr+1l0liz —2x+7) je 士 oy +6) 


再 联 y =v6tang 就 可 北 为 椭 团 方程 . 


、 本 du 
16. 计算 . 
| (3u: + lv -Te + 3) 
解 晤 设 w=see, 则 


本 中 cos 8 


du 
dadd 
| (3u + lv (Cu - Du +3) | (3+ cos I) ww 1+ Secos 人 


-人 3+eoel 一 3 9 
1 (3 + oos gw 1 +3ccs 


= 站 可 a 机 

0 w+3cos 8 0 {3+ co 0 v 1 二 3ccs 站 
1 do 3 1 dg 

= 了] | 


8 ) f 
" Aj 1- 字 sir?0 " (1- Tsine 1 了 sim8 
= 村 FCA312,mj2)- [32, -W402). 


其 中 第 二 个 积分 是 第 三 类 完全 积分 . 


17. 说 明 如 何 利用 稀 贺 积分 计算 | dr 


rv (rr 2 (rr 4) 
解闷 与 习题 13 作 相同 的 变换 , 则 


| dx =| C+ lade 
rv(r rr Sr — 4) (e+ Dv D+r3) 


再 设 := ww ,于 是 
| (t+ 1)dt =2| us +1 ae 
(3 +t Nv rte - l(t + 3) {3 + Dv (ut -D(a +3) 


| 可 (3 + 工 ) 十 3 

一 了 du 

{3u + 1)v {a — l(a + 3) 

= 子 | du | 3| du 

3 Vr TO 人 30321130) 
下 面 的 解 稻 过 程 与 习题 12 .16 类 似 , 不 再 一 一 次 述 . 

桶 圆 沙 数 


18. 证 明 : {a) (snu) = cnudnus 


(b) (anu)= — snudnu. 
ui 


30 


微 积 分 


19, 


20., 


da 


汪 
#F 巷 ;= | 


snu = sing = sinfamay eng = cosp = ceosfama)， 


于 是 


du 1 dp _ a 阳 
ya! k'sin' $=dnu ,得 


(a) (en) = sing) =c08 d= ons 1 ~ ksin $ = cnadne, 


(hb) (enw) = {cosp)} = _sing = —snuv 1— Risin $= —snudnu. 
a du 
证 明 爷 dnu)= — ksnucnu. 
LL AC A A 
Oe 
H 


2(snu) (snw) = "2snacnadna 


-5 
= 一 站 snwcnBt 
证 明 : (a) sn(-a)?= 一 snzifpb) en(- wu)=enu;(e) dn(—- au)=dnu;(d) tn 一 2)= 
一 TnE- 
i } : dag + dg 
证 明 吃 设 u- | | rs 
则 snu = sing,snv =sin(— 人 = —sing= ~ snu. 


在 后 一 个 积分 中 , 设 9= ~ 岂 , 则 


-| A | 
于 征 ,snf 一 w)= 一 snu. 
fb) 由 于 cnw=V1-smiw ,于 是 
on- = 1 -mu) = V1- su = cu. 
(0) 因为 dnu = 1T- 台 su ,所 以 


dn(— wu) = v1 km(—u) = v1- hsnu = dnu. 


sn(—u)_ snw_ 
cn( ~ wu) Ct 


tin . 


(qd) tn( - #) = 


21. 若 民 = | de 证 明 
o VT Ro” 


(a) sn(w +2K)= — snu, (by en(w +2K)= -cenau, 
(ey dn{ a +2K)= dnu, (d) tn(u +2K)= ma. 
证 了 明 喇 (a) 考虑 积分 


$+ da " dg 办 da 
一 -一 -一 -一 一 一 一 十 一 -一 一 一 一， 
| v1 一 站 vl kisngd 1" VTS 


= 2K. 


. 4 a + dy 
= | = 
er | A 


于 是 Ran t+2K) = 下 二 


0 vl — ksinf 
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因此 Sat 12K)=sin($ +n)= — an$ = — snu. 
(by enfa +2K)=0o8($ +r) = -cos = — enu. 
fc) dn {a .2K)=v 1 ksy(u t+2K}=w 1 -kisn wu — dnwu. 


Ao Snfwt+2K) _ shu _ 
(9) mlu +2K) nmin t2K} enn ! 


22. 证 明 sn 和 cnw 是 以 周期 为 4K 的 周期 函数 ,而 dnu 和 tna 是 周期 为 2K 的 周期 函数 . 
证 衣 二 在 习题 21 中, 把， 换 焉 x+2K, 得 
sntu + 4K}) = 一 snfa + 2K) =-(- smu) = sna. 


Cu + dE) 一 一 cnfa +t 2K) 二 一 【一 on) = onu. 
由 习题 21f0) 可 得 dnw 和 wa 是 周期 为 2K 的 周期 晤 数 ， 
要 说 明 的 是 崩 贺 钞 数 的 周期 还 可 以 是 复数 ,例如 ,sna 有 周期 为 4K 和 21K' ,ena 有 疝 期 为 4 下 利 
2KK 二 2iK ,dna 的 周期 为 2K 和 4iK'. 其 中 
， "2 da ， /ee 
K'=| 一 -一 天 = 一 起 ， 
正 因为 如 此 , 椭 图 函数 有 时 也 称 为 双 周 期 函数 . 


、 a - 1 
23. 证 明 : (a) 元 sn (7,)= 一 
a dr 7 ) v(x (tl- kr) 


4 7 - 。 
fb) 一 -一 Sn, 开 ) = F{k,arcsinr). 
| w (1 — vl Er) 
证 明 中 (a) 虽然 sn 5fz 不 仅 依 顿 于 ,还 依赖 于 模 二 ,但 为 了 书写 方 合 ,用 sn :zz 幸 换 s 5fzr， 
上 ) ,相信 读者 已 对 sn !(xz ,有 了 充分 了 解 . 
由 习题 18, 若 =snze, 则 
dr (snu) = cnagdng = 1- x wR = cdl pir). 


du 


du_d 1 | 
因此 ,一 = 一 (sn rr)= 一 一 . 
dr dz wr ) 


Cb 对 (9 中 最 后 -一 个 式 子 从 0 到 了 积分 ,由 于 rsing, 其 中 光 = amu ,有 


dv = sn lx = Flk,$) = Fl,arcsinr). 


| vt] 一 1 一 及 人) 
注意 到 上 面 的 结果 与 三 角 两 数 有 关 他 结果 ( 即 取 上 = 0): | 


于 了 二 arcsinr ,因此 , 粒 圆 函 郑 是 
山 -人 


三 角 函 数 的 推广 
杂 是 
24. 证 明 P(VT5.a2) = 二 /到 二 
证 蛤 下 ”由 了 -函数 的 性 质 , 训 


中 PUTPOI) 
a | sm 6 = Fd) 2 TUNA 


但 出 习题 2, 该 积分 丸和 等 于 /2T(V 12 ,rj2), 因 此 ,结论 成 立 .得 证 . 
25, 求 一 个 长 度 为 二 的 单 摇 的 周期 了 ， 
解 酌 单 摆 基 由 一 个 质量 为 m 的 小 球 和 连结 小 球 长 度 为 的 硬 杆 (其 质量 忽略 不 计 )OP 所 组 成 ( 见 
图 16-1) ,假定 硬 社 悬挂 在 固定 点 马 , 则 质量 为 ww 的 小 球 运 动 的 微分 方程 为 


了 


mt 于 = - mgsmnd, 


dt* 


2 
县 Em 一 二 sing. 


ndd de de Ee 
用- 


p 才 = 一 部 sing， 


两 边 积分 得 向 = 时 cosp+ C， 
若 在 :=0 时 , 单 所 与 垂 线 之 间 的 实 角 为 go >0, 然 后 放 开 单 所 ,于 
是 当 9- 名 时 ,有 p= 性 =0. 因 此 C= -人 重 jaosb .于 是 


A =+ v2gl! vw cosd - cospgo 


当 单 楚 从 0 = 9 运动 到 9= 0( 对 应 于 四 分 之 一 周期 ) 时 ,32 <0, 因 
161 而 取 * "号 ,于 是 


工 -- 去 dl = Ea 
4 28| 0, v cosd 一 cos 页 2810 Veosd — cosbo 


因此 ， 


£ im dd dd 


T=4 | 4 过 六 
28J0 w oosg — cosg YY 3g o 1 — 2sin 02 — (1 — 2sin: Ol2) 


fi in a 
二 2 a 
8 |, vm Po? — sin O12 
设 sin 5 = sine 这 :sina , 则 积分 为 


fr clu . 
T=4 | 汉 二 sindnt2, 
Bo 1 kisinu "7 


若 上 =0, 得 工 =2xv lf ,这 是 微小 振 茵 的 近似 局 期 ， 


， snucnvdnv + enusnvdna 
证 明 sn{x + w%w)= 一 六 . 
1 一 大 sineusn 


证 明 芝 。 设 w+u=e, 其 中 4 为 一 常数 , 则 42 = -1. 取 口 =snw,V=snt, 于 是 


26, 


dv ay 六 = 到 咽 =— cnvdnv. 


A 一 cnudnw ,Tr = 


上 其 中 图 点 "表示 对 & 求 导 , 因此 
= -RU VY = Vl RV). 


求 导 并 化 简 ,得 
U=2K 0 ~ (+k)U, {1} 
V=28 VV ~ (1+h)V. (2) 
(1) 式 蔷 V,(2) 式 习 UU, 再 相 减 ,得 
DV- UV = 2UV - 友 )， (3) 
可 以 证 上 明 ( 见 习题 各) : 
天 有 =- 和 天 一) (4) 
即 UV- UV=(-R VV UUY+ UW). (5) 
(3) 式 除 以 (5) 式 ,得 
UV-UOV_ 2 UVOV+E DO (6) 
Uv- UV 1 UV 


但 是 
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Uv- UV = EUV- UV), 


-28UVIUV 1 UV) = E01 UV), 
因此 ,(6) 式 成 为 
dUV- UW dk UW) 
UV Rv 
两 边 积分 得 
DY-LV _ 
TR WV = {ce 为 任意 常数 )， 
即 snucnvdnvt+enusnvdna _ ce 


1 -hk sn wasn 
上 式 是 微分 方程 的 解 .显然 n+ va 也 是 解 ,两 个 解 应 当铺 足下 列 关 系 


shucnvdnv + enusnvdnu 
1 — £* sn ws = Au + »), 


取 v=0, 则 有 fa)= sna ;因此 flw + vw)= sn(w + vw), 缚 论 成 立 . 


补充 习题 


椭 图 积分 
27,(a) 利用 二 项 式 定 理 ,证 明 : 知 |x|<<1, 则 有 


. 利用 档 回 画 数 计算 | 


"O07 


和 1 由 ” “ 
VT -1- 音 - 寺 于 -人 (二 条 -全 
{b) 车 || 之 1, 证 明 
E(#,) = VT am 


, 计算: (aD EY212,712), (b}FWY212 ,nl2), (oO) ED.5), (d) Kt/312), 
29， 


证 明 ; ta} E(t1,#$)= sin#， 
(BD)F(1,$)=In(secp+ tang) =Intan( 本 + 于 )， 


. 求 本 贺喜 + 六 = 1 的 周 长 (提示 ， 设 = 3ang ,y = 2ccef 为 参数 方程) 


wsiner + 2oosz x 


. 用 椭 本 积分 表示 | 安 


ov 3sin x 


， 证 明太 用 = F(S arcing 3 . 
.计算 | 八 


ov rl+r) 


, 计算 | -一 衬 - -一 


WA 


-7 二 僵 
37， 


把 下 列 积分 化 为 覃 圆 积分 : 


:308 。 微 积 分 


(a 小 TS | N 汪 二 ES 


Tr 
如 = 
| (x + 16){ x F25) 
证 管 ' Ar dr/ 
38. 计算 :( | Vs |, zyv(r-2(r -dr—6) 
dr 1 3 aos — 一 加 as 上 
29. 证 明 |。 Vr ri re ser -4|r(4. 序 ) 人， 间 


4 el(232 ,至 
3 

(提示 :x + x +1= (x +r+t+l)(r -x+1)). 

dr 

41. 计算 : of a 

™ dx 
b ， 
| w (cd4r+5z — 4x + 10) 


40. 证 明 | 


椭 回 函数 

42. 证 明 :(a)ysn0= 1 (byen0=1, {cjdn0=1， 
(t= 0, (elamd =0. 

各 . 证 明 :(als atena=1, {b}dn u + k'sp u=1. 


44. 证 明 drmw -kemw= 庆 ,其 中 一 V1 一 7. 
1l— cnu 和 /了 92 = doe 
45. 证 明 :(a)sn ““ Tfdn2u， tb l+cna cnw 


46. 求 :(a) 全 (snucnu), (b) ECdnu)’. 


条, 求 : (a (nha), (b) 子 Earsech( ksnu). 
48. 验证:(a) fenudr = tae + ce, 


JE -= 人 (让 可 


49. 证 明 | sn dr = 十 Ia E(k,ama)l. 


50， 证 明 :(a)snfu 十 羡 】= 性， {bjcntw +k) = -4 2 (cgnfa+R) = 到 -其 中 忆 = = vT =- 起 是 补 模 . 
51. 证 明 | Ea = tn! (xk) = Fk,arctane), 


证 | {Ll+ vo)(l+ kiv) 
其 中 尼 <= VI 让 ,在 不 引起 混淆 下 ,我 们 常常 把 tm '(z,4) 简 记 为 ta-'z. 


、 ” dv 1 fxr-1ly3 
日 一 
52. 证 明 | 全 到 cn (三 导 汪 让 
水 题 


53， 证 明 | srcsinzzdc = 子 - 273{ 点 ,至 )+vV5R( 方 号外 
54. 一 个 单 摆 长 度 为 2, 从 与 得 线 夹 角 为 60" 的 位 置 放 开 ,确定 它 的 振动 周期 .假定 重力 加 速度 为 g = 了 2. 
55, 证 明 , 对 任何 时 间 z ,习题 25 中 的 单 摆 的 夹 角 8 满足 下 面 式 于 : 

sin 了 =sin 负 fj2snf v ellt }, 


其 中 上 从 单 摆 硬 杆 答 直 于 地 面 开 始 计算 ， 


下 明 人 十 工 us 工 
56. 证 明 | ee 充 ) 


bs 


(提示 :sing+ cosg -Vsin( e+ 可 ) ). 
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S57, 


$58, 


02, 


给 出 snz 的 展开 式 


5 ? 
sna = 一 (1+ 避 ) 轩 144 如) 全 一 (1+135 妈 +35 如 站) 新 二 


“71 
验证 习题 26 的 方程 (4). 


、 一 sn dnudnv 
证 明 . fay)er(u + ow) = Cv snvsnv 
明 :(ajertw ) 1 -isn wsn mu 


对 


dnaudnr' — snusnvcnucnv 
b + 如} = . 
(bydn(u + 0) 1 kisn wan a 


, 利用 Landen 变换 计算 ; (Ca) Fy212,x3)，(b) FF(0.5, wf4). 
61, 


利用 Landen 变换 验证 p. 299 的 结论 (13) 的 正确 性 . 


证 明 : 若 和 = 了 和 -+ . 则 lim 和 =1. 从 而 验证 p.300(15) 式 前 正确 性 


函数 


车 对 一 个 复数 集合 中 的 每 一 个 变量 子 ,假定 有 一 个 或 多 个 变量 w 的 值 与 之 对 应 , 称 z 为 
复 变 量子 的 函数 , 记 为 w= 了 (zx). 关 于 复数 的 一 些 基 本 运算 在 第 一 章 就 已 讨论 了 ， 

若 对 x 的 每 一 个 值 , 仅 有 一 个 w 的 值 与 之 对 应 , 则 函数 称 为 单 值 函 数 ,否则 , 称 为 多 值 函 
数 .我 们 一 般 记 内 = 扰 z)=a(z，y)+ 妈 (z，y), 其 中 xz vv 是 x,y 的 实 畏 数 , 

例 : w= 有 =(ztiy 了 =z 一 + 这 zy=&+ 记 ,因此 ,uu=z 一 六 ,v=2xy. 它 们 分 别称 为 w= 到 
的 实 部 和 虚 部 . 

除非 特别 说 明 , 一 般 我 们 把 . 扩 z) 看 作 单 值 函 数 ,而 多 值 函数 看 成 单 值 函数 族 ， 


极限 和 连续 性 


复 变 函数 的 极限 和 连续 性 的 定义 类 似 于 实 函 数 . 若 对 任意 给 定 的 <>0, 总 存在 8>0, 合 
得 当 |z 一 zo <8, 就 有 | 了 f(z) 一 f(zo)|<e 成 立 , 称 f(z) 在 zo 是 连续 的 .换言之 ,者 lim f(z) 


= F(z6o), 则 称 fz) 在 zo 是 连续 的 . 


导数 
若 F(z) 在 z 平面 上 的 某 个 域 中 为 单 秆 函数 , F(z) 的 导数 定义 为 
lim (z+ Ax) = fz) (1) 


Az 

记 为 广 (=j (1) 式 表明 Az 以 任意 方式 趋 于 零 时 ,极限 都 应 存在 且 相 等 .车 存在 某 个 数 8 >0， 
使 得 在 |z ~ so|<3 内 (1) 式 极限 存在 , 称 F(z) 在 zo 解析 ,如 果 对 区 域 久 中 的 任意 点 =，(1) 
式 都 存在 , 称 用 2) 在 久 内 解析 ,要 使 函数 F(z) 解析 , 则 了 (xz) 必 是 单 值 且 为 这 续 ,但 反 过 来 不 
一 定 成 立 . 

我 们 通过 实 变 量 的 初等 函数 来 定义 对 应 的 复 变 量 的 初等 函数 , 若 实 函 数 f(x ) 的 级 数 展 
开 式 是 存在 的 ,把 x 换 成 =, 就 可 以 定义 复 变 数 的 级 数 展 开 式 .这 类 复 级 数 的 收敛 性 在 第 十 一 
章 就 已 讨论 过 了 . 

例 1: 我 们 定义 至 =1+z+ 新 + 务 + Sing 一世 二 8 1 让 2 + 

由 这 些 定义 我 们 可 以 证 明 站 =e "=e {eosy+isiny), 也 可 以 用 来 证 明 其 他 关系 式 ， 

例 2: ”我 们 定义 避 = ,其 中 a, 均 为 复数 .由 于 es" =1, 因 而 er= 人 全 2 .由 此 , 定 尽 inz = 
ln( ee?)= np+ i(#$+2&7).Inz 是 多 值 函 数 ,组 成 这 个 多 值 函 数 的 各 单 值 函数 称 为 ms 的 分 支 ， 


复 变 函 数 的 微分 法 则 与 实 函 数 的 微分 法 刚 是 相 朵 的 .因此 ， 号 (> )= me , ', EC (sinz)= 


cosz ;等 等 


柯 西 - 获 曼 方程 


ww 二) = + (yy) 在 一 个 区 域名 内 解析 的 必要 条 件 基 wx，w 满足 柯 西 - 获 
紧 方 程 


dr | dy’ dy ~ ar 
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《见习 题 7). 如 果 (2) 式 中 的 偏 导数 在 久 内 是 连续 的 , 则 (2) 式 也 是 f{ z) 在 锡 内 解析 的 充分 条 
件 ， 
车 ,vw 关于 x,y 的 二 阶 仿 导数 存在 且 连 续 , 由 (2) 式 ,可 得 


Pu Pug Fourov, 
Dr ay 了 ar: 3 


因此 , 实 部 和 虚 部 在 二 维 空间 里 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 函数 称 为 调和 函数 . 


积分 


若 f(z) 在 区 域 贸 内 有 定义 , 且 单 值 和 连续 ,我 们 定义 沿 久 内 路 径 C 从 zi = z+ iy1 到 
z2 三 工 1 二 iy; 的 积分 为 


0 {3) 


[a= | (ut io)(dz + idy) 


{zs 


(rys ya) lr 1 
=| udr -vay+ 计 vdr + udy. 
(137 ry 
这 表明 复 变 函数 积分 可 化 为 二 个 实 函 数 的 线 积分 ,而 这 些 内 容 在 第 十 章 就 已 讨论 过 了 .与 实 函 
数 所 作 的 类 似 , 我 们 也 可 以 详细 地 给 出 以 和 式 极限 为 基础 的 定义 ,并 可 以 证 明 与 上 面 给 出 的 定 

义 是 完全 相同 的 . 
复 函 数 的 积分 法 则 类 似 于 实 函 数 的 积分 法 则 ,一 个 主要 的 性 质 为 


ae 


<| 170) 1 de <M| a= M, (4) 
C 性 


其 中 MM 是 | f(z)| 在 C 上 的 上 界 , 即 | f(x) | 所 M ,i 是 路 径 C 的 长 度 . 


柯 西 定理 


设 忆 是 一 个 简单 闭 曲线 ,车 f(z) 在 以 C 为 边界 的 区 域内 及 C 上 处 处 解析 , 则 有 柯 西 定 
理 : 


| Ad = $ fts)a = 0， (5) 


第 二 个 积分 强调 了 C 是 一 个 简单 闭 曲 线 . 
(5) 式 的 另 ~ 种 等 价 的 表示 为 : | f(x)dz 的 值 不 依赖 于 连接 = ，*: 的 路 径 .因而 该 积分 
的 计算 为 
| fs)az = Fa) -Ra 


其 中 F(z)= FAz), 这 个 结论 与 第 十 章 讨 论 的 线 积分 中 的 相应 结论 是 一 致 的 ， 
例 : 由 于 f(z)=2z 是 处 处 解析 的 , 则 对 和 任意 简单 渍 曲线 CC, 有 


2zdz = 由 
[ 


ltr TH 
| 2sdz = x = (1+ 1- (2i) =2i+4, 
21 了 


柯 西 积分 公式 
车 Az) 在 简单 闭 曲线 C 内 和 口上 是 处 处 解析 ,a 是 C 内 任 一 点 , 则 


"311: 


“312， 


微 积 分 


fla) = -2 de, (6) 


已 人 一 二 
其 中 C 是 取 正 方向 ( 道 时 针 方 向 ). 
f(z) 在 z=& 的 x 阶 导 数 公式 为 
f'" (a) = 站 Tczg . (7) 


上 面 两 式 称 为 柯 西 积分 公式 这 是 两 个 著名 的 公式 .公式 (6) 说 明了 车 f(z) 在 闭 曲 线 C 的 值 是 
确定 的 , 则 f(z) 在 CC 内 的 值 也 就 确定 了 .利用 公式 (7) 可 以 求 C 内 各 点 处 的 导数 ,公式 (7) 还 
指出 ,车 复 变 函 数 f(z) 有 一 阶 导 数 , 则 它 也 有 任意 阶 导数 .而 实 函 数 就 不 具备 这 样 的 性 质 . 


泰勒 级 数 


设 用 z) 在 以 xz 一 a 为 中 心 的 圆 内 及 圆 上 解析 , 则 对 圆 内 的 任 一 点 z=， f(z) 的 泰勒 级 数 展 
开 式 为 


He) = fa + fas) +t Hs a + TA -a + (8) 


{ 见 当 题 21). 
奇 点 


若 f(z) 在 z= 处 不 解析 , 称 z 为 fz) 的 奇 点 . 若 f(x) 在 某 个 区 域内 除 点 z =a 外 处 处 解 
析 , 称 z=& 四 有 2) 后 侨 立 厅 太 ， 
例 : 车 fz) ay z=3 是 f(z) 的 孤立 奇 点 . 


极点 


若 f(z 2) = #2) a 其 中 $a) 性 0, 且 $xz) 在 包含 z=&a 的 区 域内 处 处 解析 ,nn 为 一 
正 整 数 , 则 弧 立 奇 点 z= a 称 为 阶 数 为 n 的 极点 . 若 n=1, 极 点 丸 称 为 单 极点 ,n =2, 极 点 称 为 
二 阶 极点 ,以 此 类 推 ， 


例 1: f(z)= ED 个 育 点 ,gz 二 3 为 二 阶 极 点 ,<= 一 1 次 一 阶 极 点 ( 单 极点 ). 


例 2: f(z)= 2 = 站 十 537 有 两 个 单 极点 二 土 2 
除了 极点 外 ,函数 可 能 还 有 其 他 类 型 的 奇 点 ,例如 ,f(x) =Vz 在 z=0 处 有 分 支点 (见习 是 
37) .函数 F(z)= sa 有 奇 点 ,但 由 于 tm 2 存在 ,我 们 称 这 类 奇 点 为 可 去 奇 点 ， 


洛 朗 级 数 


若 雇 z) 在 以 z==a 为 中 心 图 C 内 除 x=a 为 n 阶 极点 外 处 处 解析 , 则 (z 一 a2"Fz) 在 CC 
内 处 处 解析 ,因而 在 z= a 处 有 泰勒 级 数 ,从 而 


f(z) = E+ Ee + 人 (9) 


上 式 称 为 f(z) 的 党 朗 级 数 ,ao +al(z 一 2)+azlz 一 a 了 +… 称 为 记 z) 的 解析 部 分 ,而 由 zz 一 a 
的 负 膨 项 组 成 的 剩余 部 分 称 为 主要 部 分 . 一般 说 来 ,我 们 称 级 数 5 q(x 一 a)* 为 洛 朗 级 数 ， 
其 中 之 0 的 项 构成 了 级 数 的 主要 部 分 .车 f{z) 在 以 z=&a 为 由 心 的 两 个 同心 圆 之 间 的 区 域 
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"3 本。 


里 处 处 解析 , 则 了 (x) 在 该 区 域内 就 可 以 展开 成 党 朗 级 数 . 
利用 函数 fz) 的 党 半 级 数 可 以 定义 各 类 奇 点 .例如 , 当 洛 朗 级 数 的 证 要 部 分 只 有 有 限 项 ， 
即 &a_, 玫 0, 而 ai， ae- … 均 为 零 , 则 ==a 是 x 阶 极点 ; 若 主 要 部 分 有 无 穷 多 项 ,x = 6 


称 为 本 性 奇 点 ,有 时 也 称 为 无 穷 阶 极点 . 
例 ， c=1+ 十 +513+…, 则 z=0 为 本 性 奇 点 ， 


留 数 


(9) 式 中 的 系数 习惯 上 可 以 道 过 求 4z 一 x)"f(z) 的 泰 鞭 级 数 的 相应 系数 来 求 得 .为 了 今后 
进一步 的 研究 ,我 们 称 系数 &_| 为 玉 z) 在 z=a 处 的 留 数 .这 个 概念 十 分 重要 . 留 数 可 以 通过 
下 面 公式 来 求 得 : 


a lm ry Sls ~ ar) (10) 


其 中 2 是 极点 的 阶 .对 单 极点 , 留 数 的 计算 公式 很 简单 
Ql = lim(z ~ a)f(z). (11) 


留 数 定理 


车 开 z) 在 区 域名 内 除 z= a 外 处 处 解析 ,>=a 为 n 阶 极点 ,C 是 含 z= a 的 任意 简单 闭 
曲线 , 则 六 z) 满 足 (9) 式 ,对 (9) 式 两 边 积 分 ,并 利用 公式 


0， 车 nn 关 1， 
中 i 二 (12) 
Cy 1 车 n= |， 
(见习 题 13), 就 有 
$ f(z)d = 27ia _1 ， ， (13) 


即 所 z) 沿 着 一 条 包含 一 个 玉 <) 的 极点 的 闭路 经 的 积分 就 等 于 在 该 极点 的 留 数 的 2r;i 入 

一 般 地 ,我 们 有 下 面 的 重要 定理 : 

定理 设 关 xz) 在 以 C 为 为 界 的 区 域内 涂 有 限 个 极点 a ,5,c，… 外 处 处 解析 , 生 六 <) 在 
各 极点 处 的 留 数 分 别 为 ea-，， 5.) ;ci1，…; 则 


中 Fr(z)az = 2ri(a- + ptr + ), (14) 
即 六 zz) 的 积分 是 包含 在 C 内 极点 的 留 数 的 2xi 倍 . 柯 西 定理 和 柯 西 积 分 公式 都 可 以 由 该 定 
理 ( 称 为 留 数 定理 ) 批 出 ， 
定 积 分 的 计算 


有 很 多 定 积分 可 以 利用 留 数 定理 来 计算 .在 计算 时 ,要 选取 适当 的 函数 A(z) 和 路 径 或 闭 
曲线 C, 这 和 需要 一 定 的 技巧 . 下面 ,给 出 在 应 用 中 常见 的 几 种 类 型 : 


1. | F(z)dzr， F(z) 是 偶数 
考虑 } F(z)4s, 其 中 是 由 z 轴 上 从 - R 到 有 R 的 直线 段 及 以 该 线段 为 和 径 的 上 六 图 峰 


组 成 的 闭 曲 线 , 然 后 取 RR 一 eo( 见 习题 29,30)， 
2. | GCsin9，o0s9)d0,G 是 sin9，cos9 的 有 理 函数 ， 


"314- 微 积 分 


wl py 
设 z= es, 则 sin8 = 兰 Dy ， cosg = 三 产 ; dz = ie*d0, 4 = 经 ， 所 求 积 分 化 为 


中 F(z)a=, 其 中 C 是 取 正 向 的 单位 圆周 (见习 题 31,32). 


CDS 7 大 


3. F(z) TIqz， F(x) 是 有 理 函 数 ， 


SINPELE 
考虑 积分 | P(x)ewdz， 其 中 C 是 与 类 型 1 相同 的 闭 曲线 (见习 题 34)， 
4. 其 他 具有 各 种 周 线 的 定 积分 (见习 题 35,33)， 


习题 与 解答 


函数 ,极限 ,连续 性 
1. 确定 下 列 各 题 中 点 子 的 轨迹 ; 
(a) [zx—2|=3, {b) [> 一 2|=|z+4[，(e) [2—3|+|z+3|=10. 
解 寺 ” (a) 解法 1 
jz-2|=|z+t+iy-2|=|z~2+iy|=v (zz-2)Y+y 王 3, 即 (x 2+=9, 轩 迹 为 一 个 中 心 在 
(2;0) ,半径 为 3 的 圆 . 
解法 2 
1z 一 2| 是 复数 >= x+ iy 和 和 2+0i 的 距 风 ,车 它 们 之 间 的 有 距离 总 是 3, 则 胃 迹 就 是 中 心 在 2+0i; 半 径 
为 3 的 贺 . 
(pb) 解法 1 
|z+ 世 -21=|z+i+4|， 即 wz-252+ 肥 =wWIzt+4 + 六 ,两 边 平 方 ,得 z= - 1, 轨迹 为 一 条 
直线 . 
解法 2 
在 轨迹 上 任 一 点 到 (2,0) 和 (一 4,0) 的 距离 相等 ,因此 ,轨迹 是 (2,0) 和 (一 4,0) 连 谎 的 中 垂 线 , 即 x = 
—1. 
《c) 解法 1 
由 Vv (xz-3 + 六 + (z+3+ =10, 即 Y (xz 一 3 二 六 =10~v (z+3)? + ,两 这 平 方 并 化 
简 , 得 25+3z= 5 VzT3)7 + 六 ,两 边 再 平方 并 化 简 ,得 车 + 从 一 1. 
解法 2 
在 轨迹 上 的 任 一 点 到 (3,0) 和 (一 3,0) 的 距离 之 和 为 10, 因 此 , 轨 迹 是 焦点 在 (~3,0),(3,0) 且 长 轴 的 
长 庆 为 10 的 椭圆 . 
2. 确定 下 列 不 等 式 所 表示 的 x 平面 上 的 区 域 ， 
(a) [z|<1, (Cb) 1< [z+2i|<2, (ec) r3<argx<rf2. 
解 过 fa] 半径 为 1 的 一 个 圆 的 内 部 ,如 图 17-1(a) 所 示 . 
(Cb) 1z++27|! 是 点 zx 到 点 一 27 的 距离 ,因而 |z + 2i| = 1 是 一 个 半径 为 1, 贺 心 在 一 2i 即 
人 0, -2) 的 图, 而 |z+2i|=2 是 一 个 半径 为 2, 图 心 在 一 2i 的 国 . 于 是 1< |z+2i| 志 2 表示 在 |z+2i]=1 
的 外 部 但 在 |z 十 2i|=2 的 内 部 区 域 .如 图 17-1(b) 所 示 . 
(c) 注意 到 argz= 风 ,其 中 == pe ,所 求 的 区 域 是 由 两 条 直线 $5=wj3 和 二 m2 所 赎 成 的 区 域 且 包括 
这 条 直线 ,如 图 17-1te) 所 示 . 
3. 把 下 列 函数 表示 成 w(x ，y) + iv(zT，y) 形 式 ,其 中 wv 是 实 明 数 : 
(a) z3, (b) 1/(1 — 2), (cy es*, (d) Ing. 


解 二 (a) rw =2 ={rtiyv =x + 3 (iy) +3z(iy) + (iy) 


=x + hir ydry iy 
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(a) (by 加 
图 17-I 


一 了 -ry +i(3r yy — yy ). 
因此 ,x(xr, 2) =x -3ry, vr, y)=3r yy, 


(b) w= 1 = 1 = i- lliy 
I-z 1-trta) -xr~iyl-ztiy (1l-r)+y 
TI-x 一 日 
因此 ,utx, ») (1—x) Fy v(x, ») (Tx) ty 


(0) er = e+ = ee (cos3y + isin3y) 


alr, 9) = ercosBy, v(x, = evsin3y. 
(d) lnz=Inpe* =lnp+ 认 =Inv x+y +iarctan 过， 


于 是 w= 4 yy ) v=arctan 过. 
要 注意 nz 是 多 值 函 数 ( 具 有 无 穷 多 个 值 ) ,其 原因 在 于 多 可 以 以 25 的 倍数 增加 . 对 数 函 数 的 主 值 是 
满足 8 所 $<27 的 那 一 支 , 称 为 Inz 的 主 支 . 
,证 朋 :(a) sin(xz 一 1y)=sinxcoshy + icosxsinhy, 
(b) cos( x + iy)= coszooshy 一 isinzsinhy. 
证 肯 蛇 ”利用 gs*==cosz + isinz, 6 ”= cosz 一 isinz， 
i'r 二 


二 
可 得 sinz = 一 和 一， cosz 一 一 ， 


则 。 sinz=sin(z+ 训 )= 天 [em -etm]= 二 [ee ee 


= le on + isine) -eoor ~ isine)| 
-Te +， 如 一 B 了 
sinz 一 zeosr 一 


=sinzeoshy + icosxsinhy. 


类 似 地 COST 一 cos 工 十 动 )= 计 le te + | 


= le (cort isinr) te coc — isinz)| 


ete” ee 


= cosx tdinr 
2 2 


= cogr coshy — 1sir.rsinhy. 
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导数 , 柯 西 -区 部 方程 
5. 证 明 z 处 处 不 存在 ,其 中 三 是 z 的 共 纯 复数 . 


征明 器 由 导数 定义 , 若 Az = Ar + iAy 以 任意 方式 趋 于 零 ,极限 jm 了 2+ 名) 一作 中 都 存在 ,就 有 


f(z) = lm +t A) = fs) /2) 


要 1 SZ+Ar™s_ 1. TtiytArtiAy Ttiy 
于 是 ,上 到 由 Ar i ArTtiAy 


Dy 


= lim y+ Ar iMYy (x Dy) jm A ~ iAMy 
和 Ar+iMy 四 aiay， 


_0 有 lim az -1， 
若 Ay=0, 有 lim Ar ls 


车 Ar=0, 有 lim 一 = 一 1. 
M0 Ay 
自 此 看 出 , 当 As 以 两 种 方式 趋 于 零 时 ,极限 不 相同 ,因此 ,导数 不 存在 , 即 万 是 处 处 不 可 导 . 
6. (a) 着 ww=f(z)- 乒 二, 求 5 


(b) 确定 加 相亲 最 不 上 


解 还 ta) 解法 1 
[1 s+As) 1+z 
de _ 1]— {z+ Az) 1—-z = 
dr an A A A) 
加 2 
(1 2) 


UE 


2 了 1, 内 Az 以 任何 方式 稻 于 零 时 ,极限 均 为 Fr ,因此 ,也 一 的 导数 为 [< 


解法 2 
当 天 1 时 ,利用 导数 运算 法 则 ,因此 ,上 册 商 的 求 导 法 则 ,得 


二 d 
d (1+ }= 1 2) +) 1+) -和 直人 + 和 日 
人 一 (1— 2) (1 zx) 
2 
1- 2) 


(b) 除 ==1 外 ,该 函数 处 处 解析 .而 在 z=1 处 ,导数 不 存在 . 
7, 证 明 w= f(z)= w(x，y)+ iwv(x，y) 在 某 个 区 域 里 解析 的 必要 条 件 是 在 该 区 域内 ,x， 


满足 柯 西 - 黎 曼 方程 
证 明寺 ”和 由 于 jz)= f(z+tiy)=utz, y}+ivo(x，y), 有 
fzt ar) = flr+t ar tilytAy)] = utr tAr, y+ Avy) + ivtr+Ar, y+ Ay), 
于 是 
im f(z + Ar)~ (xz) 


空 


-1 utx+ Ay, y+ AY) ~ ut y+ i utr + Ar, y+ Ay) 一 ar， wl 
ee AT iAy ， 


yr 


若 Ay=0， 所 求 极限 为 


HX + Ar, )— u(r y) ote tAr, yy — vx, yl) _ . Ao 
iim Mr -+ 


者 Az 一 0, 所 求 极限 为 
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[im CE T+ AY) — wlxs yy | uz yAY) vx, YI 1 du, av 


站 和 7 By i ay dy 
车 导数 存在 ,这 两 个 极限 必 相 等 , 妈 
Au az _ 1 ou + OU Ou Au 
Gk EE 1 dy dy Dy dy 


因而 有 dx dy’ By ae 

另 一 方面 ,我 们 可 以 证 明 , 若 ,vw 在 某 个 区 域 上 关于 天 ，y 的 一 阶 偏 导数 是 连续 的 , 则 柯 西 - 黎 妆 方程 
也 是 痰 =) 在 该 区 域 解析 的 充分 条 件 ， 
(a) 车 F(z)=&(x,y) 十 iw(x，y) 在 某 个 区 域 妥 内 处 处 解析 ,证 明 曲 线 族 w(x, y)= Ci 


和 wlxz, y)= Cs 是 相互 正 交 的 ;(b) 以 f(z)= 加 志 说 明 .， 
证 阴 屹 ”({a) 考虑 这 两 族 曲 线 中 的 两 某 曲 线 u(r ,= wo vtz y)= wo ;交点 为 (zo ， ya). 


由 于 dw= udr + wydy=0, 于 是 安 = 一 些 , 几 再， y 
do=wdr+wdy=0, 错 = 一 里, 把 (zxo,，%) 代 人 \ \ / 
多 一 -引入 = -下 ,得 到 的 人 分 曾 表示 末 条 由 线 NN RS 
在 交点 处 的 料 率 ， CS 和 六 

利用 柯 再 - 黎 曼 方程 :ys = 以， 刀 = - w ， 抒 过 一 二 et x 
(zo， 和 ) 的 两 条 曲线 在 该 点 处 的 笠 率 相 飞 ,得 SE 
OK 人 并 
(E(t SN 
这 表明 两 曲线 族 中 的 任 两 条 曲线 是 正 交 的 ,由 此 得 YY | NA 
两 曲线 族 是 相互 正 交 的 . pe 、 
(b) 车 f(z)=z2, 则 = 一 六 ,w=2zy, 欧 
线 族 式 一 y= 蕊 | ,2xy = CC; 的 图 形 如 图 172 所 东 . 图 17-2 


. 在 空气 动力 学 和 流体 力学 中 ,构成 解析 函数 /(z) = 上 $+ 记 中 的 区 和 史 分 别称 为 速 势 函数 和 
流 函 数 , 若 已 知 $=x +47 一 y+2y, {a) 求 y,， (Db) 求 fz). 


解 (a) 由 柯 西 - 歼 曼 方程 ,3 = = 3 


则 (D P=2+4, (2) 90=2y -2. 


解法 1 

对 (1) 式 积分 ,得 y=2zxy t+4yt F(X) 

对 (2) 式 积分 ,得 %=2zy-2c+Cty)， 
只 要 取 F(x)= -2r+c，G(7)=4y+ce， 其 中 < 为 任意 实 常数 , 则 上 述 两 式 相 等 . 因 比 ,y=2.xy 十 4y 一 
2r+te. 

解法 2 

对 {1) 式 积分 ,得 = 2zy +4y + F(z ,然后 代 信 (2) 式 ,2y+ 庆 (r)=2y-2, 即 F(x)=2, 于 是 
F(x)= -27+e 因此 y=2ryv+ dy™2r+c. 


(b) 由 ta) 
fz) = 1+ +t2yl it2ry tdy—-2r+e) 
= {ry tiry) 1 xt iy) -2i(r + iy) + i 
= 到 +4z 一 2 经 十 cl 
其 中 cl 是 纯 虚数 


也 可 以 利用 z= z+iy, 二 = 一 四 解 出 z= 三 7 ， 3 一代 人 f(z) 中 , 求 得 1(z} 的 表达 式 , 包 合 = 
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的 项 已 相互 抵消 ,因而 表达 式 中 不 含 >， 
积分 , 柯 西 定理 , 柯 西 积分 公式 


24441 
10， 计算 | | zi dz: 
(a) 沿 抛物 线 z=1 ,y= (i 和 1 寺 2)， 


{b) 溢 连 结 1+i 和 2+4i 的 直线 段 ， 
fc) 洛 从 1+i 到 2+i 再 由 2+i 至 2+4i 的 折线 段 . 
2+4 i2,4) 
和 解 丰 | = ze = | t iD) (dz +t idy) 
【2 和 [| 
一 ] (x Y dz 2dy + | ,2nd + (x > Jady, 


解法 1 
(a) 点 (1,1) 和 (2,4) 分 别 对 应 参数 +=1 和 =2, 则 上 述 线 积分 为 


2 2 4 ? 的 
| (22 ~ td — 21+ 1 214] + i] 2 “2at + (tt1) , 21d =- 子 -人 i 
1 


(b) 过 接 (1,1) 和 (2,4) 的 家 线 方程 为 >- 1= 和](z ~ 1)， 即 >=3z 一 2， 因 此 ， 


itz — {3r — 2 1dr — 23r— 2) :3dr!l+ :| {2rt3r — 2) dx 


+[zz (3 272]13dr = 时 -i 


Le) 从 1+i 济 2+1 的 直线 段 上 ,y=1, 所 以 dy=0, 因此 ， 
2, ， 和 4 
| ce -Ddz+i| 2xdr = 每 +3i. 
从 2+i 到 2+i 的 直线 线 F,z=2, 所 以 必 =0, 因此 
| 一 4 4- ydy = 30- 9 
两 式 相 加 ,得 
(二 +3j+(-30-9i) = 一 加 -人 


解法 2 
忆 第 十 章 可 知 , 线 积 分 与 路 径 无 关 , 因 而 计算 (a),(b),(e) 得 到 的 积分 值 相同 ,因此 ,在 积分 时 ,可 与 
实 变 量 一 样 ,直接 通过 求 原 函 数 来 求 得 积分 值 . 


Hi ， _ 24 2+4iP (1+i) 86_ ; 
je 3 


irr 3 
11. (a) 证 明 柯 西 定理 : 若 (2) 在 简单 亲 曲 线 C 上 内 部 处 处 解析 , 则 中 f(z)dz = 0 


(b) 在 上 述 条 件 下 ,证 明 ”f(z)dz 与 连接 P 和 P, 的 路 径 无 关 ， 
证 上 明 凡 (a) 
$ /la)ae = PC + iv)(qr + idy) 
= bdr — wot i dr + by 
由 第 十 章 的 格林 定理 
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13. 


其 中 多 是 由 C 所 轩 成 的 单 连通 区 域 
由 于 (2) 硅 内 处 处 解析 ,二 是 少 = 了 ,和 = - 于 ,习题 7) 义 必定 了 (x)( 因 而 仿 导 数 ) 是 连 和 


的 ,因此 ,上 述 两 积分 为 零 ,由 此 可 得 


中 rz) = 0. 
{b) 考虑 任意 两 条 连接 P,P; 的 路 径 { 图 17-3 所 示 ) ,由 柯 西 Pp 
定理 ， 
中 FeVdz =0. 
~ PI AP2 A 
即 | fz) de +| Fe) 如- 
或 Fxjds = 一 Flr)dz = Flr)dz. 
| AP, 1。 1。 图 17-3 


这 说 明 沿路 径 P, 4P:( 路 答 1 的 积分 等 于 沿路 径 Pi BP: (路 径 2) 的 积分 .因此 ,积分 是 与 连结 Pi ,Paz 的 
路 径 无 关 . 


在 习题 10 中 ,由 于 f(z)=z* 是 处 处 解析 的 ,因而 沿 不 同 路 
径 得 到 的 积分 值 是 相同 的 ， 
12. 车 fz) 在 由 两 条 闭 曲 线 Ci ,Ca 所 围 成 的 区 域 (包括 边 


界 ) 内 处 处 解析 ( 见 图 17-4) 证明: 
4 Flz) de = fz) dz 
加 加 


证 明 呈 在 图 t7-4 中 , 作 一 条 直线 4AB( 称 为 横 戴 线 ) 连结 
图 174 Ci 和 C 上 的 任意 两 点 ,由 柯 西 定理 (习题 11) 


中 fz)dz = 0, 
由 于 f(z) 在 区 域 (阴影 部 分 ) 的 边界 土 处 灶 解 析 , 因 此， 


[tet | fdet | fd +] fs)de =0, 0 

但 是 | fC#)ae =- -| He)ae， 
因而 (1) 式 为 

{fade = Asdc=| rz) 
即 中 Flz)dz = 中 FE)az， 

注 : 并 不 要 求 /(z) 在 C 内 处 处 解析 
|2xi, n=1], 日 - 
_- = 正 向 的 

(9) 证明 中 二 富 |” -= 了。 4。 其 中 C 是 一 条 包含 ==a 的 取 正 向 的 简 


单 闭 曲 线 . 
(hb 车 二 0， 一 1， 一 2， 一 3,…', 积 分 值 为 何 ? 


证 阻 由 (a) 放 Cl 是 以 z=a 为 关心, 半径 为 的 贺 ( 图 
17-5) ,由 于 za) “在 由 CC 所 图 成 区 域 : 包 插 边 界 } 内 处 
处 解析 ,由 习题 12, 得 


$. {xe Gy -=p Cy 图 175 
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为 计算 后 一 个 积分 ,注意 到 Ci 是 以 = =a 为 中 心 的 圆 ,因而 设 x 一 2 = se” ,dx = ie ,因此 


_ [iee” 二 | 1 二 
车 " 夫 1， 中 a = | ed er iJo® & 
-i 1 ams|” =0 
a 1 {1 一 0 
车 n= 1 中 - = i a = 2mt 


(hb) 当 n=0， -1，-2， 一 3,…, 被 积 消 数 为 1,(x -a), (xz 一 a ,… 在 CC 内 (包括 <=a) 处 处 解 
析 ,由 柯 西 定理 ,积分 值 为 零 . 


14. 计算 ,其 中 是 (a) 加 | z|=1; (b) [z+i|=4. 


解 钙 (alj 由 于 x=3 在 |z|=1 的 外 面 ,因而 积分 值 为 堆 { 习 题 11). 
(by z=3 在 |x+i|=4 内 ,积分 值 为 2xi( 避 题 13). 
15. 若 f(x) 在 简单 闭 曲 线 C 上 及 C 内 处 椒 解析 ,a 是 C 内 和 任 一 点 ,证 明 ;: f(a)= 
£2) 


2rni Te Zad 


证 毅 妇 ”根据 习题 12 及 习题 13 的 图 17-5, 有 
4 上 dz = 中 2) . 
el 


亡 空 二 如 守 一 安 
设 z 一 a= ee*, 圭 式 中 的 后 一 个 积分 为 
9 La -= 和 ra + eet ) dp. 
因为 六 #) 是 解析 的 ,因而 蚌 连 续 的 ,于 是 
tim | fa + ger ) dl = 让 lmf(a + ee? ) db 
= :| Fa)ag = 2rif(a), 
即 中 AE = 2rifla), 


所 以 1a) = Hh Eda. 


， COST e _ 一 
16. 计算 :(a) dz， (b) 本 近 :其 中 C 是 正 向 圆 | > -11= 3. 
解 贱 《al) 由 于 z*=r 在 C 内 ,利用 习题 15, 取 f(z)=cosz, a 二 7, 于 是 


1 OOS 


了 Ei = coex =—1. 
因此 
CE ~ ri, 
Ce 一 7 


(b) 由 于 ==0, z=1 均 在 内 ,由 例 15, 得 


eee zj 宅 -中 St 中 有 


= 2rie" — 2rie™! = 2mifl - e 1). 


17. 计算 de， 其 中 C 是 包含 =1 的 任意 取 正 向 的 简单 闭 曲线 . 
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解法 1 
由 柯 本 积分 公 趟 “Ata) = 直下 二 人 we 当 = 2 As) = 3592-3c+2 时 , 则 0D= 
0, 因 此 ， 


21 So 一 3z + 了 


Drie (z- 1 人 


10 = 


即 中 3 10ri. 


解法 2 
5s2 -3x 12= Sz -1): +7(z—1)+d, 
安 3 二 2 S(z— 1) + T(z 一 1]) 填 4 de " dz 
是 Te -中 iy = 种 .党 + 吕 , G1 
促 二 守 {zo—1) 
由 习题 13, 得 
2 2 {ze - Sy =0, 中 = : 
因而 d=5x2ri + 7x0+4X0=10ni. 
级 数 和 河 点 
18, 当 z 取 何 值 时 ， 下 列 级 数 收敛 ， 
— 2 (— DD)™ 0 
D0 
解 旺 fa) 级 数 的 第 项 a 一 x"in'2", 于 蚌 
jm | 四 2 2 _ rg| 
DT a nn (nt+1) 1 2 


由 级 数 收缴 的 比值 审 敏 法 ,可 知 当 jz|<<2 时 ,级 数 收 合 ; 当 |x >2, 级 数 恬 散 , 当 |z|=2, 收 化 法 失 


| 寺 |= 允 13, 当 121=2 时 ， 级 数 为 了 太 是 收 人 的 ， 因此 , 当 | x | 之 2 时 ,级 数 


绝对 收 化 . 


ot 1 


tb) in 人 可 - z 可 + 51 ev 


肖 于 二 | 世 芋 | = i | 二 人 二 lim 53 | ~0. 因而 该 级 数 对 任意 的 
| lm {2x+1)! C1 Te jn 2n(2n t+1) 
g 攀 收 伍 ,实际 上 级 数 和 为 sinz. 
n+l | | _- 
te) 由 于 tim Ei = lim (37 "Ty 一 全， 当 |z-zl<3, 组 数 收 兽 ; 当 


|z 一 i 之 3, 级 数 发 散 . 若 |z 一 站 一 3, 则 取 z 一 i =3e", 因 而 此 级 数 为 > Yew ,由 丁 该 级 数 的 一 般 项 当 = 
一 上 


-co 时 不 吞 于 零 ,于 是 YYere 发 艇 
两 此 ,级 数 在 圆 | -i = 3 内 收 伐 ,但 不 包括 边界. 

19, 若 D0, xz" 在 | z | 筷 R 内 绝对 收 伍 , 证 明 该 级 数 对 满足 | xz 1 所 民 内 的 = 一致 收 合 . 
证 朋 可 。 复 要 册 级 数 的 定义 .定理 和 证 明 部 类 似 于 实 变 量 级 数 , 因 此 ,我 们 有 


1 as [S| a | R” = MM, 


由 假定 ， Pa 收 答 ,由 入 尔 斯 特 拉 斯 M 靶 则 ,> ai 在 |1z1l 近 只 内 - 北 收 合 . 
20. 找 出 下 列 函 数 在 和 有 限 = 平面 上 的 所 有 奇 点 以 及 奇 点 的 类 型 (如 果 有 的 话 ): 
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21, 


人 2x +1 Sin ns 
(0 Ti tb) Cay (0) ere Tt’ "A0, 


(d) T=, (e) otii7, (f) er 


解 枉 《al) z= 一 1 是 三 阶 极 点 ， 
(b) z=4 是 二 阶 极点 ( 双 极 点 ) ;x 二 i 和 < 二 1 一 2i 是 一 阶 极点 ( 单 级 点 }. 


(9 当 z 2 一 0, 于 是 避 +22 +2 一 fz 一 (一 1+i)| 


eh 因此 , 消 数 有 二 个 单 极点 ;z= 一 1+i, z= 一 1 一 i. 
至 二 =0 是 可 去 奇 点 ， 


另 解 ， 由 于 1 | 0 


= 音 - 有 时 + 
可以 和 二 ,5~0 是 条 才 林 上 
(ec =1- ry 已 一 jr“…' 阁 般 级 数 中 其 主要 部 分 有 无 穷 多 个 负 于 项 ,因此 ,2 ~ 
是 本 性 瘟 点 ， 


(1) 该 函数 没有 有 限 奇 点 ,得 取 s= 盐 后 ,该 生 数 为 ，4=0 为 本 性 奇 点 ,因此 ,z= oo 是 本 性 奇 点 . 


一 般 地 ,为 了 确定 fz) 在 无 穷 远 的 告 点 性 质 , 取 变 次 <= 二 ,检验 了 (二 ) 在 w=0 的 奇 点 性 质 . 
车 F(z) 在 圆心 为 @ ,半径 为 尺 的 加 上 及 圆 内 处 处 解析 , 瑟 a + 为 C 内 的 任 一 点 ,证 明 秦 
勤 定理 


Fa th) = Ka +t hf (a) t+) + 


还 阴 号 。 其 柯 畔 积分 公式 (习题 15) ,有 有 
Ha+th) = A ge, 上 


2 福王 一 让 一 下 


把 1 和 za- 上 相 除 ,有 
了 I __1 


za / [1- hn | xz-a 
{z—a}ll -| 


pp" 
elt 


把 人 2) 式 代入 (1) 式 ,并 利用 柯 西 积分 公式 ,得 
fla + k)= .Lele 


一 眉 + 六 .> 


有 h A 下 


f 十 
l+ sa (zx— ay {2 — a)” 


(2) 


dE + 站 十， rs rd +R, 


= fa)+ A 


_ hl {x) 
其 中 起 ,二 oxi CYz- az 一 如 一 起 
当 * 在 C 上 时 ,| - 故 于 | 二 ML， lz-al=R, 由 Pp.313 的 (4) 式 ， 
A 
i KK, [= 2h " 2rR, 


其 中 2xR 为 忆 的 长 度 . 
当 ace 时 ,| 及 ,| 0, 于 是 RR 一 0, 害 理 得 证 . 
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若 所 2) 在 圆 环 区 域 7 , 志 ]z -a 人气 rz 内 处 处 解析 ,我 们 可 以 把 泰坦 级 数 推广 到 洛 并 级 数 ( 见 习 籁 


92) ,因此 ,在 某 些 场合 中 ,正如 下 例 将 要 看 到 的 ,通过 利用 已 知 的 泰勒 级 数 来 求 出 党 朗 级 数 . 
22, 求 出 下 列 消 数 在 给 定 奇 点 处 的 洛 朗 级 数 ， A 


(a) Ty 2= 1; {b) zcos 一 ，z= =0; 
Sinz _ 之 一 。 
en 之 一 Ts (d) (z+1) (z+2)* 之 1; 
(e) ze a & 一 人， 一 之， 
解 同 {fa) 设 zz 一 1]=w, 则 z=1+a. 
ry = A 六 11 w+ 六 + 芭 而 1 
ttt 2 1 < +, 
xz 二 1 是 二 阶 极点 或 型 极点 , 当 关 1] 时 ,级 数 收 就. 
1 f ] | 1 1 t 1 
(zen 二 = 可 剖 | 
1 1 1 
“下 
z= 是 本 性 育 点 , 当 z 隆 D 时 ,级 数 收 敏 ， 
te) 设 z 一 z=u, 则 z=x 十 &， 
inz _ sin(u+m) __ sng__1/ _w 1 ..， 
= 名 TD) sox - (a 和 5 ) 
四 
= 一 1+ 训 (2 一 一 十 (z 一 +， 
z= 为 可 去 奇 点 ,级 数 对 任意 z 均 收 就， 
{dj 设 x+1=&, 则 
—1 -1 ) 3 4 
ET nT ~ i (ot) 
= + 2t2 2+ 
= 一 +2—2(z+1)+2(z+1)Y+ 
z 三 一 1 是 一 阶 极 点 ( 单 极点 ) ,级 数 在 0<1z 十 1| 守 1 内 收 钱 ， 
(e) 对 x=0, 利 用 二 项 式 定理 ， 
1 1 1 C3)(- 4) ? 


ro 
A ge + 


-CC :和 人 D(zs) ， | 


z=0 是 一 阶 极点 !( 单 极点 ) ,级 数 在 0< |s| 过 2 内 收敛 . 
对 z= 二 一 2, 设 z 十 2=w, 则 
上 -二 


zz wu uu 2 
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1 1 1 1_1 


au du: Bu 16 3 


_ 1 1 1 1 
z+2) Az+2) Blz+2) 16 32°”° : 


x= ~2 是 三 阶 极点 ,级 数 在 0< |=+21<2 内 收 合 . 
留 数 和 留 数 定理 
23, 若 F(x) 在 简单 闭 曲 线 C 上 及 CC 内 除 z=a 外 处 处 解析 ,zx 一 a 为 n 阶 极点 ,也 就 是 


在 一 


本 


f(z) = 


2 “+ aostalz—a)ta(z— a +., 
(z—a)” 人 


其 中 a_。 天 0 ,证 明 : 
(a) b f(z)d = 2xia.1, 


为 一 
(b) a_, = lim ry Erle — a)"f(z)|. 
证 有 明 容 (a) 利用 为 题 13, 积 分 得 


= 2ria_1. 


由 于 仅 有 包含 a -, 的 项 保留 下 来 ,因此 ,我 们 把 ae ., 称 为 (x) 在 z= 的 留 数 ， 
(b) 两 边 同 乘 以 (= 一 a)" ,就 得 到 泰勒 级 数 


(rz— apf(z)=a, tan(z—-a)t ta(tz ~- a) !+., 


两 边 同时 对 上 式 求 {n 一 1) 除 导数 ,再 令 za ,就 有 


Gx Dla = lim Ss = a)"f(o). 
因此 结论 成 立 ， 
24. 求 下 列 函数 在 给 定 极点 处 的 留 数 : 
到 加 由 1 _ 
ta) TI) TY) =2, i, is 《hb) e+257 0， 2; 
(9 sy z=3, (d) cotz, z= 5. 
解 喇 


(ay z= 二 2,， i， 一 i 的 为 一 阶 极点 . 
在 ==2 的 留 数 ,lim(z 一 2) 


2 
(z 一 2 多 +1) | 5 


. . . 的 _ 国 _1—2i 
在 x= 的 留 数 :ml i) Ts- DT| “(一 Dn 0 


在 z= 一 :i 的 留 数 : lm(z+) | nm)= = 
(b) z= 站 为 一 阶 极点 ,zx ==2 为 三 阶 极点 . 


在 <=0， i er 


二 全 


一 


(z+2) |- im 村 (二 ) = Jim (二 ) = 8 


er 


在 := 一 2， 留 数 为 im 村 , 击 宅 


在 zx=0,-2 处 的 留 数 也 可 以 通过 求 各 自 洛 朗 级 数 的 和 + 的 系数 得 到 (见习 是 22(e)). 
{e) z==2 为 一 阶 极点 ( 双 极 点 ), 于 是 在 z=2 的 留 数 为 


+ 3) re 3 cz|- 名 基 (ze)， 


lim 所 
工 -* 村 时 呈 
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= lim(e™ + zte”) = e+ re. 
| 


《qd) = = Sr 为 一 阶 极点 ,在 该 点 的 留 数 为 


= (lim)D= CD=L. 
在 上 面 的 计算 中 使 用 了 请 必 达 法 则 ,该 法 则 也 可 用 于 复 变 函 数 中 . 
25. 若 /(z) 在 简单 闭 曲 线 C 内 除 极 点 a , 5，c，… 外 处 处 
解析 ,证 明 : 
f(z)4dz = 2ri1f(x) 在 极点 a, 56，c… 的 贸 
数 之 和 |( 见 图 17-6). 
证 明 贻 ”用 与 习题 2 相似 的 方法 ( 即 在 CC，C ,Ci ,C3… 构 
造 措 截 线 ) ,有 
图 17-6 


$b Az) a = 中 Fz)dz + 中 flz)dz + 


对 极点 a， 
fz) = a 上 1 ry t+ antaks—a)t', 
如 例 23 所 述 中 Flz)dz = 2ria |. 
类 似 地 ,对 极点 5, 有 
1 bn | bl 一 a 
fz) = py tr pt +b lz B+, 
因此 ， 中 Flix)dz = 2rih_. 


对 其 他 极点 也 有 类 似 的 结果 .因此 
f(z)de = 2xrfa i 十 力 1 十 …)】 二 2xi| 留 数 之 和 }. 


， edz _219, 
26. 计算 中 PC 为 :(a)|z|=3/2;(b)|z|=10. 


解 厂 ”==1 为 一 阶 极 点 ,在 该 点 留 数 为 


| " _ 
tim | (x Dy 16: 
zx 二 -3 为 二 阶 极 点 ,在 该 点 的 留 数 为 
| 2 Ee zle -ee 5. 
im? 1 3) | = tim (z—1Y 下 


(a) 闻 |z|= 3/2 和 仅 含有 极点 z= 1, 因 而 


$. 《es 一 让 Ey 一 2 (二 )= Be 


{b) 圆 |z|=10 含 有 极点 <=]1 和 == 一 3, 因 此 


多 fe Se _ xite— S50) 
be 2ri (高 名) 下 
十 积分 计算 
27. 着 当 z=Re? 时 ,1/(z)| 志 涛 ,其 中 >1,M 为 常数 .证 明 lim| f(z)dx =0, 卫 是 半径 为 


et ! FF 
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民 的 上 半圆 弧 ( 见 图 17-7). 
证 骨 加 ”利用 p.341 的 结论 (4), 有 


M 
Re 


Joe <| Ka) 1 de I rR = 


其 中 图 弛 的 周 长 L =xR ,于 是 


lm|| lz)dz| =0 mlm| (ad =0. 


图 17-7 
28. 者 /(z) = 了 二 ,证 明 对 == Re” ,有 | f(zx) | 所 < ,其 中 >1 
证 明 . 钱 ”由 z= Re ,有 
1 1 __1 
(fo) Re | TR Ri 


取 充分 大 (比如 民 >2), 则 二 所 训 .因此 , 取 MM=2,k=4, 即 得 | 了 zx)| 才 ， 
全 的 下 zi 一 Rie 和 x; = 工 用 到 了 不 等 式 | = + | 之 |z1| - jz， 


29. 计算 | 堪 


解 峙 . 考 趾 -并 -全 ,其 中 C 是 由 z> 轴 上 - R 到 有 的 直线 段 和 上 半 园 厂 组 成 的 正 向 攻 回 路 


rz4+1 


当 == 6 于 ,ee ,eT 时 ,z+1=0, 这 些 奇 点 均 为 -5 的 一 和 阶 极点 ,但 只 有 oF' 和 ej" 在 C 内 . 
由 洛 必 达 法 则 ,在 < 对 的 图 数 为 


lim 1(z— ed )— lim 1 = 1 -Ie 
下 1 , 44 庆 4 
2 me 
在 < 可 处 的 留 雪 为 
rr 1 一 1 — 1 a 
lim (zo— ei™) | hm ry 
Pr eT™r 
dz - 1 -3 1 i _ #2 
因此 2 tie" = TT (1) 
R adr dz _ 2 
妈 nrtiT rzirl IT (2) 


在 (2) 式 两 边 取 极 限 , 令 只 一 oo ,利用 习题 28 的 结论 ,有 
Ra _r” dr _V2 
km| | 


m = = 地 
axi+l | 2 


上 于 | zi = 中井 1 加 此 | 。 2 


EE 
-mx 二 +1 0 


， zx dr 7 
30, 证 明 | . Cr TIT torr) SO™ 


证 明 中 用 习题 7 同样 的 封 用 回路 ,To 了 yr75 荆 可 二 个 极点 在 C 内 ,2 为 一 阶 极 
点 ,z 二 一 1+i 为 一 阶 极点 . 
在 z= 的 留 数 为 
lim S| (i) = 2 
er A (z+i)' (zi) (zr +2z+2) i00 


在 == 一 1+ 的 留 数 为 
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| 2 3 了 -4 
m2+1 1) ery Tl 25 
四 5 19 12 3 一 和 | -了 
因此 和 (TI tra i 0 | 
本 有 Edr Zz Ax 了 
或 | (xi +1) (ri +2r+2) + 《十 TFT 十 22) 0™ 


由 习题 27 知 , 第 一 个 积分 当 民 一 < 时 极限 为 霍 , 于 是 


相 「 zidr | dr _ Es 
Rr + 1 (r+2xr+21 or +1) (rit+2r+2) sO” 


证 一 


问  - 邮 -1 
解 旺 设 z=e, 则 sing=< 7 一 一 ，dz 二 ie 好 = iaag. 因 此 


[二 tj 
| 5 |- 中 二 EE = x | ) 中 32 十 1 一 3 
2 


其 中 己 是 贺 心 在 原点 的 单位 圆周 .如 图 17-8 所 丰 . 


3 FE 6 
10: 寺 81 _ 3;， -二 ,但 仅 有 -二 在 C 内 .在 -十 处 的 留 数 为 
6 3 3 EE 
lim (#1 | 2 )= lim 2 1, 
zi 3 [5 10i8 一 3 -一 -站 2 十 6z+107 di 
, 2 oll) x 图 17-8 
因此 中 Ia 10R 3 过 2xi[( 天) -= 3 
上 _x 
32 证明 |， 536- 下 
» 记 z+ el! ee , 
证 骨 太 设 z=e ，cost= 7 ，0o53 自 二 可 = 一 -本 ,dr 二 izd8, 则 
2 co = 下 二 3 32 de =- 二 6 +1 
5 — 4cosB Mout Epay I a 1 a 


其 中 忆 是 习题 31 中 的 闭 回路 、 
被 积 函 数 有 两 个 冰点 在 C 内 ,其 中 z=0 为 二 阶 极点 ,z= 112 为 单 极 点 .在 z=0 的 留 数 为 


ml Ml el 太 |= 从 
21 a | z (2z - 1)(% 一 2) 8 
在 == 于 的 留 数 为 
. 于 z" +] 
地 (: ) |- 各 ， 
1 z+ 1., .|21 65|_x 
因此 3 ote 于 和 | 34| = 13 


33. 设 = 二 ,车 | f(z), 拟 Sir 噬 ， 卡 >>0,M 为 常数 ,证 明 jia| e™f(z)dz=0， 其 中 卫 是 习题 27 


中 的 半 国 弧 , xm 为 正 数 . 
证 明 同 ”由 z= Re", 有 


| A gj)de 一 | eae fl Re 】 Reea0， 


于 是 ， [ew ARe’)iRe'dy < [|e ma f( Re’ )iRe" |dg 
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= | | eve meeef( Re®) iRe® | 网 
= ewe | F(Re*) | RA9 
MM ™ mRsn? 一 2M 2 一 地 尼 qin 让 
所 |。 db = Ea eepeneadg， 
当 0< <rj2 时 ,有 sin 之 共 ( 见 第 四 章 习 题 77), 有 


e "Rls Ig 二 


位 三 Rang 10 之 2 


M _ 
< 党 『 le™ 


当 玉 -co ,由 于 四 为 正 整 ,因此 ( 1-e- 吕 )--0. 由 此 得 lim| ef{z)dz=0. 
Rs 


34. 证 明 | cospz I Tm p>0. 
0 


zx:+1 2¢ 
证 肯 邮 考虑 积分 中 dz 其 中 C 是 习题 27 所 示 的 闭 册 线 ,被 积 画 数 有 两 个 单 极点 z= + 


但 仅 z=i 在 忆 内 .在 z=: 的 留 数 为 


im | (x 一 全 {一 St + 了 | 一 jie 
因此 二 
。 六 ee 
即 [, i i 


| i 


于 是 ， 
ns 十 | 
当 员 一 so 时 ,两边 取 响 限 ,由 习题 33 知 


lim| dz = 0, 
0 十 1 


< DB 和 各 
因此 得 到 | TIT - 


A 
了 
证 了 明 过 ”与 习题 34 的 解 题 方法 类 似 , 考 虑 
隙 数 全 沿 习题 27 中 闭 回路 的 积分 .但 由 于 z= 


0 在 积分 回路 上 ,为 使 积分 回路 不 通过 奇 点 ,我 
们 调整 回路 ,使 其 绕 过 原点 ,如 图 17-9 所 示 , 得 
到 的 回路 用 C 或 ABDEFGHIJA 表示 . 

由 于 z=0 不 在 CC 内 ,因而 有 


er 加 
图 17-9 | x = 0, 


35. 证 明 | xg 一 


一 于 全 er 此 本 er 
| St。 Ei + ae。 二 
在 第 一 个 积分 中 ,把 x 换 成 一 +, 再 与 第 三 个 积分 合并 ,有 


Ru 风 间 
| Sart) Cdr+| ,Sd =0, 
证 a DBLPG TE 
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RR - i 
或 2i| jy = | dy -| Cd. 
全 HIEF; 光 


HA 3 


当 一 0, 民 一 oo ,由 习题 33, 右 端 的 第 二 个 积分 趋 于 雪 , 而 第 一 个 积分 取 极 限 为 


心 pe 各 四 
一 jim| ive db 二 一 il 古 ” dd = Ti, 
r FF 大 站 


此 时 极限 寻 与 积分 号 可 以 迹 换 . 
因此 , lim21 六 Sinx yy = Ti 即 | az = 地. 
Ro 并 0 六 2 


ar 


杂 例 

36, 设 包 二 zx? 是 由 zz 平面 (zy 平面) 到 ww 平面 (wwv 平面 ) 上 的 一 个 变换 ,考虑 > 平面 上 的 三 
角形 ,顶点 为 A(2, 1),B(4,1) ,Ce4,3).(a) 说 明 该 三 角形 的 像 是 wv 平面 上 的 曲 边 三 角 
形 ;(b) 求 出 曲 边 三 角形 的 夹 角 和 对 应 的 原 三 角形 的 角度 ， 
解 唔 ”(a) 由 于 w=z ,因此 变换 方程 为 =x 一 ,v=2zxy, 点 入 (2,1) 的 像 点 为 4 (3,4 多 见 图 
17-10{b)) ,类 位 四 , 点 B,C 的 像 点 分 别 为 B,C ,构成 三 角形 ABC 的 线段 AC ,BC, AC 的 像 分 别 构成 曲 
面 三 角形 的 抛物 线段 A ;BC ,AB' .它们 的 方程 见 17-10ta), {hb). 


Dae 1 


A To A ， 


A I 


图 17-10 


fb) 曲线 =4(1+w) 在 (3,4) 的 切线 癸 率 为 


mi = 2| _1 
! du | 13.0 时 | 对 四 2 
而 曲线 w=2w + 在 (3,4) 的 切线 斜率 为 
mn 二 4 二 一 
”du 人 遇 {3, 4) 
则 商 条 曲线 在 A 点 之 问 的 夹 间 为 
上 
3 一 二 
tang = HP - 2 -= 1, 即 9 = nf4. 
二 十 pr na 1 ? 
1t3x (二 ) 


类 似 地 , 妨 C 和 BC' 之 闻 的 夹 角 为 mj4, 而 有 AB 和 BC' 之 间 的 夹 角 为 /2. 因 此 , 曲 边 三 角形 三 个 类 
角 与 原 三 角形 的 二 个 夹 前 相等 .一 般 地 , 若 由 = A 及 2) 是 一 个 变换 ,而 扎 z) 旺 解析 的 ,只 要 六 (zo) 关 0, 则 
= 平面 变 于 点 z= zo 的 耳 条 曲名 之 间 的 洋 角 与 它们 对 应 的 像 负 线 之 间 的 来 角 在 大 小 和 方向 上 相同 ,这 个 
性 质 称 为 解析 函数 的 共 形 性 质 . 下 因为 如 此 ,变换 由 = 六 2) 也 常常 称 为 共 形 变换 或 共 形 映射 函数 . 
37, 设 w=Yz 是 -个 从 = 平面 到 如 平面 上 的 变换 ,一 个 点 沿 国 周 | >| =1 首 时 针 移 动 ,说 明 : 
当 它 第 一 次 返 同 到 其 初始 位 置 时 , 它 的 像 点 还 未 到 达 其 初始 位 置 ; 当 点 第 二 次 回 到 切 始 位 
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置 时 , 它 的 像 点 才 第 一 次 回 到 初始 位 置 . 
解 . 印 ” 设 z=, 则 甸 =Y =e 加 ,8= 人 对 应 初始 位 置 ,此 时 ,z=1 时 ,zw=1( 图 17-11(a),(b) 上 为 
总 点 和 号 点 ). 

当 = 平面 上 的 点 从 点 点 沿 圆 绕 一 周 同 到 初始 位 置 时 ,8=2x, z=1, 但 是 zw=e 吕 = 号 = 一 1 因此 ， 
像 点 还 没有 加 到 它 的 初始 位 置 . 


图 17-11 


但 当 * 平面 上 的 点 从 点 和 4 沿 圆 线 二 周 时 ,8= 2r， z=1, ww 一 e 中 二 e" 一 1, 即 像 点 首次 辐 到 它 的 初 
始 位 置 . 

由 上 述 分 析 ,我 们 看 到 ww 并 不 是 = 的 单 值 痛 数 ,而 是 x 的 驭 值 哆 数 , 即 对 每 一 个 = 值 ,有 双 的 一 个 
值 与 之 对 应 .如 果 蛛 制 8 的 取 值 范围 ,就 可 把 该 函数 看 作 单 值 函 数 .例如 ,限制 8 在 [0, 2x) 内 , 它 就 对 应 
双 值 函数 ww =v zx 的 一 个 分 支 ,而 2x 所 9 所 47 对 应 另 一 分 支点 ==0 称 为 分 支点 , 当 绕 <=0 时 ,就 从 第 
一 分 支 星 人 第 二 分 支 .如 果 我 们 不 越过 zx 轴 的 正 向 ( 称 为 分 支线 ) , 则 可 保证 所 =)]=v z 是 一 个 单 值 函 数 . 


;下 日 ™ 2 ! 工 
38. 证 明 | Ti snpr’ 0< p<1l. 


+ 村 -1 
:省 瞪 六 ”考虑 积分 中 竹 de, 由 于 z=0 是 分 支点 , 取 闭 
回路 C 如 图 17-12 所 示 ,其 中 AB 和 GH 在 z 轴 上 实际 上 是 重 


合 线段 ,只 是 为 了 使 该 者 能 够 分 辨 而 在 图 上 分 开 了 . 
被 积 函 数 有 一 个 极点 z= ~1 在 己 内 .在 z= 一 ] 的 留 数 为 


4 2 _ x pl pl 
lm(z+ DTFs= (e )? = et ， 


因此 ， fe. 
为 了 书写 方便 , 略 去 被 积 函数 ,于 是 


foe ha ha ee, 
AF ET eH Ha 


因此 ,有 


图 17-12 R Pl 2 (Re® )**! iRed a 
| 工 十 z+ v0 1+ Ke” 


本 
| 1 + we “| 二 十 re8 db ~ mie ™, 
其 中 由 于 当 2 绕 着 圆周 BDEFG 运动 到 G 时 ,zx 的 辐 角 增 大 到 2r, 所 以 沿线 肌 GH 积分 时 , 取 = 
2 
当 y 一 0,R 一 0% ,注意 到 第 二 ,四 个 积分 的 极限 为 零 ,因此 有 
co 2! f g(a 4 


,= Cp—l nr 
, Trt+), 1 + ce 了 


Te 


amtp-l yf” a! 全 
或 (1 — er™r )| Tr = 2 ™, 
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， oo 1 可 了 人 _ 2nf 加 元 
所 以 Tri PT 7 


0 em sinpr’ 


补充 习题 


函数 ,极限 ,连续 性 


39， 


41。 


42. 


43， 


描述 下 列 等 式 所 表示 的 点 的 轨迹 ,并 区 图 : 
(a) |z +2—3i|=5, fb) |z+2|=2|x—1|, 
(Cc) |z+5)—|x—5|=6. 


， 描 出 由 下 列 不 等 式 所 确定 的 区 域 : 


{a) |z -2+i| 字 4, {b) |z| 志 3, Dargee， 


(ce |z -31+|z+3|<10. 
把 下 列 函 数 表示 成 u(x，y)+ 志 (x，y) 的 形式 ,其 中 ,vw 是 实 函数 
(a) 二 +2iz， (by zf(z+3), (e) eo, (d) In(1+ 2). 
证 明 : (a) tim z= zi;《b) 利用 定义 证 明 f(z)= z? 在 zo 的 注 续 性 
5 
ta) 车 z=w 是 z=1 的 根 ,有 年 w 关 1, 证 明 z=1 的 所 有 根 为 1 ,ww ,os ma. 
(b) 证 明 ]+wtw twit+w = 人 0. 
(ec) 把 (a),(b) 的 结论 推广 到 方程 x* = 1. 


导数 , 柯 西 蒙受 方程 


44. 


5 


(a) 著 包 = 所 2z)=z+ 二 ,利用 导数 定义 求 2 


(by 在 哪些 点 * 处 f(%) 蚌 不 解析 的 . 
已 知 症 数 tw= z*; (a) 求 中 = w+ 记 的 实 部 和 虚 部 ;(b) 证 明 对 z 平面 上 的 任 一 点 , 柯 疝 - 歼 曼 方程 成 立 ; 


(c) 证 明 w 和 是 调和 函数 ;(d) 求 9 


. 证 明 f(z)=z|z, 椒 处 不 解析 . 

.证明 /(2)= 一 3 在 平面 除 z=2 外 处 处 解析 

, 车 解析 是 数 的 下 部 基 2x(1 一 y), 确定 : (a) 实 部 ;(b) 解 析 函 数 的 表达 式 ， 
, 求解 析 隙 数 F(z), 它 的 实 部 是 ae “(zxoosy 二 ysiny} 且 满足 f(0)=1. 

. 证 明 : 椒 存在 解析 函数 其 虚 部 为 x* -2y. 

$1. 


求 f(x) 使 得 f(z)=4z 一 3 且 满 足 F(1+1)= 一 3i. 


积分 , 柯 西 定理 , 柯 西 积分 公式 


S2 . 


53. 


$4. 


S5 . 


S6. 


57， 


计算 | {2z + 3}dze 

《ai 沿路 径 了 =24+1，y 一 4 一 上 一 DSS 

tb) 沿 连接 1-2z 和 3+i 的 直线 段 ; 

(c) 滑 连 按 1-2z 和 1+i 的 直线 和 再 沿 连接 1+i 和 3+ i 的 直线 所 组 成 的 折线 . 


计算 | 《x* 一 <+2)dz， 其 中 C 总 上 半 单 位 加 ,方向 为 道 时 针 . 


计算 中 5 sde, 其 中 C 是 加 ta)|z|=21 (b)|z 一 31=2. 


之 me 
计算 中 7 3 在 一 站, 其 中 CC 为 (a) 顶 点 为 -1- i， ~1+7， -3+1 一 3- 的 正方 形 ;(b) 园 |z=+i| = 


四 


3; (cj|z| = 

计算 . Cosrz C+ 
计算 :(9) 中 ope, 中 2 
其 中 C 是 色 合 z=1 的 任 一 简单 闭 曲 线 . 


证 明 柯 西 积分 公式 
《提示 :利用 导数 的 定义 .再 利用 数学 归纳 法 ) 


il， 
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级 数 和 奇 点 
58 ,下列 级 数 在 何 处 收 化 : 
DEE, WD EF 0) D1 22 127, 


59. 证 明 级 数 了 - 竺 二 在 1|<1 中 是 人 a) 绝 对 收 笋 ;(b) 一 致 收 化. 


60. 证 明 级 数 > 二 站 在 半径 及 满足 |= + i|<R<2 的 任意 加 中 一 致 收 状 
+=1 
61. 家 下列 玫 在 有 了 z 平面 上 的 所 有 坷 点 ,并 确定 奇 点 的 类 型 : 


， 至 z+1 1 
(a) Ge Fy ¢b) (xz—1) (wt2y tc) 2 十 322 (d) 508 了 


(e) Stz 一 可 3 Cf) 


3 一 开 


62. 求 下列 酒 数 在 指定 奇 点 的 洛 朗 级 数 ,并 由 此 判断 奇 点 的 类 型 及 找 出 级 数 的 收 敦 域 : 
(ay 2 z=x; th) we +t, 2=0; 


Cat 4 


2 


(cy (CT 史 二 1. 
贸 数 和 留 数 定理 
63. 求 下 列 汕 数 在 极点 处 的 馈 数 : 
2g 二 子 
(a) 一 了 人 Er; (9 Ty 3 ; (d) Ty 


64. 求 函数 er tanx 在 一 阶 极 点 < 一 涵 处 的 贸 数 . 
65. 计算 中 71 机， 其 中 C 是 包含 所 有 极点 的 简单 闭 曲线 . 
66. 若 C 是 含有 z= +; 的 简单 团 曲 线 ,证 明 
中 wb = int 
67. 若 f(z)=P(z)/Q(z), 其 中 P(z), Q(z) 是 多 项 式 , 且 Q(z) 的 次 数 至 少 比 P(z) 的 次 数 高 二 次 ,证 明 ; 
对 含有 f(z) 的 所 有 极点 的 闲 曲 线 C, 有 中 f(z)dz=0. 


定 积分 计算 
利用 围 道 积分 法 验证 下 列 积分 : 
™ 2 _ x + dr _ 2x 
68 上 2 二 ”2 6, | ,= + as 3a "o> 0 
-dr x Yr ， _ 开 
四 J (zc + 4) 32 7 | ri+i” 3 
mo Ar + EE 加 T 
7 Eee 六 Ta >0 1.| ,rari 
74 [7 Aap 一 2 75. | 一 _ 4rv3 
“ .02-oosp v3. Ge 9 
sn _ zt 
76. | sq = 8 "Te 
eel 2nea™ 
78. To 这 二 0， 1, 2， 3,° al, 
i Ei _ {2a2 + bi)r 
79. ， 人 a>|lbl, 
”sn2r ，_ Td ”Cos2xT Te 
.| Er . a1.], 4 名“ 
”xsinrz , _ me” “snz _ rt2e - 3) 
82. |， (x +1) dr = 4 3. | rr +1) de . 


mm 了 0 1 
84. | dr = 皇 . 85. | 2dr = 区 
0 全 站 守 
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86. | ”5dr = 5 了 (提示 :考虑 积分 5adz， 其 中 C 是 项 点 为 (- R.0),(R,0),(R,n),(~ RR， 


r) 的 矩 形 , 再 取 民 一 %). 
杂 题 
87. 苦 z==pe 9 (xz) = wlp, 8+iofp，8， 其 中 心 风 为 极 坐 标 , 证 明 柯 西 - 获 押 方程 为 


au 1 Bu dv ] a 


ap aa pag 
88. 若 也 = f(z) 为 从 之 平面 到 ww 平面 的 一 个 变换 ,其 中 头 =) 是 解析 函数 ,*= 工 + 区 ,如 =2+ 各 ,证明 变换 
的 雅 可 比 行列 式 为 


alu al 
Br I) 


d(x, y 
89, 设 变换 w= /(<) 把 表 数 F(z，y) 变 为 玖 数 GC ，w) ,证 明 着 各 + 区 区 0, 则 对 作 一 点 2, 只 要 /<) 天 
号 0G 昱 分 
3 =0. 


吕 , 证 明 * 平面 的 国 经 过 双 线 性 变换 入 = 符 寺 了 (ad - 区 天 的 得 到 的 mw 平面 上 的 像 曲 线 仍 为 图 . 


91. 若 A(z) 在 圆 |x-a|== 民 上 及 R 内 处 不 解析 是 f(z) 在 加 上 满足 | (x) | 所 M ,证 明 柯 西 不 等 式 


nlM 
Rk’ “ 


| Fa) | 所 
(提示 :利用 柯 西 积分 公式 ). 


92, 设 Cl ,GC 为 圆心 均 在 z= a, 半径 分 别 为 mr ,rz 把 同 心 网 (mm < ra 车 aa 下 是 CCa 为 边界 的 圆 环 内 的 
任 -点 , F(z) 在 该 圆 环 内 处 处 解析 ,证 明 洛 翩 定理 : 


本 oo 
flat+h)= a, 


{z) 
其 中 人 = 庆 mde, 


这 时 C 是 回环 域 中 国 绕 C! 的 任 一 条 闭 曲 线 . 


| 1 Fw) 1 _ 
人 所 示 : f(a +) se 2 + 让 中! 把 按 二 种 不 同方 法 展开 ， 


93. 求 函 数 用 z) = 二 TTs 二 在 国 环 域 1< 1x|<2 的 洛 朗 级 数 . 


一 1 + 2 _ —1 1 
(a 提 椒 : (x Die 于 区 4 之 十 22 TT + Te 
94. 没 | eeF(D) 直 = 1 其 中 fs) 是 一 个 有 理 函 数 ,用 分母 的 次 数 高 于 分 子 的 次 数 ,者 C 是 包含 六 5) 的 


所 有 极点 的 简单 于 曲线 , 则 可 以 证 明 F(t) f(z) de 等 于 exy(e) 在 C 中 所 有 极点 的 留 数 之 和 . 设 


训 帮 J 称 交迫 亚 的 ,PC 其 为 F(;) 的 拉 氏 江 认 折 ( 见 第 十 一 家 ) 上 或 可 以 推广 f(s) 
的 其 他 类 型 函数 . 
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补充 习题 答案 
第 一 章 
35, {a) 2200, (b) 32, (c) ~ 51/41, (d) 1, 


36, (a) 2, (b) 6, -4, (9 -1, 1, (d) - 序 . 


38, {a) 0.428571, (b) 2.2360679…， 


44. (a) 3, —2, 3/2, (bh) 8/3, —2+y5, (@) 去 (5 VT7), 3(-5+ v17), 


47. fa] 0<zx< 闻 ， (b) 6rd4, (oj z<312 (d) x>3, -1<7r< - 雪 或 z< -2, 


55. Ca) 64, (b) 714, (ec} 50,000, €d) 1/25, (e) 一 71144， 

58，(b) CC. 连续 统 的 基数 . 

59. kb) x. 

63., {ec) C. 

64，{a) 是 的 ,(b) 上 确 界 (1.u.b.)=1.1, 下 确 界 (g.1.b.)=0.9, 《cei 1, (d) 是 的 . 
的 ，(a) 是 的 ,人 bp) ].u.b.=1, g.l.b.== 一 1,(c) 1， -1, (d) 不 是 的 . 


73, (8) 1-4i (b) -9-461, 《e) 时 -地 i，(d) -1, (e) 扣 , () 大 -~ 寺 i 
76. 3, 方 ， 一 1+1. 


79, (a) Gcisn/6, (h) 2 Y2cissn/4, Cc) 2cisSr/3, (d) Scisd, Ce) Scis3xf2 . 
B80. (a) — Sy2+5Y2i, (b) -23. 
81. (a) 2cisl5”, 2eis135, 2cis255". 
(bh) cis36°, cis108°, cisl80°= —1, cis252°, cis324", 
(c) Pisl10", cis230°, cis350". 
(dj cis225°, cisl12.5°, cis202,5", cis292. 5°. 
96. (a) 1010111, (b) 2101, tc) 2338. 
97. (a) 110001, (b) 61. 
09. (a) 0.1010101…, (b) 0.2 或 0.2000…， (c) 0.5252.., (dd) 0.6666:…. 
100. 3.28125. 
101. 5. 
102. 2e5t. 
103. 18/11. 
104, 428571. 


第 二 章 
35, (a) -27rE3, (bh) z+2, (0) 2mr3EzrE Dm +1)rl3, m=0, +1,+2,.,(d) x>3, -2<7r< 


2. 


36. (2) 全 (b) 去 , (0) 经 二 3，z 关 0, 三， 2，(d) 了 ,x0, 2,(e) 二 二 天 0,2，( OS, 


-5, 2, 
37. fa) 8, {b) 0. 


32， 


41. 


43, 


补充 习题 答案 
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lz 
一 J 十 村， 
ror +1 I+ 


J BA 


(2) 万， 可， 本， 全， (b) 


1 27 4 Br (ad) 3 


1 

3 

(9) 下 :条 ,于 再， 1 了 
COST ”cos27 CT ecos47 


“1 39 ”1 337 


(oO) TP 


x +s I +3 x 十 4 


3n+2 


» (a) — Xx/3, {b) ri2, 【cy 一 了 13， (d) ln(1 +¥2), {e) 314, (fy Af2, 《可 xl2—27, (hb) 27r - 3xf2, Ci) 


, (a) —32, (b) In2, 
a) 2 (b) - 示 ,， (0) 4, (d) -村 (9 32, (直方. 
(by 9，(e) 一 10, (dj 5,(e) 1, (f) 不 存在 ， 

. (a} 2, Cb) 3. 

. (a) 才 ，(b) -1，(e) 不 存在 . 

. {a) 1. (bh) —1. 

， (a) 2,，{b) 116, {cy 2, (d) 116，(e) 不 存在 ， 

(ay 0, {b) 1. 

, {a) — 8/21, (Ch) IO, te) 1, (Cd) 1/32. 

. 12. 

. (2) 3, (b) 0, (0) 112, (d) — Mr, (6) (6 ~ a), (1) 217, (g) -1, (h) dr’ 
. {a) 连续 ,(b) 连 夸 ,{c) 连续 .(d) 不 连续 . 


, {a) t=2,4, {b) 无 ,{c) 无 ,fgq) x=7ni6+t2mr, Lm6+t2mas m=0,1,2,.". 
,，(c) 近似 于 4.49. 


n+ 3) 


(a) 17125, (b) 2, (0) 二, (d) 二， 
ta) 是 的 ;(b) 是 的 ,0. 


第 四 . 章 


(0) Da Dip) i, (Ot OD 


2 


. (a) 1,1,2,3,5,8. 
, {a) 502，(b) 5002，(e) 50002. 
. {a) -3/2, (b} —112, {e) v312, (d) —15, (e) 1/2, (f} 3. 
+ {a) 椰 ， —1,0,0, (b) 1, -1,1,—1, cy) 无 ,无 ,+ 02, 一 00 ,td) 无 ,1， +co.,], 
也 
1 
6 
111 1 111 11 11 
(0) TFITITITSTIT ZT tb) 1 +TF5TITZT 
1 1 1 1 1 1 1 1 11 
(e) 2+ 5 下 和 (由 3+7 琴 TTT 王 7 了 
. (b) 26/15. 
, fa) 与 千 题 相向 , (hb) w==2{3)* T+ 一 1)" tt, (ec) wu = M2. 


336， 


微 积 分 


47. 


ka) 0 《b) 0 (c) 是 的 ,0. 
.by=5r-6 y=6r 7;(0) (1,—1); (d) 3r* -2zr+5, 67 -2, 6,0,0,.. 
Ca) 0.0501, (b) 0.05, (Cc) 5.01, (d} 5, te) 0.01. 
- {a) 0.515, (bh) 0.12, (ec) 2.0125， 

. (a) 3ln4, (b) 3Y3. 


.x C1 + ne). 


2Inln2 


6, (n) es, (0) ei, (p) e. 


， 当 x = e! 时 f(x) 有 极 小 值 ， 
. {a) 3.268, Ch} 1.131. 


.人 村. 

。(a] 8, (b) 9. 
‘(0) Fe te, (b) Rf32, (e) 3, (d) ~ ZoothV + cy (e) 于 3， 
rt2r+t 5 Inlr+tltv er +2r+5l+e. 
. (a) -2)9, (b) -Be (dr + 6 +6r+3) te. 


» (ce} rn: ~ 12r - 48, 


a) ry) xv) 假定 xy 关 1. 
- fa) v2, (hb) -1, (er) 3%2. 

，(b) 0.09531, 误差 小 于 2.10™. 

(Ka 0.438, (hb) 0.197, (cr) 1.543, (d) 0.741. 


(a) Bb) 1, (9 = qn, (d) 0, (9 0, (D In3f2, (g) eb) 1, 070, Ob, G0 4 0D 4, Cm) 


, (a) 0,322, tb) 1.105, 
(ay 2, (b) xr 一 4， 
- 地 MM, 其 中 M 为 这 区 域 的 质量 . 
. 2. 
. {b) ee. 
, (hb) Ba. 
27 
(al 一 一 ，{b) 3, ， 
《 1 3 万 {b) 3,，(c) 不 存在 
. el2x, 
2 四 
， 杜 (2Y2 1). 
.9. 
3, 
第 六 章 
_1 11 2 无 十 23Y 十 xy 
(a) 相 ， (hb) EY {ce) ep 
. {a} —1, {b} r: 7-2— yw t+z +3ryt+3y, {c) ry -rr Ty +t dr ye 


补充 习题 答案 


49. (a) ri + yl, (b) r+ y>0, (e) edb 

SO. (a) r+ yt+zl, +y +2 1 有 r+y+ al, x+y +r >l. 

51, (a) 平面 , (b) 旋转 抛物 面 ,(c) 双 曲 抛物 面 ,(d) 正 网 纵 面 ,te) 球面 , (站 双 时 双 曲 面 ,(g) 正 圆 柱 ,{h) 华 
面 ,人 抛物 柱 面 ,(j) 中 心 为 (2, 一 3, ~- 1), 半 径 为 4 的 球面 ， 

58，(a) 4，(b) 不 存在 ,(c) 8v2, (dd) 0，(e) 0, (了 ) 不 存在 , (g) 0, (bh) 113. 

61. (a) 连续 ,(b) 不 连续 ,(c) 连续 . 

G4, (a) —2, (tb) 一 4. 

65. {a} |, tb) 0. 


67. (a) 于 (r+y3)，(b) 4 (2r-373), (0) 3 (ry3-2), (d) Say3+3), 


(e) 村 (2r3+ 1 (OD) (rv3+1). 


73, (a) —11.658, (b) -12.3, (c) Az= -66, dx= -123. 
74, 2.01, | 
75, (a) (317y- dy )dr+t tr ryt24y )dy, 
【by) (By i 一 Geyx ) dr + (167y2: ~ Sr: 2)qdyt+ {24ry 2 — 3r’ y)de, 
{ec) jy:ln(y/fz) -yidrt |2ryln( yr) + ryl dy. 
77, (a) x iy + ysin3r+c ,tb) 不 是 , (ce) cz + 4 一 3xyte. 


A617 y+ 121 + 9 -61 +6r t+18 
Griy+2 


79. (ay7， tb) — 14, Ce) 21, Cd) 112, te) 一 49. 
85. (ay (Cy— ry re), (bh) -Drylly -71). 


3 — 3zxu w+ 2 十 了 时 
86, (a) PL HA Op) EE. 
Gr uy +t 2y 了 uv +y 


78. (a) 24, (b) ( }es(37—»). 


0, 2da Tw + 16uw — Bw. 
v1. 10. 
93. Hi —G—2F=0. 


1 , 167’y- Byr -327° 2 l6y x -Bre~ 327’ 
(a) l+ Brye" (bh) (1 + Bryz) (©) (1+8xrye) 


98, {b) —7. 

100. Cb) sin weosh vt cos usinhs vu, Ce) (sin ucosh vy +t eos usinh: v) 1. 
101. tb} 1. 

102, (ay 球面 ,tb) 圆锥 面 ,{c) 平面 . 


105. 1- 计 w(x-1Y 了 xz D{y >) 3(y lr). 


106. 1—3(x— D206y+1)+6(z-1) +6(r -yt1) + y+t+1). 


0Cz“ 1 -y+ DPF+12 roy+ DFI+ or- DII~- Hy+D D+- Dy+t17 [1+ Oc- DT 
[I+ rr- DE 


其 中 0<9<1. 
第 士 章 


47. 33.6 公 时 ,由 东 向 北 13.2 
S2. (6 人 一 2 + 7K)/v 85. 

53. 24. 

55, a= —4/3, 

56. 17/3. 


“338 


$7. (a) V26, (b) ces! /D114. 
60. 25Y3. 
61. + (2) + KON5. 
63. Jv3. 
64. 2. 
65, (a) 20, (by 20, {c) 人 一 191 ~ k, (4) 257—15; — 10k. 
€7, 2r+y-32=9, 
4 
68. 本. 
70。 (al v3e', (bySe. 
72, (1+ 27+3k)Y 14. 
74, (a) —4i+8j, (b) Bdx., 
75。16Y5， 
73.。 (a) 25，fb) 2, (e) 561 一 307 + 47k. 
B81, +t{3i+47 6k) 61. 
82. -6rit{6z -1)K. 
3 由 Ta 中 1 3 
85, (a) are! + 六 3602+ rang dg 
oA 
tb) A A1}+ a -singha)+ 1 pr 其 中 六 =Alel + Ases + Ase;， 
1 9 aB 1 3f. .98 1 字 征 
《9) AC risin 8a 
6. (b) ds = {uw +o) dn + (ut+ vw dr + dr, hi = = w+ we A 二 
fc 本 十 于 十 于 grade 
| 下 
97. (a) Vp= rt (FE 37) + 3 
3 
(b) drh = [总 (TA+ 记 (| + 入 
93, Grinoostg 4 ~ Sin- 9) 
94. (a) A+ Bino, (b) A+ Bir, (ce) A+BIn(cscd ~ cotd), 其 中 A 和 B 是 任意 常数 . 
%6, tb) 2Y2. 
第 八 齐 
31. (a) rT-"2y-z=5, (b) 江 一 = = 二 
35. 37 — ny+2nz=0. 
36. (al) -2 (b) 3 —6y—5z=26Y2. 
-1_y-1_zx-1 
37. (a) E33 = (b) 3z-y-2==0， 
38. (a) x =dy, (by w+ y= +1, x—»=+l1, 
9, x y=. 
0 z= 一 y /2y+1). 
41, 8(y—1) 一 27z2. 


补充 习题 答案 


La 1 
2 2 
.5 X'sner dr 一 一 6 一 一 一 一 oosa ， 
上 a 2ww 


, {a) 4r ~ (rn +dr)yt+(dr—r)z= — x 2, {b) 


. {a) 4¢= (7 y), (bh) y: = zx: +2xe, 

fa] dz=x ty, (bh) r+y +e2:=a’, 
. (a) 1013，(b) -2i+4) -2k, (¢) 2V6. 
. (a) 12Y3 一 6; (b) 与 轴 正 向 夹 角 为 x”tan 12 的 方向 ,或 -i+21 的 方向 ;(e) 12v5. 


2 


1 1 


2 
他 


, {a} 2atan ‘a -in(e?+ 1). 


,在 (1,2,3) 点 , 极 大 值 为 108. 

. 643. 

, 极 大 值 为 加 , 航 小 值 为 20. 

, 极 大 值 为 $, 极 小 值 为 一 5. 

, 64ry213, 

. (a) 1.70, (b) 1.5%, 

. (a) 2.501, 3.21%; (b) 0.287, 2.08%. 


_ -YY212 


二 一 YA212 


一 4 z+dx 


(bj 6. 
, {1,—2,5), 
. 极 小 值 =0. 


第 九 章 


.(b) 子 ; (6) 48o135= 72M135, 其 中 M 为 多 的 质量 . 
. 工 = 记 ， y=1. 


2 
» Cb)| | | (ro 241760， 


age 后 . 
。8a413， 


. {a 喜 a*o= 若 Ma? ,其 中 MM 为 质量 ;fb) 王 =y=0,z=152 


2 3 


”本 2 ， 


，( 8) 证: 
,a) abcie; tb) T= al4, y= 614, 之 二 cf4. 


fa) Me +b 0, (bh) wv (a + B10. 
,413, 


Rd 


340 微 积分 


和. 27x(2v2 -1)12. 
3 : 

42. Me , 

43. fa drln(alb). 


4 Sx — oo oe}. 


45. 取 z 十 为 对 称 轴 :(a) 7 一 0, 一 计 (a* 一 Bf(a 一) 


(b) z=5=0, #= 守 (a bra 65). 
46. 语 xar 护 (9a: +2 术 ) ,其 中 为 比例 常数 . 


47. (a) 于 xf2at -3a 6+6); (bh) z=5=0, 5= 半 (a + by/(2a+6). 


sO0. 2r aa， 
$1. 64, 


1 > 
52 4 age . 


35. (a) 34/3; (b) 11; (ec) 14; {d) 32/3. 
36. 12. 

37, 64r. 

38. (a) 124/15. 

39. 15. 

40. (a) 23/15; (bj 5/3; Ce) OQ; Cd) 13115. 
42. 公共 值 = 8; 

44. (bj az =. 

45. 3ra718. 

47. 公共 值 = 120x. 

48. (hb) 5. 

49. /4, 

50. 0. 

Sl1. (b) $=e +2ry) + ele) zr try+ ce =0. 
S53. (a) 9r. 

53. (a) 9; (b) 24r. 


54. 手 x(5Y3 一 1). 


55, én, 
56. l6a’. 

S7， (8) 2xa: (1 一 co08a),，(b) 2ra:{ 考 虚 取 极限 a 一 nj2). 
S58. 2Ma? ,其 中 质量 M = 4ra26. 

$9. (a) 村 s(1+ oosa),(b) af?. 

的 . 公共 值 = 27， 

61, 16. 


62. 108x. 
63. Slr. 


补充 习题 答案 


,， 3712. 

, 公共 值 =9x. 

:公共 值 为 (a) -6; (b) 9; te) 一 18. 

，l2r. 

， (fb) = 2 一 4T3r+efge 为 常数 ) (c) 6. 


站 


由 
.| rr 起 


。 fa) $$ 不 存在 ;(b) %= zze ”+ vcosz+efc 为 常数 ). 
+3y + 二 ce 为 带 数 ). 
. (a) wu =e (hb) yer 一 +, 其 中 为 任意 常数 . 


.202. 


第 十 一 章 


. (b) 12. 

. (a) 收 就 ,(b) 发 散 ,(c) 发 散 ,(d) 收 伍 ,(e) 发 散 ,，( 人 n 站 敛 . 

. (a) 收 仑 , (b) 发 散 . 

. (a) 收 人 第 ,tb) 发 散 ，(c) 发 散 ,(d) 发 散 ， 

。(a) 发 散 . 

， fa) 发 散 ，(b) 收 化 ,Ce) 收 总 , (由 收 伊 , Le) 发 散 , (人 发 散 ， 

. 收敛 . 

. (a) 收 伐 ,(p) 收 伊 ,(c) 发 散 ,tg) 政策 ,(e) 发 散 . 

.8 项 . 

. (b) 至 少 100 项 . 

. {a) 绝对 收 倒 , (b; 条 件 收 化 ,ic) 条 件 收 误 ,5d) 发 散 ,(e) 绝对 收 伊 ,(D) 绝对 收敛 ， 
. fa) (绝对 ) 收 敏 ,{b) 收 贷 ,fe) 发 散 .(q) (绝对 ) 收 仇 ,(e) 发 散 . 

. (a) 发 散 , (hb) 路 笋 . 

fa) -1 过 1，(b) -1 和 x 入 3, (0) 一 切 .= 天 0，(d) r>0, Ce) zs 

. 在 包含 x=0 的 任意 区 间 上 不 一 雍 收 合 , 在 其 他 区 间 1 一 致 收 合 . 

(a) 当 |zr1<3 时 收 敏 , 当 |.ej 扫 > 3 时 一 致 收 伊 ,，《b) 对 -一 切 = 一致 收 敏 . (c) 当 >9 时 收 伍 ; 当 


时 不 一 致 收 伍 ,但 当 zx 之 >>0 时 一 致 收 敏 ， 


. (a) 0.461, Cb) 0.486., 
, (a) 0.643, (b) 0.423, (c) 0.213， 


127, (bh) B = -2,B,=1, B=0, B= 高， B; = 0， B= 阔 . 


i 
Co] 


2 6 


. (a) 收 伍 ,(b) 发 散 ,(e) 收 敏 ,(d) 收 仇 ，(e) 收 伊 , (1) 发 散 ,(g) 收 侣 ,Ch) 发 散 ,Ci) 收 合 ， 

(al 收 襄 ,(b) 收 侣 ,ec) 发 散 . 

. (a) 绝对 收 语 ,(b) 绝对 收 敏 ,(c) 条 件 收 人 敏 ,(d) 发 散 ,(e) 绝对 收 剑 . 

-fa) 收 领 ,fb) 发 散 ，(c) 发 散 ,(d) 收 伊 ,(e) 收 侣 ,{f) 收 襄 ,(g) 发 散 , th) 发 散 , (i) 收 化 ,0j) 收 但. 
, (b) ln4. 

. (a) 绝对 收 化 ,(b) 条 件 收 使, Cc) 发 散 ， 

(ay 收 敏 ,(b) 发 散 ,(e) 收 伍 . 

。 fa) 收 敏 ，(D) 当 w >2 收 黎 , 当 0< vs 拓 2 发 散 ， 

. (a) 条 件 收 策 ，(b) 绝对 收 伍 ， 

fc m2. 


ri 


0 


“342 ， 


75， 


77. 


82. 


85. 


239. 


32。 


33， 


微 积分 


(a) Vs, s>0,{b) Rt s>lal,(e) tan (+), s>0. 


, (by cr sa. 


say tp 


(b) s>0, 


CD 


. (a) Yrx)=6e -3efb) Y(z)=4-2e -地 一 和 


(ce) Y(x)=1-e "(sinr + cosr). 


(0) dsinz -zeosr), (b) Y(z) = | Ra)sin(z - ds 人 ol Y(z) = z+ #16. 


Xl. 


小 
十 
i 
性 


. {a) 30，fb) 16/105, (ce) 言 mm ， 
(a) 24，(b) 801243，(c) Y2m116. 
. {a) 亏 [( 手 ), C0) 3¥af2, (c) PC4/5)S YG. 


. (a) 24, (bh) -~ 31128, (0) 于 (本 小 


. (a) 16 yr/105, (b) —3T(2/3). 
(a) 11/105, (hb) 4/15, Ce) 2nfy3. 
, (a) 1160, (b) nf2, (ce) 3r， 

. {a) 12r, (6) x. 

. (a) 3r1256，(b) Sr18， 

. (8) 16115，(b) 81105- 

,m24. 

.到 和 (e+ 外 二 co) 为 比例 系数 ， 
。、d4m135， 

,T= 37= 二 21/128. 

- (a) x, (b) 24T(1/4)) /3Yx. 


.人 V(b) 有 E 


SO) 
第 十 四 章 


16 忆 《1- OD 1~cenn nn _ 相 对 
{a) 寺 之 si n 25 , (b) 2 一 Ep ;xc) 2 二 之 


n=1 


3 ,16tosnn—1) naz Oosnn. nr 
+ 天 3 nr "3 


。 (al 二 0, 土 2, 土 4,…,8, (b) 没有 不 连续 点 ，(e) x=0, 圭 10, +20,…,20， 


(a) BY > ne , (by f(0) = ftr)=0, 
与 习题 32 相同. 


1 ， nxz 
一 Sin 一 一， 
n 5 


34，[ 


50, 


S52, 


47， 


.u(r, 1)=S2[ 二 et 


. (a} Y(z， 0)= 5 


{8) -上 sn， fb) - 


. u(r, t) = 


(a) wu{zr, 站 一 32 ‘sinnr 一 22 


补充 习题 答案 


“3343 


a) 3 2 上 sn 到 rn 2 p) 5 (2 一 cosnz — 1 }os HT 


并 


So sinSrxz . 


下 、 


ni 


m3) | -mi 
e Sin -一 
TT 6 


, (a) Ylr, 1) =0.1anroos2t +0.01sn4xrcos8r. 


1 Ca Drzeos 3{2n — Ln 
C08 


1 aa 1 


ms 
ur, 1)=1+ 符 + 驴 之 4cosmx, ™ "ginmr. 


-1 


二 


ma 十 1] 


. {2n— Dar 3{2n 了 1 dre 


JJ Nn 2 


第 十 五 章 


VI van 


2 
ut t) = fF 
1 


, (a) 2 2 (se se se ne ), {b} 于 
.ON (二 sse ) ,人 


, fa) ”27rfaMl+e2y]. 
TY(z) = (2+2eosr 一 deogs2m yjmt 
(a) nf4, (b) mi4. 


2 sina 


SinAx 


1+A A 


2r” [sm 
Ty A 


. {a) 1.3506, (b) 1.8541, 
,15.865. 


ly 


#3 


.V2K( 态 ) 


- 方 |PW 于 本 人 


FF( 广 , #, 其 中 $= 


| Tr ! Je “cosdeaa. 


第 十 六 章 


(ce) 1.4675, (d) 2. 1565. 


arcsinty Jsint ). 


9 / 


. (a) 二 K{( 志 ), (b) 于 


, (a) (er w -sn udnu, 


(a) Lt, (b) ee 


多 全) Ce /El 4). 人 0K(3) 


. (a) F (V3/2, arctanf312), (h) 本 xf2)- Tax(v212，- 乞 


本 See 大 到 


(bh) -3k dr wsnauma, 


本 


.344 


微 


积 


分 


39.【 


41. 


61. 


62 


第 十 七 章 


) 以 (一 2,3) 为 图 心 ,半径 为 5 园 贺 (x +2) (yy-3=5,《b) 志 (2,0) 为 圆心 ,半径 为 2 的 加 (x -2)* 
+ y= ,Lc) 双 曲 线 中 z+ 实 3 的 一 支 . 


.al) 贺 (r 一 2 + (y+1) = 16 的 外 部 (包括 圆 )， 


Cb) 由 zz? 二 ? -9 七 轴 各 直线 y= z 所 确定 的 第 一 象限 区 域 ， 


* ta) z 平 面 ， ‘b) |z-il<1, Ce) 完 二 


一 一 十 2kx, 岂 二 D， 寺 1, 圭 2,: 


(d) 4z 


(2 精 加 艺 + 苑 =1 的 内 部 . 
(a) Hu=x hry -2y, v=3r iy—y +27r, 
2 3 
tb) er or rg 
(Ce) wer COs2 Ty, v0" ”sin2zy, 
(d) 4 = 让 Inf(1 +z)+y|， v= arctan T 二 二 
{a) 1- 工 ， tb) z=0. 
2 
. (a) a ry ty v=47 yr , 
2 yb) 2iz 一 2 十 c, 其 由 < 是 实数 . 
ze “十 |. 
,fz)=22 ~3z+3-4i. 
,17+ [9F. 
。 -14/3, 
(al 0, (b) Srif2. 
. {a} — gxif3, Cb) -2xi, (ce) 2ril3. 
, (a} ~ 2xi, (bj xie!3. 


lti. 


(a) z= - 于 为 四 阶 极点 ,(b) z=1 是 一 阶 极点 ,z= -2 为 二 阶 极点 ,(c) = = -1+ i 为 一 阶 极点 ,(d) 
z=0 为 本 性 琳 点 ,(e) x 二 nj3 是 可 去 奇 点 ,( 人 ) z= 2; 为 二 阶 极点 ， 


+ 下- 


(a) 1 1 Ce 


…, 一 阶 极 点 收 敏 域 为 = 平面 除去 z=x， 


z+… 本 性 奇 点 收敛 域 为 = 平面 除去 z = 小 


… 二 航 极 点 , 收 敌 域 为 0< 1z 一 十 雯 4. 


. (a) x=2, 714，zx= —2, 14, (b) z=0, 8125，z= -5，-8125，(c] z=2, 了 Tt， 


+ er ,td) 于 (sint — tcost). 


2 i 1 
(bx rf SE 
HI Te 64 256 
3 
一 7 9. 
的， 一 er， 
5,，— Bri. 
93, -lL+1 1 ,1 +1 EE 
" x 本 i 2 之 2 ] 8 
94. (a) cost, (b) 方 esin2t， (© + 


(dd) z=i, 0; z= 


.344 


微 


积 


分 
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41. 
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) 以 (一 2,3) 为 图 心 ,半径 为 5 园 贺 (x +2) (yy-3=5,《b) 志 (2,0) 为 圆心 ,半径 为 2 的 加 (x -2)* 
+ y= ,Lc) 双 曲 线 中 z+ 实 3 的 一 支 . 


.al) 贺 (r 一 2 + (y+1) = 16 的 外 部 (包括 圆 )， 


Cb) 由 zz? 二 ? -9 七 轴 各 直线 y= z 所 确定 的 第 一 象限 区 域 ， 


* ta) z 平 面 ， ‘b) |z-il<1, Ce) 完 二 


一 一 十 2kx, 岂 二 D， 寺 1, 圭 2,: 


(d) 4z 


(2 精 加 艺 + 苑 =1 的 内 部 . 
(a) Hu=x hry -2y, v=3r iy—y +27r, 
2 3 
tb) er or rg 
(Ce) wer COs2 Ty, v0" ”sin2zy, 
(d) 4 = 让 Inf(1 +z)+y|， v= arctan T 二 二 
{a) 1- 工 ， tb) z=0. 
2 
. (a) a ry ty v=47 yr , 
2 yb) 2iz 一 2 十 c, 其 由 < 是 实数 . 
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。 -14/3, 
(al 0, (b) Srif2. 
. {a} — gxif3, Cb) -2xi, (ce) 2ril3. 
, (a} ~ 2xi, (bj xie!3. 


lti. 


(a) z= - 于 为 四 阶 极点 ,(b) z=1 是 一 阶 极点 ,z= -2 为 二 阶 极点 ,(c) = = -1+ i 为 一 阶 极点 ,(d) 
z=0 为 本 性 琳 点 ,(e) x 二 nj3 是 可 去 奇 点 ,( 人 ) z= 2; 为 二 阶 极点 ， 


+ 下- 


(a) 1 1 Ce 


…, 一 阶 极 点 收 敏 域 为 = 平面 除去 z=x， 


z+… 本 性 奇 点 收敛 域 为 = 平面 除去 z = 小 
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